Cvicenie:
12.1. Ktoré z nasledujucich grafov na obr. 12.C1 nie st stromy a preco?

> 7
e

G, G, G

Obrazok 12.C1. Ktor¢ st stromy?

Riesenie: Grafy G; a G, st stromy, neobsahuju cyklus a su suvisle, graf G; nie je
strom, obsahuje cyklus, graf G4 nie je strom, nie je suvisly.

12.2.  Odpovedzte pre graf na obr. 12.C2 nasledujuce dotazy:
a) Ktory z vrcholov je koren?
b) Ktoré vrcholy su vnutorné?
c) Ktoré vrcholy su listy?
d) Ktoré vrcholy st nasledovnici (synovia) vrcholu k?
e) Ktoré vrcholy st rodi¢ia vrcholu k?
f) Ktoré vrcholy st predkovia k?
g) Ktoré vrcholy su potomkovia vrcholu k?

a

Obrazok 12.C2. Korefiovy strom.

Riesenie:

a) Koren je a.

b) Vnutorné vrcholy su {a,b,c,d,f,h,i,j.k,I.m,n,rs}.
c) Listy su {e,u,v,w,9,Xx,0,p,q.,y,z,2,t}.

d) Nasledovnici vrcholu k st vrcholy qar.

e) Rodi¢ vrcholu k je d.

f) Predkovia vrcholu K st vrcholy d a a.

g) Potomkovia vrcholu k st vrcholy g, 1, Y, Z.

12.3.  Kol’ko neizomorfnych podstromov do 5 vrcholov obsahuje graf na obr. 12.C2?
Riesenie: 8, vSetky stromy, ktoré do 5 vrcholov existuju.
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12.4. Majme n prirodzenych cisel S, Sy, S3, ..., Sn, kde N>2. Nutné a postacujica podmienka,
aby existoval strom na n uzloch taky, ze si, Sy, S3, ..., Sn, SU po poriadku stupne jeho
vrcholov, je

Zn:si =2n-2

i=1

Dokazte.

Riesenie: Ked’ existuje strom so stupiiami Sj, Sz, S3, ..., Sp, potom z vzorca (10.1)

n
urcujuceho Zsi = 2|E| , a 70 vzorca pre stromy vety 12.2 |E|=|V| - 1 vychadza vzorec,
i=1

ktory médme dokézat’.
V opa¢nom pripade, ked plati dokazovany vzorec, postupujeme matematickou
indukciou, aby sme dokazali, Ze existuje strom so stupnami Sy, Sy, S3, ..., Sp. Pre =2 je
$1=S,=1 astrom existuje. Nech n>2 a predpokladame existenciu stromu pre kazda
(n-Dticu ¢&isel s;, ktoré spifaju dokazovany vzorec. Ked’ zvolime n &isel s;, ktoré
spliitaju dokazovany vzorec, je vidno, Ze aspoii dve z nich (povedzme Sy, S,) sa rovnaji
1 a aspoii jedno d’alsie (povedzme s3) je vicsie ako 1. Cisla Sy, S3-1, Sy, ..., Sy spliiaju
indukény predpoklad a existuje teda strom o n-1 vrcholoch s prlslusnymi stupniami.
Ozna¢me v iom X vrchol (S3-1)¢ho stupiia anech y je d’al§i vrchol nepatriaci do
uvedeného stromu o n-1 vrcholoch. Teraz doplnime tento strom vrcholom Yy a hranou
Xy.

12.5. Nech G je jednoduchy graf o n vrcholoch. Ukazte, ze G je strom vtedy a len vtedy,
ked’ je stivisly a md n —1 hran.
Riesenie: Dokazeme toto tvrdenie indukciou pre n, pocet vrcholov grafu G. Ked n=1,
ide o izolovany vrchol, ktory je formalne strom, je suvisly a ma 1-1=0 hran. Tvrdenie
je teda pravdivé. Teraz predpokladajme, Ze tvrdenie je pravdivé pre obycajné grafy o n
vrcholoch, a nech G je obycajny graf o n+1 vrcholoch.

Po prvé predpokladajme, Zze G je strom; musime ukazat' ze G je suvisly a ze
ma (n+1)-1=n hran. Samozrejme, G je suvisly podla definicie. Aby sme dokazali, ze
G ma pozadovany pocet hran, potrebujeme nasledujucu skutocnost’: strom s aspon
jednou hranou musi obsahovat’ vrchol stupna 1. (Aby sme to ukéazali, staci si zobrat’
najdlhsiu jednoduchu cestu. Nejaka cesta maximalnej dizky musi v kone¢nom grafe
existovat. Konce tejto cesty musia byt v strome vrcholy stupna 1, pretoze inak by
tato cesta mohla byt predlzend.) Nech vje vrchol stupnia 1 vG, anech G” je G
s V a s nim incidentnou hranou odstraneny. Novy graf G’ je stale strom, nema Ziadne
kruznice (graf G nemal ziadne) a je stale suvisly (odstranena hrana nie je potrebna na
vytvorenie cesty medzi vrcholmi rozdielnymi od V). Preto podl'a indukénej hypotézy,
G’, ktory ma n vrcholov, ma n-1 hran; ked’ze G ma o hranu viac ako G’, ma teda n
hran.
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Z druhej strany, predpokladajme, Ze G je stvisly a ma n hran a (n+1) vrcholov.
Ked’ G nie je strom, potom musi obsahovat’ kruznicu. Ked’ z tejto kruznice odstranime
jednu hranu, vysledny graf G’ bude stale suvisly. Ked je G’ strom, potom
s odstranovanim hran kon¢ime; v opa¢nom pripade proces opakujeme. Pretoze G ma
konecny pocet hran, tento proces musi skoncit pre nejaky strom o n+1 vrcholoch
(strom ma rovnaky pocet vrcholov ako povodny graf G). Podl'a predchadzajuceho
odseku ma tento strom n hran. To je ale v protiklade s tym, ze sme odstranili najmencgj
jednu hranu. Preto nés predpoklad, Ze G nie je strom je zly. m

12.6. Predpokladajme, ze 1024 T'udi sa ucastni Sachového turnaja. Pouzite korenovy strom

ako model turnaja na urcenie, kol’ko hier musi byt odohranych, aby sa urcil vitaz,
pokial’ je hra¢ eliminovany po jednej prehre aturnaj pokracuje, dokial iba jeden
ucastnik neprehral. Predpokladame, Ze nebudu Ziadne remizy.
Riesenie: Turnaj moZzeme modelovat’ ako uplny binarny strom. Kazdy vnitorny vrchol
reprezentuje vyhercu hry hranej jeho dvoma detmi. Mame 1024 listov, jeden pre
kazdého hraca. Koren je vitaz turnaja. Podla vety 12.3, pre m=2 al=1024,
n=i+l=mxi+1; z toho dostavame i=(I-1)/(m-1)=1023. Preto musi byt odohranych
presne 1023 hier na urCenie vitaza.

12.7. Retazovy list zaCina clovekom posielajicim list desiatim d’alsim ludom. Kazdy
prijemca je poziadany, aby poslal list d’alSim desiatim, a kazdy list obsahuje zoznam
predchadzajucich Siestich I'udi v retazci. Pokial zoznam neobsahuje menej ako Sest’
mien, kazdy prijemca posle dvadsat’ korin prvému cloveku v zozname, odstrani jeho
meno zo zoznamu, a pridd svoje vlastné meno na koniec zoznamu. Ked’ vsetci takto
odpovedia na list a nikto nedostane viac ako jeden list, kol’ko penazi ¢lovek zapojeny
do ret'azca nakoniec dostane?
Riesenie: Nech P je clovek rozposielajuci list. Potom 10 l'udi dostane jeho list na
konci zoznamu (na 6. pozicii). Potom 100 I'udi dostane list s jeho menom na piatej
pozicii, atd’., az 1 000 000 l'udi dostane list s menom P na prvej pozicii. Preto by P
mal dostat’ 20 000 000. Model je tu Gplny strom s vetvenim stupna 10.

12.8. Kolko réznych izomérov maji nasledujiice nasyten¢ uhl'ovodiky?

(a) C3H8
(b)  GCsHp
(C) C6H14

Riesenie: Z definicie alkanov (nasytenych uhlovodikov) vyplyva, Ze alkany maju
Struktaru stromov. Staci si vSimat iba stromy zuhlikovych atéomov tychto
uhl'ovodikov, hrany s vodikovymi atémami stupiia vrcholov 1 potom iba automaticky
dopliaji pocet incidentnych hran s kazdym uhlikovym atdmom stupen 4. Ak chceme
teda spocitat’ alkany s danym poctom n atomov uhlika, sta¢i spocitat’ vsetky typy
stromov s N vrcholmi, v ktorych sa nevyskytuju vrcholy stupiia vicSieho ako 4. Pre
pripad (a) je to iba jeden graf, pre pripad (b) 3 apre (c) 5, ako je vidno na
nasledujucom obrazku.
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(a) (b) ] ] (c) ] ¢

12.9. Ukazte, ako moze byt 16 Cisel scitanych pomocou 15 procesorov v priebehu 4

¢asovych krokov potrebnych na scitanie dvojice Cisel (vstup aprenos informacie
neuvazujeme za Casovo naro¢né kroky aich ¢as zanedbavame v porovnani so
sCitanim).
Riesenie: Vytvorime kompletny binarny strom o 15 vrcholoch, ktory reprezentuje siet’
so stromovou Struktirou o 15 procesoroch. V prvom kroku scitame prvych 8 dvojic
¢isel v procesoroch h,...,0. V druhom ¢asovom okamihu s¢itame vysledky tychto
stétov v procesoroch d, ..., vtretom casovom okamihu st to sucty vysledkov
procesorov d ae vb af ag vc, avposlednom $tvrtom ¢asovom okamihu s¢itame
vysledky z b,c v a.

12.10. Nech n je mocnina dvoch. Ukazte, ze n ¢isel méze byt scitané v log, n krokoch za
pouzitia siete so stromovou Struktirou o n -1 procesoroch.
Riesenie: Predpokladajme, Ze n=2*, kde k je kladné celé &islo. Chceme ukazat ako
sCitat’ n c¢isel za logon krokov za pouzitia siete so stromovou Strukturou o n-1
procesoroch. Dokazme to matematickou indukciou na k. Ked’ k=1, potom n=2 a n-1=1
a v logy2=1 kroku dokazeme scitat’ 2 Cisla jednym procesorom. Predpokladajme ako
induktivnu hypotézu, ze mozeme scitat’ n=2 v log, n krokoch za pouzitia siete so
stromovou Strukturou o n-1 procesoroch. Predpokladajme teraz, Ze mame 2n=2"" &isel
na sCitanie, X, Xz, ..., Xan. Siet’ so stromovou Struktiirou o 2n-1 procesoroch spociva zo
siete so stromovou Struktirou o n-1 procesoroch spolu s dvoma novymi procesormi
ako detmi kazdého listu v (n-1)-procesorovej sieti. V jednom kroku mézeme pouzit
listy rozsirenej siete pre s¢itanie X;+Xa, X31+X4, Xon.1+ X2n. To nam dava n Eisel. Podl'a
induktivnej hypotézy teraz mdzeme pouzit' zvySok siete na scitanie tychto Cisel v
logon krokoch. Dovedna sme pouzili 1+ logon krokov, a, ako sme potrebovali ukazat
log,(2n)=log,2+ log,n=1+ logyNn. m

12.11. Kolko véazeni na rovnoramennych vahach je potrebné na najdenie l'ahSej faloSnej
mince spomedzi Styroch minci? PopiSte algoritmus na najdenie tejto I'ahSej mince za
pouzitia tohto poctu vazeni.
Riesenie: Mince rozdelime na dve dvojice a tie porovname, zoberieme I'ahsiu dvojicu
a tu porovname. Potrebujeme teda dve porovnania.
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12.12. Kolko véazeni na rovnoramennych vahach je potrebné na najdenie falo$nej mince
spomedzi Styroch minci, ktora moze byt I'ahSia alebo t'azsia ako ostatné tri?
Riesenie: Pretoze s 4 rozne vysledky na tito testovaciu proceduru, potrebujeme
aspon dve vaZenia, pretoze jedno vazenie nam moéze dat iba 3 mozné vysledky
(ternarny rozhodovaci strom vysky 1 ma iba 3 listy). Ozna¢me si mince pismenami
A,B,C,D. Porovname mince A a B. Pokial’ st v rovnovahe, falo§nd minca je medzi
druhymi dvoma. V tom pripade, porovnajte C s A, pokial’ su v rovnovahe, D je faloSna
minca, ked’ nie, C je faloSna. Na druhej strane, ked’ A a B nie si v rovnovahe, jedna
znich je falo$nd. Opét porovnajte C sA. Ked st vrovnovdhe, B je falosna,
v opa¢nom pripade je A falo$na.

12.13. Kol’ko vazeni na rovnoramennych vahach je potrebné na najdenie spomedzi 12 minci
falo$nej mince, ktord je I'ahSia ako ostatné?
Riesenie: Pretoze existuyje 12 rozdielnych vysledkov testovacej procedury,
potrebujeme asponi 3 vazenia, pretoZze 2 vazenia by nam dali 9 moznych vysledkov
(rozhodovaci strom hibky 2 ma iba 9 listov). Rozdelte mince na 3 skupiny po 4
minciach, a porovnajte dve skupiny. Ked’ su vyvazené, falosna minca je medzi
ostatnymi Styrmi mincami. Ked’ nie si v rovnovahe, falosna minca je medzi I'ahSou
Stvoricou. Teraz mdzeme vyuzit cviCenie 12.11, pomocou dvoch d’alSich vazeni
uré¢ime falo$ni mincu.

12.14. Ktory z nasledujucich kédov je prefixovy kod?
(a)a: 11,e:00,t: 10, s: 01
(b)a: 0,e:1,t:01,s: 001
(c)a: 101,e:11,t: 001,s: 011, n: 010
(d)a: 010,e: 11,t: 011, s: 1011, n: 1001, p: 10101
RieSenie:
(a) Je prefixovy kod, ziaden z kodov nie je zaciatkom in¢ho kodu
(b) Nie je prefixovy kod, napriklad kod pre a je zaciatkom kodu pre s
(c) Je prefixovy kod, ziaden z kédov nie je zaciatkom iného
(d) Je prefixovy kod, ziaden z kddov nie je zaCiatkom iného kodu

12.15. Skonstruujte binarny strom s prefixovymi koédmi reprezentujucimi tieto kodové
schémy:
(a)a:11,e:0,t: 101, s: 100
(b)a: 1,e:01,t: 001, s: 0001, n: 00001
(c)a: 1010,e:0,t: 11,s: 1011, n: 1001, p: 10001
Riesenie:

12.16. Skonstruujte Huffmanove kddovanie pre nasledujiice symboly s frekvenciami: a: 0.2,
b: 0.1, c:0.15,d: 0.25, e: 0.3
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Riadime sa algoritmom pre Huffmanove kodovanie. Pretoze b a ¢ st symboly s
najmensou vahou, skombinujeme ich do podstromu, ktory budeme tu volat T1, s
vahou 0.1 + 0.15=0.25, so symbolom s véa¢Sou vahou nalavo. Teraz dva stromy o
najmensej vahe st samostatny symbol @ a bud’ T1 alebo samostatny symbol d, oba o
vahe 0.25. Nahodne si zvolime T1, a dostavame tak strom T2 s lavym podstromom T1
a pravym podstromom a (mohli sme zvolit' aj druhtt moznost, vysledkom by bol
odliSny, no rovnako kvalitny strom v ohlade priemerného poctu bitov na
zakodovanie). Dalsim krokom je kombinacia e a d do podstromu T3 o véhe 0.55.
Koneénym krokom je kombinacia T2 a T3.

Riesenie:

12.17. Reprezentujte nasledujice vyrazy ako binarne stromy
(a) (r®s)®((xdy)®z)
(b) re&(s®((xDy)®1))
(©) ((r®s)dx)dy)®z
RieSenie:
Y N N AN

/\/\ /\ /\y
A\ /\ N
Xy

/\ /\
Xy

12.18. Kolko rozdielnych moznych interpretacii ma kazdy z nasledujucich vyrazov, ked
predpokladdme asociativnost’ operacie ® a ked’ ju nepredpokladame?
(a) x®y®z
(b) tEX®Y®z
(c) t®XPY&®Z
Riesenie:
ked’ predpokladame asociativnost’ operacie ®
(a) 1 interpretacia, X®y®z
(b) 3 interpretacie, (IEX)®YRz, IB(XVYR2), (tB(XRY))&z
(c) 4 interpretacie, (t®X)D(Y®2), ((tOX)Dy)®z, (1®(XDyY))®z, tR(XD(YR7))
ked’ nepredpokladdme asociativnost’ operacie ®
(a) 2 interpretacie, (X®Y)®z, X® (y&z)
(b) 5 interpretacii, (I®X)Q(Y®z), DB((X®VY)®z), BXR(YRZ)), (ID(X®Y))Xz,
(tex)®Y)®z
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(c) 5 interpretacii, (I®X)D(Y®z), ((I®OX)BY)®z, (IR(XDY))®z, IQO(XD(YR2)),
tR®((xPY)®2)
12.19. Zostrojte infixovl, prefixovi a postfixova formu vyrazov reprezentovanych
nasledujucimi binérnymi stromami na obr. 12. C3

@ N\ /\
/\/\ /N

/ \ D Z
Xy
Obrazok 12.C3. Zostrojte infixovu, prefixovu a postfixovil formu stromov

RieSenie:
(a) Infix (X®y) ®(XD(t®7)), prefix @D Xy® X® 1z, postfix XyD XtzQD&
(b) Infix r&(((XPY)®2)Ds), prefix @r @XRDxyzs, postfix rxy® z&sER

12.20. Zostrojte strom rieSeni pre hru odoberania zapaliek, kedy mate na zaciatku hry 5
zépaliek, kazdy hra¢ moze odobrat’ alebo jednu, alebo 2 zapalky, a kto odoberie
posledni zapalku, tak prehral. Vrcholy zjednotlivych vrstiev stromu ohodnotte
pomocou minimax principu.
Riesenie: Na obrazku su vrcholy s poctom zapaliek na hromadke, jednotka oznacena
kurzivou znamena, Ze ide o podstrom, kde vyhrava 1. hra¢ (voliaci stratégiu max, teda
vyberajuci pre seba ako idedlnu stratégiu maximalne ohodnoteny zo svojich
podstromov), —1 ozna¢ena kurzivou znamena, Ze ide o podstrom, kde vyhrava 2. hraé¢
(min). Ohodnotenia hran —1 a —2 znamenaju odobratie jednej alebo dvoch zépaliek
hra¢om. Z ohodnotenia korena je zrejmé, Ze pre prvého hraca existuje vitazna
stratégia. Existuje aj trocha zlozitej$ia popularnejSia verzia tejto hry, volana nim, kde
su zapalky na niekol’kych hromadkach a hra¢ méze odobrat’ 1 alebo 2 iba z jednej
z hromadok.
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