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Analytické modelovante - uvod

Sekvencény algoritmus — ohodnoteny na zaklade ¢asu
jeho behu (vo vseobecnosti asymptoticky v zavislosti na
velkosti vstupu)

Asymptoticky ¢as behu sekvencného programu je
identicky na kazdej sekvncnej platforme

Cas behu paralelného programu zavisi od velkosti
vstupu, poctu procesorov a parametrov komunikacie
pocitacového systému

Algoritmus musi byt analyzovany s ohladom na
platformu, nad ktorou bude bezat

Paralelny systém — kombinacia paralelného algoritmu a
platformy



Analytické modelovante - uvod

Viaceré vykonnostné metriky su inutitivne

Cas behu programu (Wall Clock Time) — &as od
spustenia prvého procesora aZz po ¢as zastavenia
posledného procesora v paralelnom podcitacovom
systéeme

Ako sa meni, ak sa zmeni poc€et procesorov?
Ako velmi je rychlejsia paralelna verzia?

Vo i ktorej zakladnej sekvencnej verzii algoritmu
porovnavat?

Naco FLOPs ked nerieSia problém?



Rézia v paralelnych programoch

= Dva procesory — nemal by program bezat' 2x rychlejsie?
= Viaceré zdroje rézie — nadbytoéné vypocty, komunikacia,
necinnost’ a obsadenie zdrojov spésobuju degradaciu

vykonu
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Rézia v paralelnych programoch

Interakcie medzi procesmi
o Netrivialny paralelny problém — potreba komunikacie

Necinnost' (Idling)

o Procesy mbézu byt ne€inné z dévody nevyrovnanej zataze,
synchronizacie alebo sekvenénej Casti v probléme

Nadbytoéné vypoclty

o Vypocty, ktoré nie je potrebné realizovat v sekvencénej verzii
algoritmu

o Sekvencna verzia algoritmu je tazko paralelizovatelna

o Niektoré vypocty su realizované na viacerych procesoroch, aby
sa minimalizovala komunikacia



Vykonnostné miery paralelnych

programov — ¢as behu programu

Cas behu sekvenéného programu — ¢as uplynuty od
spustenia po ukonéenie sekvencného poditac. systému

Cas behu paralelného programu - ¢as uplynuty od
spustenia vykonavania prvého procesora paralelného
pocitac. systému po zastavenie vykonavania posledného
procesora

Cas behu sekvenéného programu — T,

Cas behu paralelného programu — T,



Vykonnostné miery paralelnych

programov — celkova paraj_elné rézia

Nech T, je celkovy Cas, ktory stravili vSetky procesory
pri rieseni ulohy
T, je Cas behu sekvencnej verzie problému

T, — T, - celkovy Cas straveny procesormi realizujuc
nadbyto€nu pracu — celkova paralelna rézia

Celkovy Cas, ktory stravili vsetky procesory pri rieseni
ulohy T,, =p T, (p — pocCet procesorov)
Celkova paralelna rézia (T,) je dana

I.=pT,-1T,



Vykonnostné miery paralelnych

programov — zrychlenie
Aky je uzitok z paralelného rieSenia problému?

Zrychlenie (S) je pomer ¢asu riesenia problému na
sekvenénom procesore k ¢asu riesenia problému na
paralelnom systéme s p identickymi procesormi



Vykonnostné miery paralelnych

programov — priklad
Problém scitania n Cisel s vyuzitim n procesorov

Ak n je mocnina 2, m6zeme vykonat operaciu v log n
krokoch propagovanim Ciastkovych suctov v logickom
binarnom strome procesorov
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Vykonnostné miery paralelnych

programov — priklad

Ak operacia suctu trva konstantny €as t,a komunikacia
jedného slova trva t, + t,, mame paralelny Cas
vykonania Tp = O (log n)

Vieme, ze Tg= O (n)

Zrychlenie Sje dané S=0 (n/log n)



Vykonnostné miery paralelnych

programov — zrychlenie
Pre dany problém mdze byt dostupnych vela
sekvencnych algoritmov

Tieto algoritmy sa lisia v asymptotickych ¢asoch behu
programu

Pre vypocet zrychlenia — vzdy ten najlepsi sekvencny
program



Vykonnostné miery paralelnych

programov — priklad vypoctu zrychlenia
Paralelny bubble sort

Cas vykonania bubblesort-u sekven&nom poéitaéi 150 s

Cas vykonania odd-even sort-u (efektivna implementéacia
bubble sort-u) je 40 s

Zrychlenie sa javi ako 150/40 = 3.75
Je to férové posudenie systému?

Co ak by quicksort na sekven&nom systéme trval iba
30s ?

V takom pripade je zrychlenie 30/40 = 0.75, €o je
realistickejSie posudenie systemu



Vykonnostné miery paralelnych

programov — ohranicenia zrychlenia

Zrychlenie mdéze byt aj nulové (paralelny program nikdy
neskonci)

Teoreticky moze byt zrychlenie zhora ohranicene
poctom procesorov p, mozeme ocakavat p-nasobné
zrychlenie ak pouzijeme p x viac zdrojov

Zrychlenie je mozne, iba ak kazdy procesor stravi
vypoctom menej ako T/ p Casu pri rieseni problemu

V takej situacii ale jediny procesor moze byt vyuzity
(zdielanie Casu) na vytvorenie rychlejsieho sekvencného
programu, Co nie je v sulade s predpokladom, ze
najrychlejsi sekvencny alg. bol pouzity pre urc.zrychlenia



Vykonnostné miery paralelnych

programov — superlinearne zrychlenia

Jeden z dévodov superlinearneho zrychlenia — paralelna
verzia vykona menej prace ako sekvencna verzia

Processing element O Processing element 1




Vykonnostné miery paralelnych

programov — superlinearne zrychlenia

Superlinearne zrychlenie na zaklade zdrojov

VysSia pamatova priepustnost’ paralelného systému -
lepsSie cache-hit ratio

Procesor ma 64kB vyrovnavacej pamate — 80% hit ratio

Ak su pouzité 2 procesory, hit ratio je 90% (mensi
problém na jeden procesor), 10% zvysSnych pristupov sa
deli na 8% lokalna a 2% vzdialena pamat

Cas pristupu do DRAM je 100ns, 2 ns &as pristupu do
cache pamate a Cas pristupu do vzdialenej pamate je
400ns — zrychlenie 2.43



Vykonnostné miery paralelnych

programov - efektvita
Efektivita vyjadruje mieru uzito€ného vyuzitia procesora

Matematicky je dana

E - 2
P

Podobne ako ohrani¢enie pri zrychleni, efektivita moze
byt nulova az jednotkova



‘ Vykonnostné miery paralelnych

programov - efektvita
= Zrychlenie paralelného scitavania Cisel je dana:

mn

~ logn

= Efektivita je dana:




Cas paralelného spracovania,
zrychlenie a efektivita - priklad

Detekcia hran, kernel 3x3 na kazdy pixel.
Cas sekven¢ného sprac. obrazu nx nje Tg=9 t, n?
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Cas paralelného spracovania,
zrychlenie a efektivita - priklad

Moznost paralelnej realizacie — rozdelenie obrazu na
rovnako velké vertikalne segmenty, kazdy s n?/ p bodmi

Okrajové Casti kazdého segmentu maju velkost 2n
bodov, ktoré musia byt komunikovane, €o trva 2(t, + t,n)

Kernel mbze byt potom aplikovany na vSetkych n?/ p
bodov v Case Tg=9t.n?/p



Cas paralelného spracovania,
zrychlenie a efektivita - priklad

= Celkovy Cas behu algoritmu je teda:

n2
Tp = 9t.— + 2(ts + twn)
p

= Zodpovedajuce hodnoty zrychlenia a efektivity su:
Ot .n>

S = 5
Ot + 2(ts + tywn)

1
1+ 2p(ts+twn)

9t .n2

F =




Cena paralelného systému

Cena je sucin ¢asu behu paralelného programu a poctu
procesorov (p x Tp)

Cena odzrkadluje sucet Casov, ktoré kazdy procesor
stravil rieSenim problému

Paralelny systém je cenovo optimalny, ak cena riesenia
problému na paralelnom podcitacovom systéme je
asymptoticky rovna cene sériového riesenia

Kedze E= Tg/ p Tp pre cenovo optimalny systém E =
O(1).



Cena paralelného systému - priklad

Problém scitavania Cisel na paralelnom pocitadovom
systéeme

Cas behu paralelného programu:T, = log n (pre p = n)
Cena systému jedana: p To= nlog n

Cas behu sekvenéného algoritmu je ©(n), paralelna
verzia nie je cenovo optimalna



Dosledok cenovej neoptimalnostt

Algoritmus usporaduvania, pouziva n procesorov na
usporiadanie zoznamu v ¢ase (log n)2.

Cas behu sekvenéného programu je nlog n, zrychlenie
je n/log n a efektivita algoritmu je 1 /log n

Sucin p T, tohto algoritmu je n (log n)2.

Tento algoritmus nie je cenovo optimalny, ale iba malym
faktorom log n.

AK p < n, priradenie n uloh p procesorom vedie k
Te=n(logn?/p.
Zodpovedajuce zrychlenie je p/log n.

Zrychlenie sa znizuje so zvysujucou sa velkostou
problému pre fixné p



Vlyv granularity na vykonnost’

Menej procesorov ¢asto vedie k lepsej vykonnositi
paralelného systemu

Vyuzite mensieho nez maximalneho mozného poctu
procesorov na vykonanie paralelného programu -
Skalovanie paralelného systému nadol

Naivna realizacia skalovania nadol — originalny procesor
je virtualny a viaceré su namapované na procesor v
systéme naskalovaného nadol

Pocet procesorov klesa s mierou n/ p, mnozstvo prace
pre kazdy procesor stupa n/ p krat

Komunikacia by nemala stupat rovnakou mierou —
niektoré s virtualnych procesorov hamapovane na
rovnaky fyzicky procesor moézu navzajom komunikovat



Vytvaranie granularity - priklad

Uvazujme problém spocitania n Cisel p procesormi,
pricom plati p < na naj psumocniny 2

Pouzime paralelnu verziu algoritmu s n procesormi,
teraz ale virtualne procesory

Kazdému z p procesorov je teraz priradenych n/ p
virtualnych procesorov

Prvych log p z log n krokov pévodného algoritmu je
teraz simulovanych v (n/ p) log p krokoch p procesorov

Nasledujuce log n - log p krokov nevyzaduje
komunikaciu



Vytvaranie granularity - priklad

Celkovy Cas vykonania paralelného algoritmu na
takomto systéme je © ( (n/ p) log p)

Cena je © (nlog p), ¢o je asymptoticky viac ako cena
© (n) spoditania n Cisel sekvenéne. Paralelny systém nie
je cenovo optimalny



Vytvaranie granularity - priklad

Mbzeme vytvorit granularitu takym spésobom, ze
ziskame cenovo optimalny systém?

Kazdy procesor lokalne spocita n/ p ¢ase © (n/ p)
p Ciastkovych suctov na p procesoroch moze byt

spocitanych v case log p
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Vytvaranie granularity - priklad

Cas behu paralelného programu je
Tp = O(n/p +logp),

Cena je O(n + plogp)
Pokial n = Q(plog p)

Je paralelny systém cenovo optimalny



Skélovatelnost’ paralelnych systemov

Ako extrapolovat vykon malych problémov a malych
systémov ma vacsie problémy na vacsich
konfiguraciach?

FFT na 64 procesoroch
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Vlastnosti skalovatel'nostt paralelnych

systemov
Efektivita paralelného programu moze byt zapisana ako

p=2_1Is

p pTp
Alebo |

E - .
L+ 72

Funkcia celkovej rézie T, je rastuca s p



Vlastnosti skalovatel'nostt paralelnych
systemov
Pre danu velkost probléemu (hodnota Tg ostava

konstantna), so zvySujucim sa poc¢tom procesorov sa
zvysuje aj celkova rézia T,

Celkova efektivita paralelného systému klesa
V kazdom paralelnom programe



Vlastnosti $klovatePnost paralelnych

systémov - priklad
= Uvazujem problém spocitania n Cisel na p procesoroch

Tp = E—k2lc:ug;;t::c
D

n
%+210gp

1
1 s 2plogp




Vlastnosti skalovatel'nostt paralelnych

systémov - priklad

Zrychlenie pre rozne velkosti problému — saturacia
zrychlenia a pokles efektivity podfa Amdahlovho zakona
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Vlastnosti skalovatel'nostt paralelnych

systemov
Funkcia celkovej rézie T, je funkciou aj velkosti
problému T aj poCtu procesorov p

V mnohych pripadoch T, rastie sublinearne vzhfadom na
T,.

V takychto pripadoch sa efektivita zvysuje ak sa
zvacsuje velkost problému, pricom pocet procesorov
ostava konstantny

Pre takéto systémy mbzeme sucasne zvacsit velkost
problému a zvysit poCet procesorov, aby sme zachovali
efektivitu konstantnu

Takéto systémy oznacujeme ako skalovatelné paralelné
systéemy



Vlastnosti skalovatel'nostt paralelnych

systemov

Cenovo optimalne paralelné systémy maju efektivitu
O(1).

Skalovatelnost a cenova optimalnost st previazané

Skalovatelny systém moze byt vzdy cenovo optimalny,
ak pocCet procesorov a velkost problému su vhodne
zvolené



[zoetektivita — metrika skalovatel'nosti

Pre problém danej velkosti, zvySovanie poctu
procesorov sposobuje pokles efektivity paralelného
systemu

Pre niektoré problémy sa efektivita paralelného systému
zvysuje, ak velkost problému rastie a pocet procesorov
ostava konstantny



‘ [zoetektivita — metrika skalovatel'nosti

= Zmena efektivity vzhfadom na pocCet procesorov a

velkost' problému

Fixed problem size (W)

Fixed number of processors (p)

(a)

(b)



[zoetektivita — metrika skalovatel'nosti

Aka je miera, s ktorou musi rast velkost problému
vzhladom na pocet procesorov, aby zostavala efektivita
konstantna?

Tato miera urCuje skalovatefnost systému
a Cim menéi faktor, tym lep$ia $kalovatelnost

Pred formalizaciou tejto miery definujeme velkost
problému W ako asymptoticky pocet operacii v
najlepSom sekvenénom algoritme rieSiaceho problém



[zoetektivita — metrika skalovatel'nosti

Cas behu paralelného programu mézeme zapisat ako:

o W+ T,(Wp)
' —
P
Vysledny vztah pre zrychlenie je: S — ITﬁ
P
_ Wp
- W+ T,(W,p)
Nakoniec m6zeme zapisat vztah pre efektivitu:
-2
P
p— Wv
W +To(W, p)

L
T 1 TL(W.p)/W




[zoetektivita — metrika skalovatel'nosti

Pre Skalovatefné systémy moéze byt efektivita udrziavana
na konstantnej hodnote (medzi 0 a 1) ak je podiel T,/ W
udrziavany na konstantnej hodnote

Kolko prace vzhladom na zelanu uroven efektivity:
1

B = 1+ T,(W,p)/W’
T.(W,p) _1-FE
w E
E
W = ETO(I/I}; p).
Ak K= E/ (1 - E) je konsStanta vyjadrujuca efektivitu,
ktoru chceme udrzat' konstantnu, kedze T, zavisi od W a

p, dostavame

W = KT.(W, p).



[zoetektivita — metrika skalovatel'nosti

Zavislost' velkosti problému W mo6ze byt vyjadreny po
vykonani algebraickych manipulacii ako funkcia p ak ma
byt efektivita konstantna

Tato funkcia sa oznacuje ako izoefektivita (isoefficiency
function)

Tato funkcia uréuje, ako lahko je mozné v paralelnom
systéme udrzat’ efektivitu konstantnu a tym dosiahnut
zrychlenie umerné pocCtu procesorov



[zoetektivita — priklad

Funkcia celkovej rézie pre problem scitania n Cisel na p
procesoroch je priblizne 2p log p

Po dosadeni 2p log p za T, ziskavame
W = K2plogp.

Teda asymptoticka funkcia izoefektivity pre tento
paralelny systém je ©(plogp)

Ak je pocCet procesorov zvyseny z p na p’, velkost
problemu (teraz n) musi byt zvysena o faktor

(p’log p’) / (plog p) aby efektivita ostala rovnaka ako v
systéme s p procesormi



[zoetektivita — priklad

ZlozitejSi priklad: T, = p®/? + p3/4W3/4
Pouzijuc iba prvy €len T, z rovnice
W  =Kp®/?2

Pouzijuc iba druhy Clen rovnice W and p:

W — Kp3/4W3/4
Wl/4= Kp3/4
W = K%
Vacsi z tychto asymptotickych pomerov urcuje
izoefektivitu: ©(p3)

(14)



Cenova optimalnost’ a 1zoetektivita

Paralelny systém je cenovo optimalny vtedy a len vtedy

ak: }J-TP _

A teda: W4+ T,(W,p) =
P ( W,p) =
W =

O(W).

(W)
O(W)
Q(T,(W, p))

Ak mame izoefektivitu f(p), vztah W= Q(f(p)) musi byt
splneny na zabezpcenie cenovej optimalnosti pri

Skalovani systému



Dolné ohranicenite 1zoetektivity

Pre problém velkosti W jednotiek prace nie viac ako W
procesorov moze byt vyuzitych cenovo optimalne

Velkost' problemu musi rast aspon tak rychlo ako O(p)
aby bola zabezpe€ena konstantna efektivita; Cize Q(p)
je asymptotické dolné ohranicenie funkcie izoefektivity



Stupen subeznostt a 1zoefektivita

Maximalny pocet uloh, ktoré mézu byt vykonavaneé
subezne sa nazyva stupen subeznostsi

Ak C(W) je stupen subeznosti paralelného programu,
potom pre problém velkosti W, nie viac ako C(W)
procesorov mbze byt vyuzitych efektivne



Stupen subeznosti a izoetektivita:

priklad
RiesSenie problému systému n rovnic o n neznamy
Gaussovou eliminaciou
n premennych musi byt eliminovanych jedna po druhej a
eliminacia jednej premennej trva ©(n?) vypoctov
Najviac ©(n?) procesorov mbze byt vyuzitych subezne
Nakolko W = ©(n3) pre tento problém, stupen subeznosti
C(W) je ©(WR3) .
Ak mame p procesorov, velkost probléemu musi byt
aspon Q(p°?) aby boli vSetky vyuzité



Minimalny a cenovo optimalny

minimalny cas vykonania
Minimalny ¢as vykonania paralelného algoritmu

Minimalny Cas paralelného behu T,™" pre dané W
derivovanim T, podla p a hladanim rieSenia pre
vysledok O

d
— s —
dp P =0

Ak p, je hodnota p ur€ena uvedenou rovnicou, Tp(p,) je
minimalny ¢as vykonania paralelného algoritmu



Minimalny c¢as vykonania - priklad

Minimalny €as vykonania pre spocitavanie n Cisel:
P

Po polozeni derivacie podla p rovnej 0 dostaneme
p = n/ 2, Zodpovedajuci ¢as behu je:

T = 2logn.

Nie je cenovo optimalne



Minimalny cenovo optimalny cas
paralelného vykonania

Nech Tpeostort je minimalny cenovo optimalny cas
vykonania

Ak funkcia izoefektivity je O(f(p)) , potom problém
velkosti W mbze byt vyrieseny cenovo optimalne viedy a
len vtedy ak W= Q(f(p))

CiZze pre cenovu optimalnost musi platit p = O(f1(W))
Pre cenovo optimalne systémy, Tp = O(W/p), a teda

cost_opt W
e Q(f‘l(W))'




Minimalny cenovo optimalny cas

paralelného vykonania: priklad
Uvazujme problém spoditania n Cisel

Funkcia izoefektivity f(p) tohto paralelného systemu je
O(p log p)

Z toho vyplyva p=n/log n

Pri tomto pocte procesorov, ¢as behu paralelneho
programu:

Tcost_ogﬂt — logn + 109; -
P log n

2logn — loglogn.

Oba ¢asy Tp™" a Tpeostort pre paralelné spoéitanie n
Cisel su ©(log n)



Asymptoticka analyza paralelnych

programov

Usporaduvanie n &isel, najrychlejSi sekvendény
algoritmus — ¢as ©(nlog n)

Algorithm Al A2 A3 Ad
P n? logn  n vn
Tp 1 n vn vnlogn
S nlogn logn vnlogn +/n
logn log n
E o ] Jn ]

plp n-° nlogn nt?® nlogn




Asymptoticka analyza paralelnych

programov
Rychlost (Tp): A1 a potom A3, A4 a A2

Efektivita: A2 a A4, potom A3 a nakoniec A1

Cena A2 a A4 su cenovo optimalne, A1 a A3 nie su

Potreba definovat ciele analyzy a podla toho pouzit
patricnu mieru



Iné metriky Skalovatel'nosti

Mnoho inych metrik, navrhnuté podla specifickych porieb
aplikacii

Pre aplikacie realneho €asu — ciefl je aby systém vykonal
ulohu v stanovenom Case

Ak je obmedzena pamat, metriky urCuju vykonnost' aj so
zohfadnenim narastu pamate
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