Cvicenie
Cvicenie 9.1. Aké pravidlo usudzovania bolo pouzité pri dokaze zaverov?

(@) Maria je Studentom informatiky. Preto, je Maria Studentom informatiky alebo Studentom
telekomunikacii.

p = Maria je Studentom informatiky

g = Maria je Studentom telekomunikécii

| p predpoklad;
| pva désledok adicie v tab 10.1

(b) Jaroslav studuje informatiku a elektrotechnoldgiu. Preto, Jaroslav Studuje informatiku.
p =Jaroslav Studuje informatiku
g = Jaroslav Studuje elektrotechnologiu

| pAQ predpoklad;
| p doésledok simplifikacie v tab 10.1

(c) Ak prsi, potom plavaren je zatvorena. Preto, ak plavaren je otvorena, potom neprsi.
p = prsi
g = plavaren je zatvorena

| p=q predpoklad;

| -a=—p  dosledok inverzie implikicie v tab. 10.1

(d) Ak dnes snezi, kino bude uzavreté. Kino dnes nie je uzavreté. Preto, dnes nesnezi.
p = dnes snezi
g = kino je dnes uzavreté

p=yq predpoklad;
—q predpoklad,
| —p dosledok modus tollens v tab. 10.1

(e) Ak dnes pojdem plavat, potom rano skoro vstanem. Ak rano skoro vstanem, potom
pdjdem do obchodu kupit’ Cerstvé pecivo. Preto, ak dnes pojdem plavat, potom pojdem do
obchodu kupit’ Cerstveé pecivo.

p = dnes pdjdem plavat’

g = dnes rano skoro vstanem

r = dnes pdjdem do obchodu kupit’ Cerstvé pecivo

p=9q predpoklad;
| gq=r predpoklad,
| p=r dosledok hypotetického sylogizmu v tab. 10.1
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Cvicenie 9.2. Ak¢ pravidlo usudzovania bolo pouzité pri dokaze zaverov?

(@) Dnes bude teplo alebo bude smog v ovzdusi. Dnes nebude teplo. Preto, dnes bude smog
Vv ovzdusi.

p = dnes bude teplo

g = dnes bude smog v ovzdusi

pvq predpoklad;
—p predpoklad,
‘ q dosledok disjunktivneho sylogizmu v tab. 10.1

(b) Eva vynikajuco plava. Ak Eva je vynikajuci plavec, potom méze pracovat’ ako plavcik.
Preto, Eva méze pracovat ako plavcik.

p = Eva vynikajtco plava

g = Eva pracuje ako plav¢ik

p predpoklad;
p=9q predpoklad,
‘ q dosledok modus ponens v tab. 10.1

(c) Stano bude pracovat’ v pocitatovej firme ABC. Ak Stano dokon¢i §tidium na FIIT, potom
nebude pracovat’ v pocitacovej firme ABC. Preto, Stano nedokon¢i Stidium na FIIT.

p = Stano bude pracovat’ v pocitacovej firme ABC

q = Stano dokon¢i $tudium na FIIT

p predpoklad;

q=-p predpoklad,

p=—q dosledok; predpokladu, prepisany pomocou inverzie implikacie
—q dosledok, modus ponens na predpoklad; a dosledok;

(d) Ak budem intenzivne pracovat’ na projekte, potom zvladnem tedriu logickych obvodov.
Ak zvladnem teoriu logickych obvodov, potom uspesne dokon¢im bakalarske Studium. Preto,
ak budem intenzivne pracovat na projekte, potom uspesne dokon¢im bakalarske Stadium.

p = budem intenzivne pracovat’ na projekte

g = vladnem teoriu logickych obvodov

r = ispeSne dokoncim bakaldrske Studium

p=q predpoklad;
q=r predpoklad,
‘ p=r dosledok hypotetického sylogizmu

Cvicenie 9.3. Aké zavery vyplyvaju z mnoZiny vyrokov?

(@) ,,Ak jem korenenu stravu, potom mam hrozné sny*, ,,ak hrmi ked’ spim, potom mam
hrozné sny*, ,,nemam hrozné sny*.

p = jem korenenu stravu

q = mam hrozné sny

r = spim,
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s = hrmi

p=0q predpoklad;
(r=s)=q predpoklad,
—q predpoklads;
—(r=s)=(ra—s) modus tollens na predpoklad; a predpoklads
—p modus tollens na predpoklad; a predpoklads;

zaver: spim a nehrmi
zaver,: nejem korenenu stravu

(b) ,,Ja som chytry alebo mam §tastie, ,,nemam Stastie, ,,ak mam $t’astie, potom zvitazim
Vv lotérii®.

p = som chytry

g = mam S$t’astie

r = zvitazim v lotérii

pvq predpoklad;
—q predpoklad,
q=r predpoklads;
‘ p dosledok disjunkt. sylogizmu aplik. na predpoklad; a predpoklad,

zaver: som chytry

(c) ,,Kazdy student informatiky vlastni notebook®, ,,Rudo nevlastni notebook*, ,,Anna vlastni
notebook*.

SI(x) = x studuje informatiku

VN(X) = X vlastni notebook

Univerzum = {Studenti}

(wx(s1(x) =VN(x))) predpoklad;

—VN (Rudo) predpoklad,

VN (Anna) predpoklads

(SI (Rudo)=VN (Rudo)) konkretizacia predpokladu;

(SI (Anna)=VN (Anna)) 277

—SI (Rudo) modus tollens na konkretizaciu a predpopklad

zaver: Rudo nestuduje informatiku

(d) ,,Co je dobré pre nasu firmu, je dobré aj pre Slovensko®, ,.¢o je dobré pre Slovensko, je
dobré aj pre teba“, ,,ak si nemozes kupit’ auto, potom to nie je pre teba dobré*.

p = dobré pre nasu firmu
g = dobré aj pre Slovensko
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r = dobr¢ aj pre teba
s = mozes si kupit’ auto

p=0q predpoklad;

q=r predpoklad,

—S=—r predpoklads;

p=>r dosledoks: hypoteticky sylogizmus na predpoklad; a predpoklad,
r=s dosledoky: inverzia implikécie na predpoklads

p=s zaver: hypoteticky sylogizmus na dosledok; a dosledok;

zaver: ak je to dobré pre naSu firmu, potom si mozes kupit’ auto

(e) ,,Vsetci hlodavce hryzu potravu®, ,,mys je hlodavec®, ,,pes nehryzie potravu®, ,,netopier nie
je hlodavec*.

H(x) = x je hlodavec
HP(x) = x hryzie potravu
M(x) = X je mys$

vx(H (x)= HP(x)) predpoklad;

H (mys) predpoklad,

—HP( pes) predpoklads

—H (netopier) predpoklad,

H (my$)= HP(mys) dosledok;: konkretizacia predpokladu;

H (pes) = HP( pes) dosledok,: konkretizacia predpokladuy
HP(mys) dosledoks: modus ponens na predpok; a désled;
—H ( pes) dosledok4: modus tollens na predpoks a dosled;

zéavery: mys hryzie potravu
zaver,: pes nie je hlodavec

Cvicenie 9.4. Vysvetlite, ktora schéma usudzovania bola pouzita v ktorom kroku.

(@) Eva je studentka nasho krazku a vlastni ¢ervené auto®, ,.kazdy, kto vlastni Cervené auto
dostal aspon jednu pokutu za prekrocenie rychlosti®, ,preto, niekto z naSho krtzku dostal
pokutu za prekrocenie rychlosti®.

SNK(x) = x je studentom nasho krazku

VCA(X) = x vlastni ¢ervené auto

DPPR(x) = x dostal pokutu za prekroc¢enie rychlosti
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SNK(Eva) A VCA(Eva)

vx(VCA(x)=> DPPR(x))
| 3x(SNK (x) A DPPR(x))
1. | SNK(Eva) A VCA(Eva) predpoklad
2.| Wx(VCA(x)= DPPR(X)) predpoklad
3. | SNK(Eva) simplifikacia 1
4.| VCA(Eva) simplifikacia 1
5.| VCA(Eva)= DPPR(Eva) konkretizacia 2
6. | DPPR(Eva) modus ponens na4 a5
7. | SNK(Eva) A DPPR(Eva) konjunkcia 3 a 6
8. HX(SNK (X) A DPPR (X)) zovSeobecnenie 7

(b) Vsetci moji priatelia, Maria, Adolf, Rudolf, Viera a Karol, si zapisali do indexu prednasku
z diskrétnej matematiky*, ,.kazdy Student, ktory si zapisal do indexu prednasku z diskrétnej
matematiky, moZze si nasledujtci akademicky rok zapisat’ aj prednéasku z algoritmov®, ,,preto,
vSetci moji priatelia Méaria, Adolf, Rudolf, Viera a Karol, m6zu si nasledujuci akademicky rok
zapisat’ do indexu prednasku z algoritmov*.

ZIPDM(x) = x si zapisal do indexu prednasku z diskrétnej matematiky
NARZPA(X) = x si nasledujtci akademicky rok zapiSe prednasku a algoritmov
U = mnozina vSetkych Studentov

U’ = podmnozina U, obsahuje Mariu, Adolfa, Rudolfa, Vieru a Karola

V(xeU')(ZIPDM (x)) predpoklad
V(xeU)(ZIPDM (x)=> NARZPA(x)) predpoklad
V(xeU’)(NARZPA(x)) zver
1.| V'x(ZIPDM (x)) predpoklad
2.| V(xeU)(ZIPDM (x)=> NARZPA(X)) predpoklad
3.| ZIPDM (X) pre VxeU', konkretizacia 1
4.| ZIPDM (x) = NARZPA(x) pre Wx eU’, konkretizécia 2
5. NARZPA(x) pre VxeU', modus ponens na 3 a4
6.| V(xeU')NARZPA(X) zovseobecnenie 5 pre U’

(c) Vsetky filmy s Charlie Chaplinom st vynikajice®, ,,Charlie Chaplin hral v nemych
filmoch®, ,,preto, niektoré vynikajice filmy st nemé*.
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FCC(x) = x je film kde hral Charlie Chaplin
VF(X) = X je vynikajtci film
NF(x) = x je nemy film

vx(FCC(x)=>VF(x))
Ax(FCC(x) A NF (x))
| x(VF (x) ANF(x))
1.| Wx(FCC(x)=VF(x)) predpoklad
2.| 3x(FCC(x)ANF(x)) predpoklad
3.| FCC(c)ANF(c) konkretizacia 2, ¢ je film s CC a je vynikajuci
4.1 FCC(c) simplifikacia 3
5.1 NF (C) simplifikacia 3
6.| FCC (C) =VF (C) konkretizacia 1
7.1 VF(c) modus ponens na 4 a 6
8.| VF(c)ANF(c) konjunkcia5a7
9.] I (VF (x)ANF (x)) zovseobecnenie 8

Cvicenie 9.5. Vysvetlite pre¢o uvedené zavery st korektné alebo nekorektné.

(@) ,,VSetci Studenti v tomto krazku ovladaju logiku®, ,,Jano je Studentom tohto kruzku®,
»preto, Jano ovlada logiku®.

vx(tk (x) = ol (x))

tk (Jano)

| ol (Jano)

vx(tk (x) = ol (x)) predpoklad
tk (Jano

1

2 ) predpoklad
3. | tk(Jano)=>ol(Jano) konkretizacia 1
4 )

ol (Jano modus ponens na 2 a 3, zaver

Zaver je korektny
(b) ,,Kazdy student informatiky ma zapisanti v indexe prednasku z diskrétnej matematiky*,

,Viera ma zapisani prednasku z diskrétnej matematiky®, ,,preto, Viera je Studentom
informatiky*.
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vx(si(x)=> zpdm(x))

zpdm(Viera)
si(Viera)
1. | wx(si(x)=> zpdm(x)) predpoklad
2. | zpdm(Viera) predpoklad
3. | si(Viera)= zpdm(Viera) konkretizacia 1
4. | si(Viera) pouzitie chybného pravidla ,,potvrdenie dosledku‘

Zaver je nekorektny

(c) ,,Kazdy kon ma rad ovocie®, ,,mdj pes nie je kon, ,,preto, mdj pes nema rad ovocie®.

vx(k(x)=ro(x))
—k (moj _ pes)

| —ro(moj _ pes)

vx(k(x)=>ro(x)) predpoklad
—k (moj _ pes) predpoklad

k(moj _ pes)=>ro(moj _ pes) konkretizcia 1

A wln e

—.ro(moj _ pes) pouzitie chybného pravidla ,,popretie predpokladu

Zaver je nekorektny

(d) ,,Kazdy, kto ma rad ovsené vlocky je zdravy*, ,Lenka nie je zdrava®, ,,preto, Lenka nema
rada ovsené vlocky*.

vx(rov(x) = z(x))
—z(Lenka)
| —rov(Lenka)
1. | wx(rov(x)=z(x)) predpoklad
2. | —z(Lenka) predpoklad
3. | rov(Lenka)= z(Lenka) konkretizacia 1
4. | —rov(Lenka) modus tollens na2 a 3

Zaver je korektny
Cvicenie 1.6. Urcite, ktora veta je pravdivd. Ak je uvedeny zdver korektny, urcite ktora
schéma usudzovania bola pouzita pri jeho dokaze.

(a) Ak x je redlne &islo také, ze x >1, potom x* >1. Predpokladajte, ze x> >1, potom x >1.
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V(yeR)(y>1=y* >1)

x> >1
[ x>1
L|Vv(yeR)(y>1=y*>1) predpoklad
2. | x¥*>1 predpoklad
3 x>1=>x">1 konkretizacia 1
4.1 x>1 pouzitie chybného pravidla ,,potvrdenie désledku*

Zaver je nekorektny

(b) Cislo log,3 je iraciondlne vtedy, ak sa neda vyjadrit ako podiel dvoch celych
nesudelitelnych &isel. Pretoze ¢islo log,3 nie je vyjadritelné ako p/q, kde p aq st celé

nesudelitel'né ¢isla, potom je ¢islo log, 3 iracionalne.

rac(x) = X je racionalne ¢islo
pod(x) = X sa da vyjadrit’ ako podiel dvoch celych nesudeliteI'nych Cisel

—pod (log, 3) = —rac(log, 3)
—pod (log, 3)

| irac(log, 3)

1. | —pod (log,3)=—rac(log,3) predpoklad

2. | —pod (log, 3) predpoklad

3.| —rac(log,3) modus ponens nala 2
4. | irac(log,3) ekvivalentné s 3
Zaver je korektny

(c) AK X je relne ¢&islo, ktoré spiiia podmienku x >3, potom x*>9. Nech x?<9, potom
X<3.

v(yeR)(y>3=y">9)

x* <9
|x£3
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L| v(yeR)(y>3=y*>9) predpoklad

2. | x¥*<9 predpoklad

3. x>3=x*>9 konkretizacia 1

4. —|(X2 > 9) ekvivalentné s 2

5. —|(X > 3) aplikacia modus tollens na 3 a 4
6. x<3 ekvivalentné s 5

Zaver je korektny

(d) Ak x je redlne ¢&islo, ktoré spia podmienku x >2, potom x?>4. Nech x <2, potom
x*<4.

V(yeR)(y>2=y’>4)

X<2

| x*<4
L [v(yeR)(y>2=y">4) predpoklad
2. | x<2 predpoklad
3. |x>2=>x%x>4 konkretizacia 1
4. —|(X > 2) ekvivalentny prepis 2
5 | x*>4 pouzitie chybného pravidla ,,popretie predpokladu*
6. —|(X2 < 4) ekvivalentny prepis 5

Zaver je nekorektny
Cvicenie 9.7. Urcite, ¢i uvedené vyroky su korektné, ak nie, pre¢o?

(a) Ak x? je iraciondlne, potom x je iracionalne. Preto, ak X je iracionlne, potom X* je
iraciondlne.

(ir(xz):> ir(x)):(ir(x): ir(xz))
vyrok je nekorektny, pri inverzii implikacie musia byt negované jej zlozky. Korektny vyrok
ma tvar

(ir(xz):> ir(x)):>(r(x):> r(xz))

(b) Ak x° je iracionalne, potom x je iracionélne. Cislo x =7° je iracionalne. Preto, &islo X =1
je iracionalne.

VX(iI’(XZ): ir(x))
ir(nz)
[
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1 Vy(ir(yz) —ir (y)) predpoklad

2. | ir(n) predpoklad

3 ir( ?)=ir(n) konkretizacia 1 pre y = °

4. |ir (TE) aplikacia modus ponens pre 2 a 3
vyrok je korektny

Cvicenie 10.8. Preco tieto vyroky st nekorektné?

(@ Nech H(x) je predikat s vyznamom ,X je Stastny“. Nech plati Ix H (X) Preto, Eva je

$t’astna.
Ix H (x)
H(Eva)

Tato konkretizacia existencného kvantifikatora nie je korektna, z existencie niekoho, kto je
Stastny, nemusi vyplyvat’, ze Eva je $t'astna (napr. Zuza je Stastna)

(b) Nech S(x,y) je predikat s vyznamom ,X je mensi ako y“. Nech plati implikacia
3s S(s,Max)=S(Max,Max). Potom, pouzitim schémy zovieobecnenia pomocou

existenéného kvantifikatora (zdkon predikatovej logiky A(C) = 3IX A(X)), dostaneme, ze
plati 3x S(X,X), t. j. niekto je kratsi ako on sam.
Nekorektna je implikacia predpokladu 3sS(s,Max)= S(Max,Max), Tava strana je

pravdiva, zatial’ ¢o, prava strana je nepravdiva, ¢iZe cela implikacia je nepravdiva.

Cvicenie 9.9. Dokazte, ked’ sa daji dokazat’, tieto vyroky:

(a) Dokazte vyrok P(0), kde P(n) je vyrok ,,ak n je kladné celé ¢islo vacsie ako 1, potom
n® > n. Ktort schému usudzovania sme pouzili?

Vyrok P(0) nie je definovany.

(b) Dokéaze vyrok P(1), kde P(n) je vyrok ,,Ak n je kladné celé ¢&islo, potom n®>n. Ktora

schému usudzovania sme pouzili?
Vyrok P(1) je nepravdivy (1°> 1)

(c) Nech P(n) je vyrok ,,ak a a b st kladné realne ¢isla, potom (aer)n >a"+b"“. Dokazte, ze

P(1) je pravdivy vyrok. Akl schému usudzovanie sme pouZzili?
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P(1) je pravdivy vyrok, (a+ b)l >a' +b', priamy dokaz

(d) Dokazte, Ze kvadrat parneho ¢isla je parne ¢islo pouzitim priameho dokazu.
Priamy dokaz: pc(i)= pc(iz) , (2k)2 = 2(2k2)

(e) Dokéazte, ze ak n je celé ¢islo a n*+5 je neparne ¢islo, potom N je parne &islo pouzitim
nepriameho dokazu.

Méme dokéazat implikaciu np(n3 +5) = p(n), inverziou tejto implikacie dostaneme
np(n)= p(n3 +5). Nech n=2k+1, potom n®=(2k +1)3 = 2(4k3 +6k? +3k)+l, potom

n3+5:2(4k3+6k2+3k+3).

(f) Dokazte, ze suma dvoch neparnych ¢isel je parne Cislo.
np(a)anp(b)= p(a+b). Ak a=2k+1a b=2I+1, potom a+b=2(k+I+1).

(9) Dokazte, ze st¢in dvoch neparnych &isel je neparne ¢islo.
np(a)anp(b)=np(a-b). Ak a=2k+1a b=21+1, potom a-b=2(2kl+k+I)+1

(h) Dokazte, Ze ak X je iracionalne nenulové &islo, potom 1/x je iracionéalne Eislo.
ir(x)=ir(1/x), inverziou tejto implikacie dostaneme r(1/x)=>r(x). Predpokladajme, Ze

1/x=0/B, kde o, st celé nestdelitel'né ¢isla, potom aj x =p/a, ¢ize X je rac. ¢islo

Cvicenie 9.10. DokaZte metddou vymenovanim pripadov tieto vlastnosti:
() max{x,y}+min{x,y} =x+y, kde X, y st realne &isla.

(1) x<y, max{x,y}+min{x,y} =x+y

y X
(2) y<x, max{x,y}+min{x,y}=x+y
X y

(b) mln a, mln } mln min ab c

(1) a<b<c, mln{a m|n }_mln{mln }
(2) a<c<b, mln{a mln }—mln{mm }
(3) b<ax<c, mln{a m|n }_mln{mln }
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(c) Kvadraty celych ¢isel su reprezentované dekadickymi ¢islicami, ktoré konéia 0, 1, 4, 5, 6,
alebo 9.

(1) &islo n=(...0), potom n* =(...0),
(2) ¢islo n=(...1), potom n*=(...1),
(3) ¢islo n=(...2), potom n* =(...4),
(4) ¢islo n=(...3), potom n* =(...9),
(5) ¢islo n=(...4), potom n* =(...6),
(6) ¢islo n=(...5), potom n* =(...5),
(7) &islo n=(...6), potom n* =(...6),
(8) ¢islo n=(...7), potom n* =(...9),
(9) ¢islo n=(...8), potom n* =(...4)

— -

(10) ¢islo n=(...9), potom n’ =(...1).

(d) Stvrté mocniny celych &isel s reprezentované dekadickymi &islami, ktoré konéia 0, 1, 5,
alebo 6. Pouzijeme predchadzajuce vysledky, potom
(1) &islo n* =(...0), potom n* =(...0),

(2) ¢islo n? =(...1), potom n* =(...1),
(3) ¢islo n? =(...4), potom n*=(...6),
(4) &islo n? =(...5), potom n*=(...5),
(5) ¢islo n? =(...6), potom n*=(...6),
(6) ¢islo n? =(...9), potom n*=(...1).

Cvicenie 10.11. Dokazte tieto vlastnosti:

(@) Ak n je kladné celé ¢islo, potom n je parne vtedy a len vtedy, ak 7n+4 je parne.
(1) p(n)=p(7n+4), n=2k =7n+4=14k +4=2(7k +2)

2) p(7n+4)=p(n), Tn+4=2(7k+2)=n=2k

(b) Ak n je kladné celé Cislo, potom n je neparne vtedy a len vtedy, ak 5n+6 je neparne.
(1) np(n)=>np(5n+6), n=2k+1=5n+6=10k +11=2(5k +5)+1,

(2) np(5n+6)=np(n), 5n+6=2(5k+5)+1=>n=2k +1.
(c) m? =n? plati vtedy a len vtedy, ak m = n, alebo m = -n.

(1) (m=n)v(m=-n)=m?=n?

(2) m* =n’ = |m|=|n|=(m=n)v(m=-n).
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(d) Dokazte, ze tieto tri vyroky su ekvivalentné: (1) a<b, (2) priemer aab je vac¢si ako a,
(a+b)/2>a, (3) priemer aa b je mensi ako b, (a+b)/2<b.

(1a) (a<b)<:>1a<lb<:>a—la<1b<:>a<l(a+b)
2 2 2 2 2

(1b) a<b<:>la<1b<:>la+1b<b<:>l(a+b)<b
2 2 2 2 2

Cvicenie 9.12. Pomocou matematickej indukcie dokazte:

(@) Suma prvych n prirodzenych &isel je

n(n+1)
2

1+2+...+n=
(b) Dokazte formulu
3+3-5+3-52+...+3-5" :53(5"“—1)
4

(c) Najdite formulu pre
1 1 1 1

+—+ ot
1.2 2.3 3.4 n(n+1)

(d) Dokazte formulu
P+2°+3+..+n° :%n(n +1)(2n+1)
(e) Dokazte formulu

PB+22+3+..4n° :%nz(n+l)2

(f) Dokazte formulu n'<n", pren > 1.
P(n) = (nl<n"), P(2) =2! < n"
P(n+1)=(n+1)!<(n+1)"" = (n)i(n+1) < (n+1)" (n+1)=P(n)

(9) Dokézte formulu pre prvi1 derivaciu funkcie f(x)=x", f'(x)=nx""
P(n)=(x" )' =nx"*, P(1)= (xl)’ =1, P(n+1)= (x"x)' =(mx")x+x" =(n+1)x".
(h) Nech A a B su §tvorcové matice, ktoré komutuji, AB = BA, dokazte AB" = B"A.
(i) Dokazte zovieobecnené distributivne formuly z vyrokovej logiky

@ (pvp,Vv.vp)rd=(pAg)v(p,AQ)V...v(P,AQ)

P(n)=(p,vp,v..vp,)Aq=(p,Aq)V(p, AQ)V..v(P, AQ)
P 2)=(p1\/ pz)/\q E(pl/\q)v(pz/\q) distribut. zdkon

(
P(N+1)=((P,V P, VoV Py)V Poy ) AG=((PLY Py VeV P ) AV (Py AT
P(n)

P(n)v(p,..A0)
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©) (PAP, AAp)VA=(PvA)A(P, V) A A(P, V)

Dokaz sa vykona analog. sposobom.
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