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Rozvrh cviceni z predmetu ADM, z. . 2014-15, cvicenia

den éas miestnost’ cvidiaci
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Web stranka predmetu je na adrese

http://www2.£fiit.stuba.sk/~kvasnicka/
DiskretnaMatematika
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http://www2.fiit.stuba.sk/~kvasnicka/

Co vas ¢aka v priebehu semestra?

e Jedna kontrolna pisomka (20 bodov),

e pisomna skuska (80 bodov), na absolvovanie predmetu je potrebné
ziskat’ sumarne min. 55 bodov

Hodnotenie sa bude vykonavat’ pomocou tabulky:

stupen Ciseln¢é hodnotenie pocet bodov
A (vyborne) 1.0 <92, o>
B (vel'mi dobre) 1.5 <83,91)
C (dobre) 2.0 <74,82)
D (uspokojivo) 2.5 <65,73)
E (dostatoc¢ne) 3.0 <56,64)
FX (nedostatocne) 4.0 <0,55)
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Metody matematickeho dokazu

Verzia; 12. 9. 2014

1. prednaska

o deduktivny dokaz
e zakladné pravidla usudzovania
e matematicka indukcia.
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Vyznam dokazu v matematike

V matematike, podobne ako aj Vv informatike, vystupuji do
popredia dve otazky:

(1) Za akych podmienok je matematicky dokaz korektny a
(2) aké metédy mozu byt pouzité pri konStrukcii matematickych
dokazov.

e Veta (teoréem, vyrok, skutoCnost’, fakt, alebo vysledok) je vyrok o ktorom moze
byt ukdzané, ze je pravdivy.

e Dokaz vety — je postupnost’ argumentov, ktoré su odvodené bud’ z mnoziny
jednoduchych argumentov — postulatov, nazyvanych axiomy, alebo
Z predchadzajacich argumentov (pomocnych viet, Casto nazyvané lemy) danej
postupnosti.

e Postupnost’ argumentov moéze byt’ podstatne skrdatend, ked bude obsahovat’ uz
dokazan¢ vety, ktor¢ su zaloZen¢ na rovnake] mnozine axiom.
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Deduktivny dokaz

. systém elementdrnych pojmov, ktor¢ su pouzivané pri formulacii zakladnych
zloziek deduktivneho dokazu

. systém axiom (zakladn¢ eclementarne poznatky, ktoré st pokladane za
evidentné),

. pravidlach odvodzovania (pomocou ktorych sa uskuto¢iiuje dokaz).

. vety (deduktivne poznatky), ktoré boli odvodené z axiom pomocou pravidiel
odvodzovania a ktoré podstatne zjednodusuju a skracuju dokazy d’alSich
novych dedujktivnych poznatkov.
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Induktivne usudzovanie (dokaz)

e Pouziva sa v informatike a v matematike len ojedinele.

e Jej pouzitie je zalozen€ na pozorovani urCitych skutoCnosti, na ich Castom
opakovani v analogickych situaciach, tieto pozorované skutoCnosti su
,,Jnduktivne* zovSeobecnené.

e Nové pojmy, ktoré boli zavedené tymto ,,induktivnym* spésobom sa neskorsie
bud’ dokdzu deduktivne v ramci daného systému poymov, alebo sa postuluju
ako nov¢ Specialne axiomy.

e Tieto ojedinele situacie zaznamena v dejinach matematiky vzdy znamenali
vznik novych oblasti matematiky, ktor¢ nie su striktne deduktivne
dokazatené zo znamych pojmov areprezentuji akty kreativnosti
vV matematike.
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Ilustrac¢ny priklad axiomatického systému

Uvazujme jednoduchy axiomaticky system, ktory obsahuje tr1 elementdrne pojmy
— "vrchol’, "hrana’, 'lezat’ na” a tri axiomy

A;. Kazdy vrchol lezi aspon na jednej hrane.

A,. Pre kazdu hranu existuju prave dva vrcholy, ktoré leZia na nej.

As. Mame prave 5 vrcholov.

Pouzita terminolégia navodzuje zavedenic modelu grafu, kde vrchol je bod
a hrana je ¢iara obsahujtica na svojich koncoch dva vrcholy.
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Veta 1. Kazdy graf ma aspon tr1 hrany.

Veta 2. Kazdy graf ma jeden vrchol, ktory leZi aspon na dvoch hranach.

Deduktivny systém rozSirime o novy elementdrny pojem ,komponenta®, ktory
popisuje taku Cast’ grafu, z ktorej vrcholy z druhej Casti nie su spojené cestou
pozostavajucou z postupnosti hran.

Veta 3. Ak ma graf dve komponenty, potom jedna z komponent obsahuje len
jednu hranu.
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Pravidla usudzovania vo vyrokovej logike

Pravidla usudzovania vo vyrokovej logike tvoria schemu

predpoklad,

predpoklad,

zaver

ktora obsahuje n predpokladov ajeden zdver. Tato schéma usudzovania je
totoZzna so symbolom logického dokazu

{ predpoklad, ..., predpoklad,, } - zaver
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Ako sa tvoria formuly vyrokovej logiky

Definicia. Elementarny vyrok je jednoduchda oznamovacia veta, pri ktorej ma
zmysel pytat sa, ci je alebo nie je pravdiva. Elementdrne vyroky budeme
oznacovat malymi pismenami abecedy p, , ¥ , S, P1, P2, ... . Pravdivostna
hodnota vyroku p bude oznacena val(p), pricom, ak vyrok p je pravdivy

(nepravdivy), potom val ( p) =1 (val ( p) =0).

D | g —p PAQ pvaq P=q p=aq
(negacia) (konjunkcia) (disjunkcia) (implikacia) | (ekvivalencia)
0|0 1 0 0 1 1
0|1 1 0 1 1 0
110 0 0 1 0 0
111 0 1 1 1 1

Logicka spojka ekvivalencie, ( p= q) , je definovana ako ( P = q) A (q = p) ,t.J. aby dva vyroky paq

boli ekvivalentné, si¢asne musi platit’ ( p= q) a (q = p) (nutnd a postacujiica podmienka).

Verzia; 12. 9. 2014
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Definicia. Jazyk vyrokovej logiky definovany nad mnozZinou P vyrokovych
premennych je zostrojenda opakovanym pouzitim tychto dvoch pravidiel:
(1) Kazda vyrokova premenna p € P alebo vyrokova konstanta je vyrokova

formula,
(2) ak vyrazy ¢ a y su vyrokove formuly, potom aj vyrazy (—lq)), ((p A \y),

((pv \y), ((p — \|J) a ((p = \|1) su vyrokove formuly,
Ziadne iné symboly nie su formuly.

Syntakticky (alebo derivacny) strom formuly (p=q)=(pAq).
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Vypocet pravdivostnej hodnoty formuly
~

Pouzitim tabulkovej metddy mdézeme jednoducho urcit’ pravdivostné hodnoty

danej formuly:

(1) formula je pravdiva vo vSetkych riadkoch - tautologia (logicky zakon)

(2) formula je nepravdiva vo vSetkych riadkoch - kontradikcia (negacia log. zak.)

(3) formula je aspon v jednom riadku pravdiva a aspon vV jednom riadku
nepravdiva - splnitel’nd
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Schémy usudzovania vyrokovej logiky

Schéma | Teorém vyrokovej logiky Nazov schémy
usudzovania

}L p:>(pvq) adicia
Pv(
PAQ ( DA q) = p simplifikacia (zjednodusenie)
P
P : .

q p=(a=(p~q)) konjunkcia
PA(
P
n=q P=((P=a)=q) modus ponenes
g

—q
D= ﬁq:>((p:>q):>—.p) modus tollens
—P

Verzia; 12. 9. 2014
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giﬂ ( 0= q) N ((q N r) N ( 0= r)) hypoteticky sylogizmus
P=1T
—pll;/ g ( v q) N (—.p — q) disjunktivny sylogizmus
g
P=( (p=d)=(-q=-p) inverzia implikacie
P=( reductio ad absurd
G (p:>q):>((p:>ﬁq):>ﬁp) ucti surdum
—P
Schémy usudzovania piSeme alternativne takto
{91100} 0
vycho?jfzie
predpoklady

FQALAQ, =P

-, = ((p2 = (:> (9, = (p)))
Verzia: 12. 9. 2014
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Priklad

Prvy predpoklad je vyrok “prsi’
Druhy predpoklad je implikacia "ak prsi, potom je cesta mokra” .

Pouzitim modus ponens dostaneme zaver "cesta je mokrd’,

prsi
ak prsi, potom cesta je mokrd.
'cesta je mokra

P
P=9

4
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Priklad

K pravdivému vyroku "teplota je pod bodom mrazu’

PouZitim schémy usudzovania adicie dostaneme pravdivy
zaver 'teplota je pod bodom mrazu alebo prsi’

teplota je pod bodom mrazu
\teplota je pod bodom mrazu alebo prsi

P
Pva

Poznamka: Pomocou tejto schemy mozeme vytvarat’ vzdy pravdivé vyroky,
napr. ,,2 je parne Cislo alebo minister X.Y. je duSevny impotent*
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Priklad

ak dnes bude prsat, potom sa nepojdem kupat
ak sa nepOjdem kupar, potom navstivim pribuzného

| ak dnes bude prsat, potom navstivim pribuzného

Tuto schemu mézeme sformalizovat’ pomocou Styroch vyrokov
p="dnes prsi’
O="kupem sa’
r="navstivim pribuzného’

P=—Q
—q=r
p=>r
Tato schéma je jemne modifikovany hypoteticky sylogizmus substiticiu

Verzia; 12. 9. 2014
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Priklad

Postulujme, ze mnozina predpokladov obsahuje tieto formuly — zlozené vyroky:
@1 = 'dnes poobede nie je slnecno a je chladnejsie ako véera’
@2 = 'pojdeme sa kupat len vtedy, ak bude slnecno’
@3 = ‘ak sa nepojdeme kupat, potom sa budeme clnkovat na rieke’
¢4 = "ak sa budeme cinkovat na rieke, potom sa vratime domov podvecer’
pozadovany zaver ma tvar
¢ = "budem doma podvecer’
Vyrokoveé premenné
P = "dnes poobede nie je slnecno’
q = je chladnejsSie ako vcera’
r = "pojdeme sa kupat’’
s =" budeme clnkovat na rieke’
t = "vratime domov podvecer’
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{=pAQ,r=p,—r=ss=t}jht

1. | —pAqQ predpoklad,

2.| (r=p)=(r=p)Aa(p=r) predpoklad,

3.| =-r=s  predpoklads

4,1 s=>t predpoklad,

5.1 —p simplifikacia predpokladu;

6.1 ¢ simplifikacia predpokladu;

.| r=p simplifikacia predpokladu,

8. |—r medzivysledok 5 a modus tollens na medzivysledok 7
9.1 medzivysledok 8 a modus ponens na predpoklads;

10] t medzivysledok 9 a modus ponens na predpoklad,

(=pAg)—=>(r=p)>(-r=s)>(s=t)>(—p)—=>(q)>(—r)—>(s)—>(t)
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Verzia; 12. 9. 2014

Diagramaticka reprezentacia prikladu

—PAY
mplifikai
q
modus|tollens
= —Nr=S
modus|ponens
S S—=1

modus| ponens

t
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Priklad

MnoZina predpokladov obsahuje tieto formuly — zloZzen¢ vyroky:
@1 = "ak mi posles email, potom program dokoncim’
@2 = "ak mi neposles email, potom pojdeme spat véasnejsie’
@3 = 'ak pojdem spat véasnejsie, potom sa rano zobudim odpocinuty’

pozadovany zaver ma tvar
¢ = "ak nedokoncim program, potom sa rano zobudim odpocinuty’

Pomocou vyrokovych premennych
P = ‘posles mi email ’
q = 'program dokoncim’
r = 'pojdeme spat véasnejSie’
s = 'sa rdno zobudim odpocinuty’

{(p=>0q—-p=rr=sjkF-q=-s
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1.| p=¢ predpoklad,

2.| —=p=r predpoklad,

3.| r=s predpoklads

4. | -0 = —p 1nverzia implikacie na predpoklad;

5. | =g=r  hypoteticky sylogizmus na medzivysledok 4 a predpokladu,
6.1 -q=5S  hypoteticky sylogizmus na medzivysledok 5 a preddpoklad;

PTQ
—lq:>—|p —|p:>r

hypoteticky| sylogizmus

—q=r r=s

hypoteticky sylogizmus

—g=5
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Veta o dedukcli

Uskutocnenie logického dokazu {(pl,...,(pn} —¢@ moZe byt podstatne zjednodusSené
ak mnozinu predpokladov {(pl,...,(pn }rozéirime o novy predpoklad y, potom

({000} W E @)= ({0000, - (W = 0)

Logicky dokaz formuly ¢ pomocou rozSirenej mnoziny predpokladov
{(Pl,---,(pn}U{\V} je rovnocenny logickému dokazu formuly = ¢ pomocou

povodnej] mnoZiny predpokladov.
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Priklad

Pomocou logického ddkazu zalozeného na vete o dedukcii dokédzte zakon
hypotetického sylogizmu vyrokovej logiky

{(pP=0q.9=>r}u{p}kr

Verzia; 12. 9. 2014

1.{ p=g predpoklad;

2. | g=7r predpoklad,

3.1p pomocny predpoklad

4.1 q modus ponens na predpoklad; a pomocny predpoklad
5.0 r modus ponens na predpoklad; a medzivysledok 4

6. | p=>r veta 0 dedukcii na vysledok 5 a pomocny predpoklad
7. | (@q=r)=(p = r)veta o dedukcii na vysledok 6 a predpoklad,
8.| (p=0a)=((a=r)=(p=r)) vetao dedukcii
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-p=q p-..

modus|ponens

q

veta 0 dedukcii

Y
.
.
'
'
>I . 1
. '
.
. '
N '

N7

modus

v

ponens

veta o dedukcii r veta o dedukcii

a-

(=) =((q=1)=(p="))
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e Vety maju vyznamné postavenie viet vo formalnom logickom systéme ako
efektivnej skratky logickych dokazov, kde sa uz nemusi opakovat’ to, o uz
raz bolo dokazane.

e Tento pristup vystavby formalnych systémov pomocou viet a ich vyuzivania
patri medzi zakladné Crty formalnych systémov, ktorych vystavba sa
uskutoCniuje hlavne pomocou prepojenej siete viet, ktor¢ s dokazovane
pomocou uz dokazanych viet v predoslych krokoch.

e Nech vy je veta (tautologia) , potom logicky dokaz {(pl,...,(pn} ~¢@ moze byt
rozsireny o vetu y takto

({0000} F )= ({100} U v} o)
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Priklad

Dokazte zakon rezolventy
(=pva)a(pvr)=(qvr)
Tuto formula je len prepisom zdkona hypotetického sylogizmu
(t=p)A(p=r)=(t=T)
vykoname substiticiu t — —(
(-r=p)A(p=0q)=(-q=r)=(-r=q)
Implikacia vyjadrime pomocou disjunkcii
(rvp)a(=pva)=(qvr)
¢o bolo potrebné dokazat’ (Q.E.D.)
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Chybné pravidla usudzovania

Prva nekorektna schéma sa nazyva potvrdenie dosledku

4
P=(
P

Druha nekorektna schéma sa nazyva popretie predpokladu

Verzia; 12. 9. 2014

—p
|p:>q
—(
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Prva schéma ,,potvrdenie dosledku* je 1lustrovana prikladom
vydala som sa

ak som pekna, tak sa vydam

som pekna

Druha schéma ,,popretie predpokladu méze byt ilustrovand podobnym prikladom
nie som pekna

ak som pekna, tak sa vydam

nevydam sa

O nekorektnosti tychto dvoch schém usudzovania sa 'ahko presvedCime tak, ze im
priradime formuly vyrokovej logiky, ktor¢ nie su tautologie

a=((p=a)=p)
—p=((p=09)=-0)
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Predikatova logika
Predikatova logika je jednoduchym rozSirenim vyrokovej logiky o tzv.
kvantifikatory:

(1) Univerzalny kvantifikator

VXP(X) =4 AP(X)=P(a)AP(b)A..
xeU
Citame ako ,,pre kaZdé X plati P(X)
(2) Existen¢ny kvantifikator
IXP(X) =4 \V/P(x)=P(a)vP(b)v..

xeU

Citame ako ,,pre niektoré X plati P(X)

Poznamka. V tychto definiciach pre jednoduchost’ predpokladame, Ze mnoziny
objektov U = {a,b,...} si konecné.
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Pravidla usudzovania v predikatovej logike

P(c) pre nejaky element c

Schéma usudzovania prgcﬁigigi/ej Nazov schémy
logiky
| VX P (x) (Vx P( X)) = P(c) Konkreltiizécig un,iverzélneho
‘ P (C) vantifikatora
| P(c) pre kazdé c P(c)= (VX P (X)) Zovseobecnenie pomocou
“v’x P(X) univerzalneho kvantifikatora
Ix P(x) Konkretizicia existenéného

(3x P(x))=P(c)

kvantifikatora

P(c) pre nejaky element ¢

Ix P(x)

P(c)=(3x P(x))

ZovsSeobecnenie pomocou
existenéneho kvantifikatora

Verzia; 12. 9. 2014
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Konkretizacia univerzalneho kvantifikatora

Ak nejaka vlastnost P(X) plati pre kazdy objekt (individuum) z univerza U,
Vx P(x), potom tito vlastnost’ musi mat’ aj lubovol'ny konkrétny objekt ¢ z tohto
univerza,

(vx P(x))= P(c)
Tato vlastnost’ je priamym dosledkom interpretacia univerzalneho kvantifikatora
VX P(X) =g /\P(x)=P(a)AP(b)A..AP(u)
Vx P(x)
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Priklad

Priklad konkretizacie zo stredovekej logiky
kazdy clovek je smrtelny
Sokrates je clovek

Sokrates je smrte/ny
kde Sokrates patri do univerza U (obsahujiceho vsSetkych T'udi) platnosti

kvantifikatora V. Toto schéma usudzovanie mozeme zovSeobecnit’ takto
\V4 ( XeU ) P ( x)
ceU

P(c)
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ZovSeobecnenie pomocou univerzalneho kvantifikatora

Ak sa nam podari dokazat’, ze vlastnost’ P ma kazdy objekt z nejakého univerza
U, potom vzhl'adom ktomuto wuniverzu moézeme definovat univerzalny

kvantifikator V
P(a)A..AP(C)A...= /\P(X) =y VX P(x)

xeU
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¢ V mnohych pripadoch mimo matematiku pouZitie zovSeobecnenia podl'a tejto
schémy usudzovania tvori zaklad tzv. induktivneho zovSeobecnia, v ktorom
su parcidlne poznatky zovSeobecnene pre kazdy objekt postulovaného
univerza U.

e \V tejto suvislosti, potom vystupuje do popredia podla rakusko-anglického
filozofa Karla Poppera problém falzifikdcie vicobecného vyroku Vx P(x).

Staci najst’ jeden objekt 0 €U pre ktory neplati vlastnost’ P, —.P(O), potom
vieobecny vyrok Vx P(x) je neplatny, —Vx P(x).
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Priklad

e Univerzum U obsahuje vSetky labute na nasej planéte.

e Experimentalnym pozorovanim zistime, ze pre velk podmnozinu
U’ c U plati, Ze kazda labut’ z nej je bicla (tito vlastnost’ oznac¢ime predikatom
B).

e Tuto skutoCnost’ mdézeme ,,poctivo zovSeobecnit’ pomocou univerzalneho
kvantifikatora V" definovan¢ho vzhl'adom k ,,poduniverzu* U’

v'X B(X) ~def /\,B(X)

e V ddsledku urcite) netrpezlivosti, pozorovatel’ zovSeobecni tento poznatok pre
celé univerzum U, postuluje platnost’ formuly Vx B(x).

e Falzifikicia tejto vlastnosti spociva v tom, ze najdeme taku labut’ (napr. pod
sklenenym mostom v Piestanoch) , ktora je Cierna, potom automaticky plati
—Vx B(x).
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e Vtejto suvislosti mdézeme hovorit aj o verifikdcii vlastnosti V'x B(x),
d’alSimi a d’alSimi1 pozorovaniami rozSirujeme univerzum U” o d’alSie objekty
X, ktoré maju vlastnost’ B(x).

e Toto rozsirovanie platnosti V'x B(x) o d’alsie objekty ndm neprinasa Ziadnu
zasadne novy poznatok, neustale plati, ze ,,labute su biele®, len mame o tejto
skuto¢nosti stale rozsiahlejSie vedomosti o evidentnosti tohto poznatku.

e Preto, ako prvy zdoraznil Karl Popper, falzifikacia na rozdiel od verifikacie,
je zdsadne doleZita pre induktivne zovSeobeciiovanie, napomaha nam pri
vzniku novych poznatkov.

Verzia; 12. 9. 2014 Priesvitka 41



http://www.google.sk/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&frm=1&source=images&cd=&cad=rja&docid=X4JcXlo480mrrM&tbnid=NGcRj4Co3iN6YM:&ved=0CAUQjRw&url=http%3A%2F%2Fwww.nndb.com%2Fpeople%2F164%2F000087900%2F&ei=__AZUpJ2hMGzBuSPgGA&bvm=bv.51156542,d.Yms&psig=AFQjCNHVI4L2G4mp_Afk9CDfCB0aBqvcvA&ust=1377518166130147

Konkretizacia existencného kvantifikatora
(Hx P(x)) = P(c)

|3x P(x)

‘ P(c) pre nejaky element c
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Zovseobecnenie pomocou existen¢ného kvantifikatora

P(c)= \V4 P(X) =g 3 P(x)

xeU

| P(c) pre nejaky element c

‘Elx P(x)

P(c)=3x P(x)
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Priklad

Predpoklady:

¢l = ‘kazdy kto navstevuje prednasky z diskrétnej matematiky je
Studentom informatiky*

@, = ‘Maria navstevuje prednasky z diskrétnej matematiky’

Zaver:

¢ = ‘Maria je Studentom informatiky’
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¢, = VX (P(x)=1(x))

¢, = P(Maria)

¢ =1(Maria)
vx (P(x)=1(x)) predpoklad;
P(Maria) predpoklad,

B~ w  np e

P(Maria)= I (Maria)  konkretizacia 1
| (Maria) modus ponens na 2 a 3

Priesvitka 45




Priklad
Predpoklady:

(@1 = ‘niektori Studenti navstevujuci prednadsku necitali
predpisanu ucebnicu ¢

¢2 = ‘kazdy Student navstevujuci predndsku vykonal skusku’

Zaver:
¢ = ‘niektori Studenti, ktori vykonali skusku, necitali
predpisanu ucebnicu’

¢, =3 (P(x) A=N(x))
¢, = VX(P(x)=S(x))
¢ =3x(S(x)A-N(x))
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M=

prepdoklad,
predpoklad,

© N O U AW

Verzia; 12. 9. 2014

konkretizacia predpokladu;
simplifikacia 3
simplifikacia 3
konkretizacia predpokladu,
modus ponens na 4 a 6
konjunkcia5a7
zovSeobecnie 8 pomocou

existenéného kvantifikatora
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Metody dokazu viet

Priamy dokaz

Implikacia p=q je dokazana tak, ze z predpokladu pravdivosti p vyplyva
pravdivost’ vyroku (.

LR T AVANRTIN SRS ] SRS

- J . J
g

axi 6my vety oredpoklad  dosledok
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Priklad

(n je neparne 51'S10) = (n2 je nepdrne 51'Slo)

'

P

'

q

Z predpokladu pravdivosti p dokazeme pravdivost’ dosledku g.

Nech n je neparne prirodzené ¢islo, potom existuje také nezaporné celé Cislo k , ze

n =2k +1. Pre kvadrat ¢isla n plati

N’ =(2k+1)" =4Kk* + 4k +1=2(2k” + 2k ) +1=2l +1

&ize aj kvadrat n” je neparne &islo.
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o

J

4
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Nepriamy dokaz

Implikacie (p — q) je dokadzana pomocou priameho dokazu ,,inverznej‘

implikacie —q = —p.

Priklad
(3n +2 je neparne 51'Slo) = (n je nepdrne 51'510)

o J . J
' '

p g
Budeme dokazovat’ inverznu implikaciu

(n je parne cislo) = (3n+2 je pdrne cislo)

3 e ’
Nech n je parne &islo, potom n = 2k, potom 3n+2=23(2k)+2=2(3k+1), ¢o je
parne Cislo. Tymto sme dokdzali inverzni 1mplikaciu —q = —p, ¢ize musi platit’

aj ,,po0vodna‘““ implikacia p=4.
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Dokaz sporom

Ak z predpokladu p sucasne odvodime g a —Q, potom musi byt’ pravdiva negacia
—p vychodiskového predpokladu.

Tento typ dokazu je zalozeny na schéme ,,reductio ad absurdum®

P=q
P= (0

—p

(p=09)=((p=—a)=—p)
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Verzia; 12. 9. 2014

Priklad
Dokazte, Ze J2 je 1racionalne Cislo

(1) implikacia p=q
p="+/2 jeracionalne cislo’

q=" J2 = /B, kde o, su celé (hesudelite/né cisia’.

(2) implikacia p = —q
p="+/2 jeracionalne cisio’
—q="+2 = /B, kde a,B st celé §udelitelnd)cisla’

U

—p =" J2 jeiracionalne cislo’
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Dokaz vymenovanim pripadov

Dokaz vymenovanim pripadov pouzivame vtedy, ak vyrok q je dosledok réznych
pripadov pa,..., Pn.

(pV..vp,)=q

(pv.vp)=0a)=((p,=0a)A..A(P,=0))
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(pV..vp,)=01

ﬁ( P,V..v P, ) v (Q prepis 1 pomocou disjunktivneho tvaru implikacie
—P, A AP, )V pouzitie De Morganovho zékona 2

g & b

(=P, vq)A...A(—p,v Q) pouzitie distributivneho zakona na 3
(p,=0d)A..A(P,=0q) prepis 4 pomocou disjunktivneho tvaru implikécie
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Dokazte identitu

Priklad

max{a,min{b,c}} =min{max{a,b} max{a,c}}

(1) Pripad a<b<c

max{a,min{b,c}}zmin{max{a,b},max{a,c}}
e/ — )
in{b

(2) Pripad b<a<c

max{a,min{b,c} -=minq max{a,b},max{a,c}

e

o <

o <
® <

max{a,b} =min{a,c}

<
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Podobnym sposobom by sme preskimali aj ostatné Styri moznosti vzajomného
usporiadania c¢isel a, b ac. Tymto sposobom sme dokazali 6 nezavislych
implikacii

(a<b<c) (max{a,min{b,c}} = b)/\(min{max{a,b} max{a,c}} = b)

J U

(b<a<c)

,,Enumerativnym* sposobom sme dokazali dant algebraicku identitu tak, Ze sme
separatne preskumali vSetky mozné usporiadania Cisel a, b a c.
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Matematicka indukcia

Metoda matematickej indukcie dokazuje VnP(n)
vychodiskovych predpokladov P(1) a Vn (P(n) = P(n +1))z ktorych vyplyva
formula ¥vn P(n).

pomocou dvoch

Verzia; 12. 9. 2014
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1. | PQ)
2. | vn(P(n)=P(n+1))

P(Z) konkretizacia 2 pre n = 2
P(3) konkretizacia 2 pre n = 3

5.1 P(n)=P(n+1) konkretizacia 2 pre n =2

6. | P(2) modus ponensnala3
7. | P(3) modus ponensnala4
8. | P(n+1) modus ponensnalab
9.1 vnP(n) zov$eobecnenie pomocou V
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Priklad
Dokazte, Ze suma prvych n neparnych prirodzenych &isel sa rovna n°.

Nech

K
P(n=2k-1)=1+3+5+..+(2k-1)=> (2i-1)=k"
i=1

LCahko sa presved¢ime, ze plati P(1) = 1. Budeme Studovat’ P(n+1)
k+1 k

P(n=2k+1)=1+3+5+..+(2k+1)=> (2i-1)=) (2i-1)+(2k +1)

=1 =1
=k®+(2k+1)=(k +1)2
Tymto sme dokazali, Ze platnost’ implikacie Vn (P(n) = P(n +1)), pouzitim
schémy matematickej indukcie dostaneme Vn P(n=2k -1) =k*.

Verzia; 12. 9. 2014 Priesvitka 59




Priklad
Dokazte, ze pre kazdé kladné celé ¢islo n plati n < 2",

Nech P(n)=(n<2"), P(1) je pravdivy predikat.

Budeme studovat’ P(n+1)
(n+1)<2™

n<2”:>(n+1)<(2”+1)<2”+2”:2“.2:2n+1

kde sme k obidvom stranam nerovnice induk¢éného predpokladu n < 2" pripoditali
jednotku a taktiez sme pouzili jednoduchu vlastnost’ 1<2". Tymto sme dokazali

platnost implikécie Vn (P (n)=> P(n+1)), potom musi platit ¥n(n<2").

Verzia; 12. 9. 2014 Priesvitka 60




Priklad

Pomocou matematickej indukcie dokazte platnost’ zovSeobecneného De
Morganovho vztahu z vyrokovej logiky

— i/:}pi = \:{_'pi
1 }Z{pl = I/:}_Ipl

pre n>2.

DokaZeme platnost’
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Pre n = 2 dostaneme

P(2)==(p, A P,) == v—p,
¢o je Standardna verzia De Morganovho zdkona pre negaciu konjunkcie dvoch
vyrokov.

P(n+1):_|(r_]/§ p'j (/\ p' 2 pn+1j (/\ pljv_'pnﬂ (\/—Ipljv_lpn—l-l

n+1
(Y]

Tymto sme dokazali implikaciu zovSeobecnenit pomocou univerzalneho

kvantifikatora
v(n> 2)(P(n) = P(n +1))

¢im sme dokdzali pomocou matematickej indukcie zovSeobecnenie De
Morganovho vzt'ahu pre negaciu konjunkcie dvoch a viacerych vyrokov.
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Silna matematicka indukcia

Metoda silnej matematickej indukcie dokazuje VnP(n) pomocou dvoch
vychodiskovych predpokladov P(1) a ¥n (P(l) A..AP(N)=P(n +1)) z ktorych
vyplyva formula ¥Vn P(n).

P(1)

n(P(1)AP(2)A..AP(n)=P(n+1))

P(n)

<

<
>
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Priklad
Dokazte, ze kazde celé Cislo n > 1 moze byt vyjadrené ako sucin prvocisiel.
P(n)= p/ps7...pc ...

kde p1, P2, P3, ... su prvé tri prvocisla (2, 3, 5,...) a a1, a2, O3, ...SU nezaporné celé
¢isla.

Formula je pravdiva pre P(2) , kde a,=1, o, = a3 =...= 0, potom P(2) = 2.
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Predpokladajme, Ze P(j) je pravdivé pre kazdé prirodzené j < n.

Ukazeme, ze z tohto predpokladu vyplyva platnost’ P(n + 1):

1.pripad — P(n+1) je prvocislo p, potom P(n+1) =p.

2.pripad — P(n+1) nie je prvocislo, potom moze byt pisané ako suc¢in dvoch

prirodzenych ¢isel 2 < a < b < n+1. Kazdé z tychto dvoch cisel modze byt
vyjadren¢ ako sucin prvocisiel (indukény predpoklad)

ol Vi VS O
b PPy .pkk....

potom ich sucin ma tvar

P(n+1)=a-b=pyPpy P pehe...
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A cognitive joke

After D. J. Chalmers a 'cognitive joke' is a joke whose humour seems to rely on
higher-level, more abstract cognitive processing in the brain, where offered

solution is highly unexpected

Problem: find x

X

Verzia; 12. 9. 2014
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3. Find x.

3cm

Deular Trauma - by Wade Clarke 2005
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s SR 2
(axo)
2 2 ok
=y« b>m
= (o x &5
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