1. kapitola

Metody matematického dokazu — deduktivny dokaz, zakladné
pravidla usudzovania, matematicka indukcia

1.1 Vyznam dékazu v matematike

V matematike, podobne ako aj v informatike, vystupuji do popredia dve otazky: (1) Za akych
podmienok je matematicky dokaz korektny a (2) aké metody mozu byt pouzité pri konStrukcii
matematickych dokazov. V tejto kapitole budeme hl'adat’ odpovede na tieto dve otazky,
budeme Specifikovat’ rozne formy matematickych dékazov.

Veta (teoréma, vyrok, skutocnost’, fakt, argument, alebo vysledok) je vyrok, o ktorom
moze byt ukazané, ze je pravdivy. V tejto suvislosti hovorime o dokaze vety, ktory spociva
v postupnosti jednotlivych ,,medzikrokov*, ktoré si odvodené bud’ z mnoziny jednoduchych
postulatov, nazyvanych axiomy, alebo zpredchadzajucich viet (pomocnych viet, Casto
nazyvanych lemy) danej postupnosti. Komplikované dokazy su obvykle jasnejSie
formulované, ked’ ich dokaz je rozdeleny na jednotlivé medzikroky, ktoré su formulované ako
samostatné vety. Tieto medzikroky - vety v postupnosti si vytvdrané pomocou pravidiel
odvodzovania (pravidiel usudzovania), ktoré z niekol’kych pravdivych tvrdeni - argumentov
vytvori nové pravdivé tvrdenie - argument.

Metody dokazu diskutované v tejto kapitole si dolezité nielen pre tvorbu korektnych
dokazov matematickych viet v matematike, ale aj v samotnej informatike. V teoretickej
informatike sa napr. Studuju rézne metody verifikdcie korektnosti programu, alebo ¢i
operacny systém je bezpeCny. V umelej inteligencii pri odvodzovani novych faktov z danej
databazy poznatkov (mnoziny vyrokovych formul, ktora sa vo vyrokovej logike nazyva
teoria) je dolezité mat’ zabezpecené, aby dana databaza bola konzistentna (korektna), teda aby
z nej sucasne nevyplyval nejaky vyrok a taktiez aj jeho negacia. MoZeme teda konstatovat’, ze
zvladnutie metdd matematického dokazu je dolezité nielen v matematike, ale aj v informatike.

Nizsie uvedena forma dokazu sa nazyva deduktivny dékaz, ktory obsahuje:

o systém elementarnych pojmov, ktoré su pouzivané pri formulacii zakladnych zloziek
deduktivneho dokazu,

o system axiom (zakladné elementarne poznatky, ktoré su pokladané za evidentné),

o pravidla odvodzovania (pomocou ktorych sa uskuto¢nuje dokaz),

« vety (deduktivne poznatky - argumenty), ktoré boli odvodené z axiom pomocou
pravidiel odvodzovania a ktoré podstatne zjednodusuju a skracuju dokazy dalSich
novych deduktivnych poznatkov.

Poznamenajme, ze tak v matematike, ako aj v informatike, sa v ojedinelych pripadoch
pouziva aj induktivne usudzovanie (dokaz), ktoré je zaloZené na pozorovani urcitych
skutocnosti, ktoré sa ¢asto opakuju v analogickych situaciach. Tieto pozorované skutocnosti
su ,,induktivne* zovseobecnené. Nové pojmy, ktoré boli zavedené tymto ,,induktivnym®
sposobom sa neskorSie bud’ dokdzu deduktivne v ramci dané¢ho systému pojmov, alebo sa
postuluju ako nové Specidlne axiomy. Tieto ojedinelé situacie v dejinach matematiky vzdy
znamenali vznik novych oblasti matematiky, ktoré nie su striktne deduktivne dokdzatel'né zo
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znamych pojmov a reprezentuju akty kreativnosti v matematike, ktoré taktiez znamenaju, Ze
matematika nie je len veda deduktivneho charakteru, kde sa da kazdy pojem odvodit’ z inych
jednoduchsich poznatkov'.

1.1.1 Tlustrativny priklad axiomatického systému
Uvazujme jednoduchy axiomaticky systém, ktory obsahuje tri elementarne pojmy — "vrchol’,
"hrana’, "lezat na’ a tri axiomy

A . Kazdy vrchol lezi aspon na jednej hrane.

A,. Pre kazdu hranu existuju prave dva vrcholy, ktoré na nej lezia.

Asz. Méame prave 5 vrcholov.
Tento axiomaticky systém modze mat rézne interpretacie. Interpretacia, v ktorej si axiomy
pravdivé vyroky, sa nazyva model axiomatického systému. UZ pouzita terminologia
navodzuje zavedenie modelu grafi’, kde vrchol je bod a hrana je Giara obsahujica na svojich
koncoch dva vrcholy, pozri obr. 1.1. Dokazeme tieto dve vety, ktoré vyplyvaja
z axiomatického systému.

Veta 1.1. Kazdy graf ma aspon tri hrany.

Podl'a axiomy A; kazdy vrchol lezi asponl na jednej hrane, Cize pre I'ubovolny vrchol V;
existuje taka hrana H;, na ktorej dany vrchol lezi. Tymto mame zabezpecenu existenciu hrany
H,, ktora podla axiomy A4 lezi na dvoch vrcholoch, tento druhy vrchol oznacime V,. Pre
zostavajuce tri vrcholy V3, V4 a Vs musia existovat’ aspont dve hrany H, a Hs, ktoré lezia na
tychto troch vrcholoch.

Veta 1.2. Kazdy graf ma jeden vrchol, ktory lezi aspon na dvoch hranach.

Dokaz tejto vety priamo vyplyva zo spdsobu dokazu vety 1.1. Pretoze v druhej Casti grafu
mame tri vrcholy a dve hrany, musi existovat’ asponl jeden vrchol, ktory lezi aspoil na dvoch
hranéch, ¢o bolo potrebné dokazat’ (QED). Model, ktory ilustruje tieto dve vety je znazorneny
na obr. 1.1.

Obrazok 1.1. Grafovy model jednoduchého axiomatického systému z vety 1.1. Diagram znazoriiuje model,
ktory obsahuje 3 hrany, pricom prave jeden vrchol lezi na dvoch hranach.

Z naSich predchadzajacich vysledkov vyplyva, ze mézeme deduktivny systém rozsirit’
o novy elementarny pojem ,.komponenta“, ktory popisuje taka cast’ grafu, z ktorej vrcholy nie
su spojené cestou pozostavajucou z postupnosti hran s vrcholmi z ostatnych casti, ale vzdy
existuje cesta medzi I'ubovolnou dvojicou vrcholov komponenty. Z obrazku 1.1 vyplyva
jednoducha veta.

Veta 1.3. Ak ma graf dva komponenty, potom jeden z komponent obsahuje len jednu hranu.

! To Ze matematika nie je veda &isto deduktivna ma aj iné hlboké dévody.
2 Pojem grafu bude podrobne $tudovany v kapitolach 10 — 13.
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Z definicie komponenty vyplyva, Ze mnozina vrcholov je separovana na dve disjunktné
podmnoziny vrcholov, ktoré nie su prepojené spolocnou hranou a pre kazda hranu existuju
prave dva vrcholy, ktoré na nej lezia. Z tychto dvoch skutoc¢nosti vyplyva, Ze toto disjunktné
rozdelenie mnoziny vrcholov je mozné len na dve podmnoziny, ktoré obsahuji dva a tri
vrcholy. Podmnozina s dvoma vrcholmi reprezentuje komponent.

1.2 Pravidla usudzovania vo vyrokovej logike

Pravidla usudzovania vo vyrokovej logike tvoria schému

(1.1)

ktora obsahuje n predpokladov ajeden zaver. Tato schéma usudzovania je totozna so
symbolom logického dokazu

{ predpoklad,, ..., predpokladn} F zaver (1.2)

Tabul’ka 1.1. Schémy usudzovania vyrokovej logiky

Schéma . , — . .
usudzovania Teoréma vyrokovej logiky Nazov schémy
p dici
v a r=(pvq) adicia
pPArg simplifikacia
p (p " q) =P (zjednodusenie)
p . .
q p= (q =(pA q)) konjunkcia
PAg
p
p=4q |p=(p=>49)=q) modus ponens
q
—q
P=49 |—q= ((p =q)= ﬁp) modus tollens
—p
P=4q hypoteticky
1=r (p:>q):>((q:>r):>(p:>r)) sylogizmus
p=>r
pvd disjunktivny
;L (P ) Q) - (ﬁp - q) sylogizmus
% (p=q)=(—qg=-p) inverzia implikacie
P=9 reductio ad
P=4q (p:q):((p:—‘q):—‘p) absurdum
—p
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alebo formalne

{@,-0,}Fo (1.2b)
Tato formula logického dokazu mdze byt prepisana do formuly
Fo,Anp, =0 (1.3a)

alebo v ekvivalentnom tvare, kde konjunkcie su nahradené implikaciami
Fo = (0, = (= (0, =9))) (1.3b)

Tabul’ka 1.1 obsahuje 9 obvyklych schém usudzovania vyrokovej logiky, pricom
kazda schéma je doprevadzana aj zdkonom (tautologiou) vyrokovej logiky (v tvare formuly
(1.3b)) a obvyklym historickym nazvom. Hovorime, ze predpoklady su konzistentné vtedy
alen vtedy, ak existuje asponi jedna interpretacia’ pravdivostnych hodnét vyrokovych
premennych, pre ktoru su vsetky predpoklady pravdivé. V opacnom pripade je mnozina
predpokladov nekonzistentna (kontradiktorna) aje charakterizovand tym, Ze znej sucasne
logicky vyplyva nejaky zaver a aj jeho negacia.

Priklad 1.1. Majme dva predpoklady: prvy predpoklad je vyrok 'prsi” a druhy predpoklad je
implikacia "ak prsi, potom je cesta mokra’. Pouzitim pravidla usudzovania modus ponens,
z pravdivosti tychto dvoch predpokladov vyplyva pravdivy zaver ‘cesta je mokra’, Co
mozeme formalne vyjadrit’ pomocou schémy
prsi
ak prsi, potom cesta je mokra
| cesta je mokra

Priklad 1.2. Pouzitim schémy usudzovania adicie k pravdivému vyroku ‘teplota je pod
bodom mrazu’ mbézeme pomocou disjunkcie priradit’ 'ubovolny vyrok (pravdivy alebo
nepravdivy), napr. ‘prsi’, dostaneme pravdivy zaver ‘teplota je pod bodom mrazu alebo prsi’
|teplota je pod bodom mrazu
| teplota je pod bodom mrazu alebo prsi

Priklad 1.3. Uvazujme dva vyroky ‘ak dnes bude prsat, potom sa nepdjdem kupat” a "ak sa
nepojdem kupat, potom navstivim pribuzného’. Pouzitim schémy usudzovania nazvanej
hypoteticky sylogizmus dostaneme z tychto dvoch predpokladov zaver "ak dnes bude prsat,
potom navstivim pribuzného’

ak dnes bude prsat, potom sa nepéjdem kupat
ak sa nepojdem kupat', potom navstivim pribuzného

| ak dnes bude prsat, potom navstivim pribuzného

Tto schému mézeme sformalizovat’ pomocou vyrokov
p="dnes prsi’
q="kupem sa’
= "navstivim pribuzného’
potom schéma ma tento formalny tvar mierne modifikovaného hypotetického sylogizmu

> Nech p, g, ..., r s atomické vyrokové premenné, potom interpreticia (vzhladom k tymto premennym) je
oznadena symbolom t=(p/1,4/0,....7/1). Specifikuje pravdivostné hodnoty jednotlivych premennych; v tomto

konkrétnom pripade premenna p je pravdiva, premennd g je nepravdiva,... a premenna r pravdiva. Ak mame n
premennych, potom existuje 2" rdznych interpretacii. (Pozri kapitolu 1.4 v naSej knihe Matematicka logika

[xx]).
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pP=—q
—-q=r

p=>r
ktora je odvodena z povodnej schémy hypotetického sylogizmu substiticiou, kde vyrokova
premenna ¢ je substituovana negaciou —g.

V poslednom priklade 1.3 boli uz pouzité vyrokové premenné, ktoré nam umoznia
vykonat’ formalizaciu celého procesu dokazu pomocou postupnosti elementarnych krokov.
Obratime nasu pozornost na formulu (1.2b) logického vyplyvania vyrokovej formuly ¢
z predpokladov, ktoré st reprezentované formulami ¢, @,..., ¢, Logické vyplyvanie
ilustrujeme jednoduchym prikladom.

(r=p)Ap=r) —PAq

simplifikacia inplifikai
r=p q
modus tollens
- —r=s
’71061“5 ponens
S S=t

modus|ponens

t
Obrazok 1.2. Strom odvodenia pre logicky dokaz z prikladu 1.4.

Priklad 1.4. Postulujme, Ze mnozina predpokladov obsahuje tieto formuly — zlozené vyroky:
@1 = "dnes poobede nie je slnecno a je chladnejsie ako véera’
(2 = 'pojdeme sa kupat len vtedy, ak bude slnecno’
03 = "ak sa nepojdeme kupat, potom sa budeme clnkovat na rieke’
¢4 = "ak sa budeme clnkovat na rieke, potom sa vratime domov podvecer’
pozadovany zaver ma tvar
¢ = "budem doma podvecer’
Pomocou vyrokovych premennych
p = "dnes poobede je sinecno’
q = 'je chladnejsie ako véera’
r = "pojdeme sa kupat’’
s =" budeme clnkovat na rieke’
t = “vrdatime sa domov podvecer’
vykoname formalizaciu schémy logického vyplyvania do tvaru
{—|p/\q,(r:> p)/\(p:> r),—|r:>s,s:> t} Ft

Ukéazeme, ze tato schéma je platnd pomocou postupnosti elementarnych krokov, kde budeme
pouzivat’ schémy usudzovania z tab. 1.1.

1.| —=pAg predpoklad,
2| (r=p)A(p=>r) predpoklad,
3| —r=s predpoklads
4.1 s=>t predpoklad,
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5.1—p simplifikacia predpokladu,
6. |q simplifikacia predpokladu;
7. lr=p simplifikacia predpokladu,
8. |—r medzivysledok 5 a modus tollens na predpoklad,
9. s medzivysledok 8 a modus ponens na predpoklads
10.1 ¢ medzivysledok 9 a modus ponens na predpoklad,

V uvodnej Casti kapitoly 1.1 bolo poznamenané, ze dokaz je mozné charakterizovat
ako postupnost’ formul, kde posledna formula sa rovna pozadovanému zaveru, moézeme teda
pisat’

(prg)>(r=p)>(—r=s5)>(s=>t)>(—p)>(q) > (—r) > (s) > (?)

Tuto postupnost’ formil mézeme reprezentovat’ aj pomocou ,,stromu ddkazu“ znazorneného

na obr. 1.2.
=9

|

—q=>—p —p=r

hypoteticky| sylogizmus

—q=r r=>s

hypoteticky} sylogizmus

—g=Ss
Obrazok 1.3. Strom odvodenia pre logicky dokaz z prikladu 1.5.

Priklad 1.5. Nech mnozZina predpokladov obsahuje tieto zlozené vyroky:
¢1 = "ak mi posles email, potom program dokoncim’
¢ = "ak mi neposles email, potom pojdem spat’ véasnejsie’
¢3 = "ak pojdem spat véasnejsie, potom sa rano zobudim odpocinuty’
pozadovany zaver ma tvar
¢ = "ak nedokoncim program, potom sa rano zobudim odpocinuty’
Pomocou vyrokovych premennych
p = posles mi email ’
q = 'program dokoncim’
r = 'pojdem spat véasnejsie’
s = ‘rano sa zobudim odpocinuty’
vykoname formalizaciu schémy logického vyplyvania do tvaru
{p:>q,—|p:>r,r:>s} F—g=s

Pomocou postupnosti elementarnych krokov, kde budeme pouZzivat schémy usudzovania
z tab. 1.1, ukazeme, ze tato schéma je platna

I.| p=¢ predpoklad;

2.1 —p=>r predpoklad,

3.l r=>s predpoklads

4.1 q=>—p inverzia implikécie na predpoklad,

5] ~g=>r hypoteticky sylogizmus na medzivysledok 4 a predpoklad,
6.l g=>s hypoteticky sylogizmus na medzivysledok 5 a predpoklads
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Diagramaticka interpretacia tohto logického dokazu je vykonand pomocou stromu dokazu
znazorneného na obr. 1.3.

Uskutocnenie logického dokazu {@,,...,@,} - ¢ modZe byt podstatne zjednodusené. Ak

mnozinu predpokladov {(pl,...,(pn} roz§irime o novy ,,pomocny‘ predpoklad v, potom vo

vyrokovej logike plati veta o dedukcii (pozri vetu 2.3 v Matematickej logike [xx]), ktora ma
tvar

({(pl,...,(pn}u{\u}I—(p):>({(p1,...,(pn}I—(w:ﬂp)) (1.4)
To znamena, Ze logicky dokaz formuly ¢ pomocou rozsSirenej mnoziny predpokladov
{(pl,...,(pn}u{w} je rovnocenny logickému dbékazu formuly w = ¢ pomocou povodnej
mnoziny predpokladov.

b

=4

veta o dedukcii
modus|ponens N

q q=r .
modus|ponens
vetao:c'l_.edukcii 1/; veta o,dl;,dukcii
p=r
(g=1)=>(p=71)
(p=q)=>((g=r)=(p=7))

Obrazok 1.4. Strom odvodenia pre logicky dokaz z prikladu 1.6.

Priklad 1.6. Pomocou logického dokazu zaloZeného na (1.4) dokazeme zakon hypotetického
sylogizmu vyrokovej logiky

{p=qq9=>r}u{pjtr

kde mnozina { p:>q,q:>r} obsahujuca pdvodné predpoklady je rozsirena o pomocny

predpoklad p.

.| p=¢q predpoklad,

2.1 g=>r predpoklad,

3.lp pomocny predpoklad

4. 1q modus ponens na predpoklad; a pomocny predpoklad

5.1 modus ponens na predpoklad, a medzivysledok 4

6. | p=>r pouzitie (1.4) na vysledok 5 a pomocny predpoklad

7.1 (¢=>r)=(p=r)  pouzitie (1.4) na vysledok 6 a predpoklad,

8. (p=9q)= ((q =>r)=>(p=> r)) pouzitie (1.4) na vysledok 7 a predpoklad;
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V krokoch 7 a 8 sme opakovane pouzili vztah (1.4), kde sme z mnoZiny predpokladov vzdy
eliminovali jeden predpoklad. Finalny vysledok uz plati pre prazdnu mnozinu predpokladov,
¢o znamena, ze formula je zdkonom (tautologiou) vyrokovej logiky.

V kapitole 1.1 bolo zdéraznené postavenie viet vo formalnom logickom systéme ako
efektivnej skratky logickych dokazov, kde sa uz nemusi opakovat' to, ¢o uz raz bolo
dokazané. Tento pristup vystavby formalnych systémov pomocou viet a ich vyuZzivania patri
medzi zékladné ¢rty formalnych systémov, ktorych vystavba sa uskutociiuje hlavne pomocou
prepojenej siete viet, ktoré su dokazované pomocou uz dokizanych viet v predoslych
krokoch.

Nech y je veta (tautologia), potom logicky dokaz {(p1 ..... (pn} F ¢ modze byt rozSireny
o vetu vy takto
({(pl,...,(pn}l—(p):>({(p1 ..... (pn}u{\y}I—(p) (1.5)

Vyznam tohto rozSirenia spo¢iva vtom, Ze zahrnutie vhodnej vety (tautoldgie) v moze
podstatne zjednodusit’ dokaz vety.

Priklad 1.7. Dokézte zakon rezolventy®
(pvq):>((—|pvr):>(qu))
pomocou zékona hypotetické¢ho sylogizmu
(r=a)=(g=r)=(r="r))
a pomocou vety o disjunktnom tvare implikacie
(p=4)=(-pva)
formalne

(r=9)=(g=r)=(p=7))vi(p=9)=(-rva)-((pva)=((-pvr)=(qvr)))

¢ v [

Logicky dokaz pozostava z tejto postupnosti medzivysledkov:

Ll (p=q9)=((a=r)=(p=7r)) predpoklad,

2. (p=q)=(-pvyq) pomocny predpoklad - veta

3. (-pve)= ((—|q vr)=(-pv r)) prepis 1 pomocou vety 2

4.1 (=gvp)= ((—.p vr)=(—gvr))  prepis 3 pomocou zémeny p = g
(

pvq)= ((—|p vr)=(qv r)) prepis 4 pomocou substitucie —q/q

Uplne analogickym sposobom by sme mohli dokézat’, Ze zakon rezolventy je mozné prepisat’
na zakon hypotetického sylogizmu, z ¢oho plynie, Ze tieto dva zakony st navzijom
ekvivalentné

((p:q):((q:r):>(p:>r)))z((pvq):((—'pvr):(qu)))

* V knihe Matematické logika [xx] je rezolventa (alebo rezolu¢ny princip) formulovana pomocou vety 5.2 ako
formula (BvI)A(Cv—l)=(BvC), ktor sa da jednoduchymi upravami previest na rezolventu z prikladu
1.7.
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1.2.1 Chybné pravidla usudzovania

Existuji jednoduché modifikacie schém usudzovania modus ponens a modus tollens, ktoré
nie su korektné. Prva nekorektnd schéma sa nazyva potvrdenie dosledku (affirming the
consequent)

q
p=>q (1.6a)
p

Druha sa nazyva popretie predpokladu (denying the antecedent)

P=9q (1.6b)

Prva schéma ,,popretie predpokladu* je ilustrovana prikladom
vydala som sa

ak som pekna, tak sa vydam

som peknda

Zaver nie je korektny, moze sa vydat’ aj vtedy, ked nie je pekna. Druha schéma ,,potvrdenie
dosledku® moze byt ilustrovana podobnym prikladom
nie som peknd

ak som peknd, tak sa vydam

nevydam sa
Chyba v usudzovani je podobna ako v predchadzajlicom priklade. O nekorektnosti schém
usudzovania (1.6a-b) sa l'ahko presved¢ime tak, Ze im priradime formuly vyrokovej logiky
9=((p=49)=p) (1.7a)
—|p:>((p:>q):>—|q) (1.7b)
Pre prva formulu existuje interpretacia premennych t= ( p/0,q/ 1) , pre ktort ma prva
formula (1.7a) pravdivostnu hodnotu "0’. Tato interpretacia méze byt pouzita aj pre druhi
formulu (1.7b) aby sme ukazali, Ze formula ma pravdivostnii hodnotu '0’. To znamen4, Ze obe
formuly (1.7a-b) nie st tautologie, ¢ize nemdzu byt’ zdkonmi vyrokovej logiky.
Ako svedc¢ia mnohé kognitivno-psychologické vyskumy [xx], obe tieto schémy, aj ked’
su chybné, ¢asto sa vyuzivaju v beznom usudzovani, mozno ich teda pokladat’ za ,klasické
chyby* nasho kazdodenného uvazovania.

1.3 Pravidla usudzovania v predikatovej logike
Predikatové logika mdze byt chapand ako rozsSirenie vyrokovej logiky o tzv. kvantifikatory
(vSeobecny a existencny) (Pozri kapitoly 6 — 8 v Matematickej logike [xx]). Zakladné schémy

usudzovania v predikatovej logike su uvedené v tab. 1.2.

Tabul’ka 1.2. Schémy usudzovania predikatovej logiky

Schéma usudzovania Teoréma predikatovej logiky | Nazov schémy
Vx P (x ) Konkretizacia univerzalneho
P(c) (Vx P(x)) = P(c) kvantifikatora
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P(c) pre kazdé c Zovseobecnenie pomocou
Yy P( x) P(C) = (Vx P (x)) univerzalneho kvantifikatora
Ix P(x) Konkretizacia existenéného
o - (3x P(x))= P(c) kvantifikatora

pre nejaky element ¢
P(c) pre nejaky element c Zovseobecnenie pomocou
Ix P ( x) P(C) = (Elx P(x)) existen¢ného kvantifikatora

Konkretizdcia univerzdalneho kvantifikdtora
Ak nejaki vlastnost’ P(x) méa kazdy objekt (individuum) z univerza U, Vx P(x), potom tito
vlastnost’ musi mat’ aj 'ubovol'ny konkrétny objekt ¢ z tohto univerza,

(Vx P(x))= P(c) (1.8)

Tato vlastnost’ je priamym dosledkom intuitivnej interpretacie univerzalneho kvantifikatora
ako konjunkcie vlastnosti P(x) pre kazdy objekt x z konecného univerza

Vx P(x)=,, x/e\UP(x):P(a)/\P(b)/\.../\P(u) (1.9)

Ak na tato formulu (predpoklad) pouzijeme schému usudzovania simplifikacie z tab. 1.1,
potom vlastnost’ P ma menovite kazdy objekt z U

Vx P(x)

P(b) (1.10)

Potom musi platit’ aj implikacia (1.8). Ako ilustracny priklad tejto vlastnosti univerzalneho
kvantifikatora uvedieme klasicky priklad konkretizacie zo stredovekej logiky

kazdy clovek je smrtelny

Sokrates je clovek

| Sokrates je smrtelny

kde Sokrates patri do univerza U (obsahujiceho vsetkych l'udi) platnosti kvantifikatora V.
Toto schéma usudzovania mézeme zovseobecnit’ takto

‘v’(er)P(x)
celU (1.11)

Zovseobecnenie pomocou univerzdalneho kvantifikdtora
Ak sa nam podari dokazat, ze vlastnost P ma kazdy objekt z nejakého univerza U, potom
vzhl'adom k tomuto univerzu mézeme definovat’ univerzalny kvantifikator v

P(a)n..AP(c)A..= \ P(x)=,, VxP(x) (1.12)

Ak pouzijeme na tito formulu schému usudzovania konjunkcie z tab. 1.1, potom
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(1.13)

potom musi platit’ aj
P(c)=(Vx P(x)) (1.14)
s poznamkou, ze c¢ je lubovolny objekt z univerza U. ZovSeobecnenie pomocou
univerzalneho kvantifikatora sa Casto pouziva v matematike implicitne, pretoZze dokaz
vlastnosti P(c) bol vykonany nielen pre urcity Specificky objekt, ale pre l'ubovolny objekt c.
V mnohych pripadoch mimo matematiku pouzitie zovSeobecnenia podla schémy
usudzovania (1.13) (alebo predikatovej formuly (1.14)) tvori zéklad tzv. induktivneho
zovSeobecnia, v ktorom sa snazime parcidlne poznatky zovSeobecnit pre kazdy objekt
postulovaného univerza U. V tejto stvislosti potom vystupuje do popredia podla rakusko-

anglického filozofa Karla Poppera problém falzifikacie vSeobecného vyroku Vx P(x). Staci
najst jeden objekt oeU pre ktory neplati vlastnost P, —P(0), potom vieobecny vyrok
Vx P(x) je neplatny, —Vx P(x).

Ako ilustracny priklad budeme Studovat’ univerzum U, ktoré obsahuje vsetky labute
na nasej planéte. Experimentalnym pozorovanim zistime, ze pre velki podmnozinu U'c U
plati, ze kazda labut’ z nej je biela (tato vlastnost’ oznac¢ime predikatom B). Tuto skutocnost’
mbzeme ,,poctivo* zovSeobecnit’ pomocou univerzalneho kvantifikatora V'’ definovaného
vzhl'adom k ,,poduniverzu“ U’

V'x B(x) =4 XQ],B(X)
V doésledku urcitej netrpezlivosti, pozorovatel’ zovSeobecni tento poznatok pre celé univerzum
U, postuluje platnost’ formuly Vx B(x) . Falzifikacia tejto vlastnosti spoCiva v tom, Ze

najdeme taku labut' (napr. pod sklenenym mostom v Piestanoch), ktora je Cierna, potom
automaticky plati —Vx B(x).

V tejto suvislosti mdézeme hovorit’ aj o verifikacii vlastnosti V'x B(x), d’alsimi
a d’alSimi pozorovaniami rozSirujeme univerzum U’ o dalSie objekty x, ktoré maji vlastnost’
B(x). Avsak je potrebné poznamenat’, Ze toto rozSirovanie platnosti V'x B (x) o d’alsie objekty
nam neprindSa novy poznatok, neustdle plati, ze ,labute st biele”, len mame stale
rozsiahlejSie vedomosti o evidentnosti tohto poznatku. Preto falzifikdcia, na rozdiel od

verifikacie, je zasadne dolezita pre induktivne zovSeobectiovanie, napoméha ndm pri vzniku
novych poznatkov (€o ako prvy zdoraznil Karl Popper).

Konkretizdcia existencného kvantifikdtora
Ak nejaka vlastnost’ plati pre niektory objekt ¢ € U , potom musi platit’ aj implikacia

(3xP(x))= P(c) (1.15)
alebo pomocou schémy usudzovania
| Ix P(x)
(1.16)
| P(c) pre nejaky element ¢
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Tato vlastnost’ konkretizacie existencného kvantifikatora vyplyva priamo z jeho intuitivnej
interpretacie pomocou disjunkcie predikatov nad konecnym univerzom

A P(x)=, V P(x)=P(a)v..vP(c)v.. (1.17)

Disjunkcia vyrokov je pravdiva vtedy alen vtedy, ak aspon jeden jej vyrok je pravdivy,
potom existuje asponi jeden objekt ¢ pre ktory je vyrok P(c) pravdivy, t.j. plati implikdcia
(1.15).

ZovSeobecnenie pomocou existencného kvantifikdtora

Podrla tejto ,,skromnej* schémy usudzovania, ak nejaka vlastnost’ P plati aspon pre jeden
objekt ¢ z univerza U, potom tuto skutocnost’ moéZeme zovSeobecnit’ pomocou existencného
kvantifikatora 3

P(c)=V P(x) = 3X P(x) (1.18)

kde sme pouzili schému usudzovania s ndzvom adicia z tab. 1.1. Tato implikdciu mozeme
vyjadrit’ pomocou schémy usudzovania

|P(c) pre nejaky element ¢
(1.19)
|32 P(x)
Spojenim (1.15) a (1.18) dostaneme
P(c)EEIx P(x) (1.20)

Podla tejto formuly, pravdivost vyroku P(c) je ekvivalentna pravdivosti vyroku
s existenénym kvantifikatorom 3x P(x).

Priklad 1.8. Ukazte, ze zaver ¢ vyplyva z predpokladov ¢ a ¢a:
@1 = ‘kazdy kto navstevuje prednasky z diskrétnej matematiky je
Studentom STU*
(@2 = ‘Maria navstevuje prednasky z diskrétnej matematiky’
¢ = ‘Maria je Studentom STU”.

Tieto tri vyroky prepiSeme do tvaru
¢, = Vx (DM (x) = STU (x))
¢, = DM (Maria)

‘(p = STU(Maria)
kde DM(x) je predikat ‘objekt x navstevuje prednaSku z diskrétnej matematiky’ a STU(x) je
predikat ‘objekt x je Studentom STU’. Korektnost’ rieSenia overime postupnost’ou formul
1. | Vx (DM (x)= STU(x)) predpoklad,
2. | DM (Maria) predpoklad,

DM (Maria)=> STU (Maria) konkretizacia 1
4. | STU (Maria) modus ponens na 2 a 3
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Priklad 1.9. Ukazte, ze zaver ¢ vyplyva z predpokladov ¢ a @y:
¢ = ‘niektori Studenti navstevujuci predndsku necitali
predpisanu ucebnicu
02 = ‘kazdy Student navstevujici predndsku vykonal skusku’
¢ = ‘niektori Studenti, ktori vykonali skusku, necitali
predpisanu ucebnicu’.

Tieto tri vyroky prepiSeme do tvaru
¢, =3Ix (P(x) /\—lN(x))
¢, = Vx(P(x)= S(x))
‘ ¢ =3x (S(x) /\—|N(x))
kde P(x) je predikat ‘objekt x navstevuje prednasku’, N(x) je predikat "objekt x cital

predpisanu ucebnicu’, S(x) je predikat "objekt x vykonal skusku’ . Korektnost’ rieSenia overime
postupnost'ou formul

1. | 3x (P(x)/\—|N(x)) predpoklad,

2. Vx(P(x) =S (x)) predpoklad,

3. | P(c)A—=N(c) konkretizacia predpokladu;

4. | P(c) simplifikécia 3

5. | =N (c simplifikacia 3

6. | P(c)=S(c) konkretizacia predpokladus,

7.1 8(c) modus ponens na 4 a 6

8. | S(c)a=N(c) konjunkcia 5a 7

9. | 3x (S (x)A=N (x)) zovieobecnie 8 pomocou existenéného kvantifikatora

Ako vidiet zuvedenych prikladov, dokazy formul obsahujicich kvantifikatory su
zmesou aplikacii schém usudzovania tak z vyrokovej, ako aj predikatovej logiky. Tato
skuto¢nost’ vyplyva z faktu, ze predikatova logika je vlastne zovSeobecnenim vyrokovej
logiky, ktord je ,,vnorena™ do predikatovej logiky; vSetky zakony vyrokovej logiky su aj
zéakonmi predikatovej logiky.

1.4 Metody dokazu viet

Dokaz vety je vo vSeobecnosti obtiazny a netrividlny problém, ktory len v ojedinelych
pripadoch méze byt vykonany priamociarym mechanickym postupom. Preto v matematike
vznikli rézne metédy dokazu viet, zktorych uvedieme najddlezitejSie: priamy dokaz,
nepriamy dokaz, dokaz sporom a dokaz vymenovanim pripadov.

Priamy dokaz

Implikacia p = g moze byt dokazana tak, ze ukazeme, ze z predpokladu pravdivosti vyroku
p vyplyva taktiez aj pravdivost’ vyroku ¢. Tuto jednoduchu formulaciu priameho dokazu
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mozeme upresnit’ tak, Ze pri dokaze vychadzame z axiom {(pl,...,(pn} a z uz dokazanych viet
{\|/ e \um} , potom dokaz p = g modzeme charakterizovat’ vztahom logického dokazu

{01, ) U{w oy, b U{pt F g (1.21)
V tejto schéme mame na lavej strane vSetky axiomy systému, dokazané potrebné vety

(tautologie) a predpoklad p. Pouzitim pravidiel odvodzovania (modus ponens, pravidla
substitucie,...) z tychto ,,predpokladov odvodime désledok g.

Priklad 1.10. Dokazte vetu ,,ak n je neparne prirodzené cCislo, potom n* je taktiez neparne
Cislo®.

Pozadovant vetu sformalizujeme pomocou implikacie
. ’ vr 2 . , vr
(n je nepdrne cislo) = (n je neparne czslo)

P q
Pouzijeme techniku priameho dokazu, z predpokladu pravdivosti p dokazeme pravdivost’
dosledku g.
Nech n je neparne prirodzené Cislo, potom existuje také nezaporné celé cislo k, ze
n=2k+1. Pre kvadrat ¢isla n plati
n* =(2k+1) =4k +4k +1=2(2k> +2k)+1=21+1

N——
!

&ize aj kvadrat n” je neparne &islo. Tymto sme dokézali platnost’ implikacie p = ¢ .

Nepriamy dokaz

Technika nepriameho dbokazu je zalozend na ekvivalencii (nazyvanej zakon inverzie
implikacie) (p = ¢)=(—g=—p), podla ktorej, ak v implikdcii vymenime poradie jej
¢lenov, potom musime negovat’ aj jej jednotlivé Cleny. Z tohto zakona vyplyva, ze dokaz
implikacie (p = ¢) je ekvivalentny dokazu ,,inverznej* implikacie —g = —p.

Priklad 1.11. Dokazte vetu ,,ak 3n+2 je neparne Cislo, potom aj n je neparne ¢islo®.

Vetu upravime do tvaru implikacie
(3n +2 je neparne ézlslo) = (n je neparne éz’slo)

P q
Budeme dokazovat’ inverznu implikaciu

(n je parne él'slo) = (3n +2 je parne él'slo)

—q —p
Nech n je parne Cislo, potom existuje také nezaporné celé Cislo k, ze n = 2k. Pre takto
Specifikované &islo n dostaneme 3n+2=3(2k)+2=2(3k+1), ktoré je parne. Tymto sme

dokazali inverznu implikaciu —q¢ = —p, ¢ize musi platit’ aj ,,pdvodna* implikacia p = ¢ .

Dékaz sporom
Tento typ dokazu je zaloZzeny na schéme ,,reductio ad absurdum® z tab. 1.1
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p=q
P=—q (1.22)

—p
zalozenej na zékone vyrokovej logiky
(r=9)=((p=-9)=-p) (1.23)
Tato schému usudzovania modzeme interpretovat’ tak, Ze ak zpredpokladu p sucasne
odvodime g a —¢, potom musi byt pravdiva negacia —p vychodiskového predpokladu.

Priklad 1.12. Dokéazte, Ze V2 je iracionalne cislo.

Predpokladajme, Ze V2 je racionalne Cislo, tento vyrok oznacime
p ="2 jeraciondIne cislo’

Z tohto vyroku vyplyva, Ze Cislo V2 ma tvar a/B, kde a a B su celé nestdelitelné ¢&isla, tento
vyrok oznac¢ime

q= 2= o/B, kde o, B sii celé nesudelitelné cisla’
t. j. plati implikacia p = ¢ . Upravou matematického vyrazu z vyroku ¢ dostaneme formulu
a’ =2p*, z ktorej vyplyva, ze ¢islo o® =2k je parne. V priklade 1.10 bola dokézan4 veta, Ze
ak celé &islo n je neparne, potom aj jeho kvadrat n* je neparne &islo. Obratenim tejto
implikacie dostaneme, ze ak n~ je parne Cislo, potom aj n je parne ¢islo. Z tejto vety vyplyva,
7e ¢&islo o je parne. Potom taktiez plati B> =2p°, t. j. B* je parne &islo, Cize aj B je parne
¢islo. Tymto sme dokazali, Ze o, B st parne Cisla, Cize st sudeliteI'né

—q = 2= o/B, kde o, B sii celé sudelitelné cisla’
tj. plati implikacia p = —¢g. Tymto sme dokazali, Ze sicasne platia implikacie p =g a
p = —q, pouzitim schémy ,reductio ad absurdum® (1.22) dostaneme, ze plati negacia ich
predpokladu

—p = 2 jeiraciondlne cislo'

¢o bolo potrebné dokazat'.

Dékaz vymenovanim pripadov
Nasim ciel'om je dokazat’ implikaciu
(plv...vpn):>q (1.24)

Jednoduchymi ekvivalentnymi upravami mézeme tito implikaciu prepisat’ do ekvivalentného
tvaru

((plv...vpn):q)z((pl:>q)/\.../\(pn:>q)) (1.25)
1. (plv...vpn):>q
2. —|( P V..V D, ) Vv q prepis 1 pomocou disjunktivneho tvaru implikécie
3.0 (= AcA—p, ) Vg pouzitie De Morganovho zékona na 2
4.0 (= vg)An(=p, v q) pouzitie distributivneho zakona na 3
5. ( = q) A A ( p, = q) prepis 4 pomocou disjunktivneho tvaru implikécie
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Formulu (1.25) m6Zeme prepisat’ do tvaru schémy usudzovania
(pl = Q)

(p,=q) (1.26)

|(p1v...vpn):>q
Thto schému usudzovania (dokaz vymenovanim pripadov) pouzivame vtedy, ak vyrok g je
dosledok roznych pripadov py,..., p.

Priklad 1.13. Dokazte identitu
max{a, min {b, c}} = min {max {a,b} ,max{a,c}}

kde a, b a ¢ st rozne Cisla.

Dokaz tejto identity vykoname tak, ze vykoname verifikaciu identity pre vSetkych 6 rdznych
pripadov:

(1) Pripad a<b<c

max a,min{b,c} =min max{a,b},max{a,c}

%/_/
b b c

max{a,b} =min {b,c}
[ S G

b=b

(2) Pripad b<a<c

max-< a,min {b,c} min max{a,b},max{a,c}

Podobnym spdsobom preskiimame aj ostatné Styri moznosti vzajomného usporiadania Cisel a,
b a c. Tymto spésobom sme dokazali 6 nezavislych implikacii

(a <b< c) = (max{a,min {b,c}} = b) A (min {max{a,b} ,max{a,c}} = b)
(b <a< c) = (max{a,min {b,c}} = a) A (min{max{a,b},max{a,c}} = a)
(c <b<a)= (max{amin{b,c}) = a) n(min|mar{a, b} max{a.c}} = )

Tymto ,,enumerativnym* sposobom sme dokazali danu algebraicka identitu tak, Ze sme
separatne preskumali vSetky mozné usporiadania ¢isel a, b a c.

Priklad 1.14. Dokazte identitu |a —b| < |a| + |b
absolutna hodnota.

, kde a, b sa Tubovolné redlne islaa |. | je

(1) a<b<0,potom a-b<0, a<0 a b<0, dokazovana nerovnost’ ma tvar
—(a —b) <—a-b,alebo b<0, o je pravdivy vyrok (pre b = 0 nerovnost’ automaticky

1. kapitola — str. 16 (10. 6. 2007 o 13:45)



lati) .
2) Ic; < 3 <b,potom a-b<0, a<0 a b>0, dokazovana nerovnost’ ma tvar
—(a—b)<—a+b, Co je pravdivy vyrok.
(3)0<a<b,potom a-b<0, a>0 a b>0, dokazovana nerovnost’ ma tvar
—(a - b) <a+b,alebo a>0, coje pravdivy vyrok (pre a = 0 nerovnost’ automaticky
plati).
Podobnym spdsobom by sa dokazali aj ostatné tri moznosti (b<a<0,b<0<a aO0<b<a).

Nutnost’ pouzitia metédy dokazu vymenovanim vsSetkych pripadov sa mdze stat
v niektorych Specidlnych situaciach limitujucim faktorom uskuto¢nenia dokazu, ked’ pocet
moznych pripadov je velké ¢islo. Potom mézeme prenechat’ hlavnu tarchu dokazu pocitacu,
ktory systematicky preveri vSetky mozné pripady. Podobna situacia sa vyskytla pociatkom
90-tych rokov minulého storocia, ked’ matematik Andrew Wiles po dlhorocnom usili dokazal
Velka Fermatovu vetu”.

1.5 Matematicka indukcia

Stojime pred problémom dokéazat formulu Vn P(n) , podla ktorej vlastnost’ P(n) plati pre

kazdé prirodzené cislo. Dokaz tejto formuly je mozné vykonat metédou matematickej
indukcie, ktord je =zalozend na dvoch vychodiskovych predpokladoch P(1) a

Vn (P(n) = P(n+ 1)) . Ukazeme, ze ztychto dvoch predpokladov vyplyva formula
Vn P (n) .

1.| P(1)
2.| Vn(P(n)=P(n+1))
P(1)= P(2) konkretizacia 2 pre n =1
4. P(2)=P(3) konkretizacia 2 pre n = 2
5[ P(n)= P(n+1) konkretizacia 2 pre n = n
6. P(2) modus ponens na 1 a 3
7.1 P(3) modus ponens na 6 a 4
8. P(n+1) modus ponens na predchadzajuci riadok a 5
9.| VnP(n) zovieobecnenie pomocou V

> Velka Fermatova veta tvrdi, Ze rovnica x" + " = z" nema celoiselné riesenie pre x, y a z, pridom xyz # 0 a n

je celé cislo, pricom n > 2. Wilesov ¢lanok, v ktorom podal dokaz tejto vety, “Modular Elliptic Curves and
Fermat's Last Theorem” bol publikovany v r. 1995 v &asopise Annals of Mathematics. Clanok je doprevadzany
vysoko technickou publikaciou jeho doktoranda Richarda Taylora, v ktorom boli enumerativnym sposobom
prestudované na pocitaci vlastnosti Specialnej Heckeho algebry, ktorej pouzitie hra kIacova tlohu v celom
dokaze.
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Tento vysledok moze byt prezentovany ako schéma usudzovania matematickej indukcie
P(1)
Vn(P(n)= P(n+1)) (1.27)

|Vn P (n)

Metoda matematickej indukcie bola znama uZz pociatkom novoveku talianskemu
matematikovi F. Maurolicovi (1494 — 1575), ktory ju pouzival k dokazu niektorych vlastnosti
celych &isel (napr. dokazal, ze suma prvych n prirodzenych neparnych &isel sa rovna n°).
V modernej matematike a logike matematicka indukcia bola vyuzita talianskym matematikom
a logikom G. Peanom (1858 - 1932) pri formulacii jeho axiomatického systému aritmetiky
celych cisel.

Priklad 1.15. Dokézte, Ze suma prvych n neparnych prirodzenych &isel sa rovna n°.

Polozime
k
P(n=2k-1)=1+3+5+...+(2k-1)=> (2i-1) =k
i=1

Lahko sa presvedc¢ime, Ze plati P(1) = 1. Budeme Studovat’ P(n+1)
k+1 k

P(n+1=2k+1)=143+5+..+(2k+1)=D_(2i-1)=> (2i—1)+(2k +1)

i=l1 i=l1
=% +(2k +1) = (k+1)’
Tymto sme dokazali, Ze platnost formule P(n) implikuje formulu P(n+1), pre kazdé
prirodzené ¢islo n, potom pouzitim zovSeobecnenia pomocou univerzalneho kvantifikatora

dostaneme Vn (P(n) = P(n+ 1)) . Pouzitim schémy matematickej indukcie dostaneme
vn P(n = 2k—1) =k’

¢im sme zavrsili dokaz vety Specifikujiicej sumu prvych n neparnych prirodzenych cisel.
Priklad 1.16. Dokazte, Ze pre kazdé prirodzené cislo n plati n <2".

Nech P(n) je predikat "n <2"’, potom P(1) je pravdivy predikat. Budeme Studovat’ P(n+1)
(n+1)<2" = (n)<(2"-2)=(n)<2"-2

kde sme pouzili dve jednoduché vlastnosti nerovnosti a+l1<b=a<b a a<b=a<2b a

taktiez sme pouzili indukény predpoklad n<2". Tymto sme dokdzali, ze pre kazdé

prirodzené  Cislo n  plati implikdcia P(n)= P(n+1), alebo inak vyjadrené

vn (P(n) = P(n + 1)) . Tymto sme vlastne dokazali platnost’ Vn (n < 2")

1.5.1 Siln4 matematick4 indukcia

Silnd matematicka indukcia je Specialna forma ,,Standardnej* matematickej indukcie, v ktorej
je vlastnost P(n+1) implikovana konjunkciou vsetkych predchadzajicich vlastnosti,
P(1)AP(2)A...AnP(n)=> P(n+1). Predpokladajme, Ze tato vlastnost’ je splnena pre kazdé
n>1, potom Vn (P(l)/\... AP(n)= P(n +1)) . Zostrojme zovSeobecneni schému

usudzovania matematickej indukcie
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P(1)
Vn (P(I)AP(2)/\.../\P(n):> P(n+1))

|Vn P (n)
Nebudeme dokazovat tuto schému usudzovania, jej dokaz je Uplne analogicky dokazu
schémy usudzovania matematickej indukcie (1.27).

Priklad 1.17. Dokézte, ze 'ubovol'né prirodzené ¢islo n > 1 mdze byt vyjadrené ako sucin
prvocisiel.

Nech vlastnost’ P(n) ma tvar

P(n)=p" py*..p*....
kde pi, p2, p3, ... su prvé prvocisla (2, 3, 5,..., ktoré st menSie ako n) a o, dp, a3, ...s0
nezaporné celé Cisla. Tato formula je pravdiva pre P(2) , kde o=1, ap = a3 =...= 0, potom
P(2) =2. Predpokladajme, ze P(j) je pravdivé pre kazdé prirodzené j < n. Ukézeme, Ze z tohto
predpokladu vyplyva platnost’ P(n + 1). Bude rozliSovat’ dva pripady:
1. pripad— n+tl je prvocislo p, potom P(n+1)=p .
2. pripad — n+1 nie je prvocislo, potom mdze byt pisané ako sucin dvoch prirodzenych cisel
a-b, ktoré vyhovuju podmienke 2 < a < b < ntl. Kazdé z tychto dvoch cisel moze byt
vyjadrené ako sucin prvocisiel (indukény predpoklad)

— % 5% O
a=p p, ..p, ...

b=p1‘p52...p,§k....
potom ich sucin ma tvar
P(n+l) =a-b=p"Ppe:  phthe

Cvicenie

Cvicenie 1.1. Aké pravidlo usudzovania bolo pouzité pri dokaze zaverov?

(a) Maria je Studentkou informatiky. Preto, je Maria Studentkou informatiky alebo
Studentkou telekomunikécii.

(b) Jaroslav Studuje informatiku a elektrotechnolégiu. Preto, Jaroslav Studuje informatiku.

(c) Ak prsi, potom plavaren je zatvorena. Preto, ak plavaren je otvorend, potom neprsi.

(d) Ak dnes snezi, kino bude uzavreté. Kino dnes nie je uzavreté. Preto, dnes nesnezi.

(e) Ak dnes p6jdem plavat’, potom rano skoro vstanem. Ak rano skoro vstanem, potom
pdjdem do obchodu kupit’ cerstvé pecivo. Preto, ak dnes pojdem plavat, potom
pojdem do obchodu kupit’ Cerstvé pecivo.

Cvicenie 1.2. Aké pravidlo usudzovania bolo pouzité pri dokaze zaverov?

(a) Dnes bude teplo alebo bude smog v ovzdusi. Dnes nebolo teplo. Preto, dnes bude
smog v ovzdusi.

(b) Eva vynikajuco plava. Ak Eva je vynikajici plavec, potom moze pracovat ako
plavcik. Preto, Eva mdze pracovat ako plavcik.

(c) Stano bude pracovat’ v pocitacovej firme ABC. Ak Stano dokon¢i Stidium na FIIT,
potom nebude pracovat’ v pocitacovej firme ABC. Preto, Stano nedokon¢il stadium na
FIIT.

(d) Ak budem intenzivne pracovat na projekte, potom zvladnem tedriu logickych
obvodov. Ak zvladnem teériu logickych obvodov, potom uspeSne dokoncim
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bakalarske Studium. Preto, ak budem intenzivne pracovat’ na projekte, potom uspesne
dokon¢im bakalarske Stadium.

Cvicenie 1.3. Aké zavery vyplyvajil z mnoziny vyrokov?

(a) ,,Ak jem korenenu stravu, potom mam hrozné sny®, ,,ak hrmi ked’ spim, potom mam
hrozné sny*, ,,nemam hrozné sny*.

(b) ,,JJa som chytry alebo mam S$tastie”, ,nemam Stastie”, ,,ak mam Stastie, potom
zvitazim v lotérii®.

(c) ,,Kazdy student informatiky vlastni notebook®, ,,Rudo nevlastni notebook®, ,,Ana
vlastni notebook*.

(d) ,,Ak je to dobré pre naSu firmu, potom je to dobré aj pre Slovensko®, ,,ak je to dobré
pre Slovensko, je to dobré aj pre teba“, ,,ak si nemozes kupit’ auto, potom to nie je pre
teba dobré*.

(e) ,,VSetci hlodavce hryzi potravu®, ,my$ je hlodavec”, ,pes nehryzie potravu®,
,hetopier nie je hlodavec*.

Cvicenie 1.4. Vysvetlite, ktora schéma usudzovania bola pouzita v ktorom kroku.

(a) ,,Eva je studentka nasho kruzku a vlastni ¢ervené auto®, ,,kazdy, kto vlastni cervené
auto dostal aspon jednu pokutu za prekrocenie rychlosti“, ,preto, niekto znasho
krazku dostal pokutu za prekrocenie rychlosti®.

(b) ,,VSetci moji priatelia Maria, Adolf, Rudolf, Viera a Karol, si zapisali do indexu
prednasku z diskrétnej matematiky*, ,kazdy Student, ktory si zapisal do indexu
prednasku z diskrétnej matematiky, moze si nasledujuci akademicky rok zapisat’ aj
prednasku z algoritmov®, ,preto, vSetci moji priatelia Maria, Adolf, Rudolf, Viera
a Karol, mozu si nasledujuci akademicky rok =zapisat do indexu prednasku
z algoritmov*.

(c) ,,VSetky filmy s Charlie Chaplinom su vynikajuce®, ,,Charlie Chaplin hral v nemych
filmoch®, ,,preto, niektoré vynikajuce filmy st nemé*.

Cvicenie 1.5. Vysvetlite preo uvedené zavery su korektné alebo nekorektné.

(a) ,,Vsetci Studenti v tomto kruzku ovladaju logiku®, ,,Jano je Studentom tohto krazku®,
,preto, Jano ovlada logiku®.

(b) ,,Kazdy Student informatiky ma zapisani vindexe prednasku z diskrétnej
matematiky®, ,,Viera ma zapisani prednasSku z diskrétnej matematiky*, ,,preto, Viera
je Studentom informatiky*.

(c) ,,Kazdy koén ma rad ovocie®, ,,mdj pes nie je kon“, ,,preto, mdj pes nema rad ovocie*.

(d) ,,Kazdy, kto ma rad ovsené vlocky je zdravy®, ,Lenka nie je zdrava®, ,preto, Lenka
nema rada ovsené vlocky*.

Cvicenie 1.6. Urcite, ktora veta je pravdivd. Ak je uvedeny zaver korektny, urcite, ktord
schéma usudzovania bola pouzita pri jeho dokaze.

(a) Ak x je realne ¢islo také, ze x >1, potom x° >1. Predpokladajte, ze x*> >1, potom
x>1.
(b) Cislo log,3 je iracionalne vtedy, ak sa nedd vyjadrit ako podiel dvoch celych

nestdelitelnych &isel. Pretoze &islo log, 3 nie je vyjadritelné ako p/q, kde p aq sa
celé nesudelitel'né ¢isla, potom je ¢islo log, 3 iracionalne.

(c) Ak x je realne &islo, ktoré spifia podmienku x >3, potom x* >9. Nech x* <9, potom
x<3.
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(d) Ak x je real ne &islo, ktoré spiiia podmienku x > 2, potom x* > 4. Nech x <2, potom
x> <4,
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Cvicenie 1.7. Urcite, ¢i uvedené vyroky st korektné, ak nie, preco?
(a) Ak x* je iracionalne, potom x je iracionalne. Preto, ak x je iracionalne, potom x* je
iracionalne.
(b) Ak X je iracionalne, potom x je iracionalne. Cislo x ==’ je iraciondlne. Preto, &islo
X =T je iracionalne.

Cvicenie 1.8. Preco tieto vyroky su nekorektné?
(a) Nech H(x) je predikat s vyznamom ,,x je Stastny*. Nech plati 3x H (x) . Preto, Eva je
§tastna.
(b) Nech S(x,y) je predikdt svyznamom ,x je menSi ako ). Plati implikécia
3s S (s, Max)=> S (Max, Max), kde Max je maximalne ¢islo z domény U.

Cvicenie 1.9. Dokazte, ked’ sa daji dokazat’, tieto vyroky:

(a) Dokazte vyrok P(0), kde P(n) je vyrok ,,ak n je kladné celé ¢islo vicsie ako 1, potom
n® > n. Ktort schému usudzovania sme pouzili?

(b) Dokazte vyrok P(1), kde P(n) je vyrok ,,ak n je kladné celé &islo, potom n° >n"..
Ktort schému usudzovania sme pouzili?

(¢) Nech P(n) je vyrok ,ak aab si kladné realne Cisla, potom (a+b)" >a"+b"“.
Dokazte, ze P(1) je pravdivy vyrok.

(d) Pouzitim priameho dokazu dokazte, Ze kvadrat parneho ¢isla je parne ¢islo.

(e) Pouzitim nepriameho dokazu dokézte, Ze ak n je celé &islo a n’ +5 je neparne ¢islo,
potom 7 je parne ¢islo.

(f) Dokazte, ze suma dvoch neparnych ¢isel je parne ¢islo.

(g) Dokazte, ze sti¢in dvoch neparnych cisel je neparne cislo.

(h) Dokéze, Ze ak x je iracionalne nenulové ¢&islo, potom 1/x je iracionalne &islo.

Cvicenie 1.10. Dokazte metédou vymenovanim pripadov tieto vlastnosti:
(@) max{x,y}+min{x,y}=x+y,kdex,y siredlne &isla.
(b) min {a,mz’n {b,c}} = min {min {a,b} ,c} ,kde a, b, ¢ st navzajom rozne ¢isla.
(c) Kvadraty celych cisel su reprezentované dekadickymi ¢islicami, ktoré koncia 0, 1, 4,
5, 6, alebo 9.

(d) Stvrté mocniny celych &isel st reprezentované dekadickymi &islami, ktoré konéia 0, 1,
5, alebo 6.

Cvicenie 1.11. Dokézte tieto vlastnosti:
(a) Ak n je kladné celé Cislo, potom 7 je parne vtedy a len vtedy, ak 7n+4 je parne.
(b) Ak n je kladné celé ¢islo, potom 7 je neparne vtedy a len vtedy, ak 5#+6 je neparne.
(c) m* =n’ plati vtedy a len vtedy, ak m = n, alebo m = -n.
(d) Dokazte, ze tieto tri vyroky su ekvivalentné: (1) a <b, (2) priemer a a b je vacsi ako
a, (a+b)/2>a, (3) priemer a a b je mensi ako b, (a+b)/2<b.

Cvicenie 1.12. Pomocou matematickej indukcie dokazte:
(a) Suma prvych n prirodzenych ¢isel je

1+2+..4+n= n(nH)

(b) Dokazte formulu
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343-543-5+..43-5" :13(5”*1 ~1)
4

(c) Dokazte formulu

P+2°+3 +..+n° =%n(n+l)(2n+l)
(d) Dokazte formulu

P+2°+3+..+n :%n2 (n+1)2
(e) Dokazte formulu n!<n",pre n>1.
(f) Dokézte formulu pre prvi derivaciu funkcie f(x)=x", f'(x)=nx"".
(g) Dokazte zovseobecnené distributivne formuly z vyrokovej logiky
(1) (p,vp, v...vpn)/\q =(prq)v(p,Aq)Vv..v(p, Aq)

(2) (pApy~nap)va=(pva)a(p,va)n..A(p,va)
(h) Dokaze zovseobecnené De Morganove formuly
(D) —|(p1 A D, /\.../\pn) E(—|p1 vV —p, v...v—|pn)

Q) =(pvp,v..vp,)=(-p,A-P,A..A—D,)

Cvicenie 1.13. Pomocou rozkladu na parcialne zlomky najdite formulu pre
L + L + L o+ !
-2 2.3 34 n(n+1)
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