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2. prednaska

Teoria mnozin I

mnozina

operacie nad mnozinami
mnozinova algebra
mohutnost’ a enumeracia
karteziansky sucin

Priesvtika: 1




Definicia mnoziny

- Koncepcia mnoziny patri medzi zakladné¢ formalne prostriedky matematiky.
Umoznuje formulovat prehl'adnym a jednotnym sposobom vSetky oblasti
matematiky prostrednictvom elementarnej Struktiry mnoziny a operaciami nad
nou.

« Teoria mnozin vznikla koncom 19. storoc¢ia hlavne zasluhou nemeckého

matematika Georga Cantora (1845 —1918).

Elementarnym poymom tedrie mnozin je element, pod ktorym budeme rozumiet’
nejaky redlny alebo abstraktny objekt, priCcom postulujeme, zZe objekty medzi
sebou su dobre odliSiteI'né.

Definicia. MnoZina je neusporiadany subor elementov.
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PoznamKky k definicii:

« Ak sa nejaké dva elementy nachadzaju v tej istej mnoZine, potom musia byt od

seba odlisitel’né,

- v mnoZine sa neopakuje vyskyt dvoch rovnakych (neodlisiteI'nych) elementov

« v definicii mnoZiny bol pouzity elementarny pojem ,,subor®, ktory nebudeme

blizsie Specifikovat’
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Element a patri do mnoziny A oznacime vyrazom a € A.

Tento vyraz chapeme ako vyrok, ktory je pravdivy (nepravdivy), ak element
a patri (nepatri, Co vyjadrime a ¢ A) do mnoziny 4.

1 (element a patri do A)
ace A=
0 (element a nepatri do A)

1 (element a nepatri do A
a¢ A= ( ( P )

0 (element a patri do A)
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Specifikacia mnoziny

Prvy sposob Specifikdcie mnoziny je zaloZzeny na vymenovani  vSetkych
elementov, ktor¢ do nej patria
A:{a,b,...,u}

Tento spOsob je vhodny len na Specifikacie mnozin, ktoré obsahuji konec¢ny pocet
elementov.
Priklad. je mnozina mojich deti, 4 ={Michal,Jana, Eva|

Druhy sp6sob Specifikacie mnoZiny vyuziva predikat P(x), ktory ak je pravdivy
(nepravdivy), potom element x patri (nepatri) do mnoziny
A={x;P(x)|

Priklad. MnoZina A obsahujuca parne celé Cisla
A= {nn eV /\P(n)}
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Charakteristické funkcie

Druhy spdsob Specifikicie mnoziny je pretransformovany na koncepciu
charakteristickych funkcii. V tomto pristupe predikat P(x) je urCeny takto

P(x) =(},LA (x) :1)

alebo
1 (x = A)

Ha (X)Z{O (xe A)

Uvazuyme univerzum U, nad ktorou su definované vSetky ostatné mnoziny.

Definicia. Mnozina 4 (vzhl'adom k univerzu U) je pomocou charakteristicke;
funkcie vyjadrena takto

A={xeU;p,(x)=1
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Vyjadrite mnozinu A4 = (0,1] pomocou charakteristickej funkcie.

Priklad

Univerzum U je totozn¢ s mnoZinou realnych Cisel R. Charakteristicka funkcia

u,(x) je definovana takto

Verzia: 27. 9. 2009

1 (pre0<x<I)
0 (inac)
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Operacie nad mnozinami

Definicia. Hovorime, ze mnozina A= {x S, (x) = 1} sa rovmd mnozine
B= {x U (x) = 1}, A = B, vtedy alen vtedy, ak charakteristické funkcie oboch

mnozin su rovnaké
(A=B)=y V(xe U)(“A (%)= ks (x))

Alternativna definicia vzt'ahu rovnosti medzi mnoZinami 4 a B je

(4=B)=,, V(xeU)((xe4)=(xeB))
= dof V(er)((xeA:xeB)/\(xeB:xeA))
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Definicia. Hovorime, Ze mnoZina A = {x sp, (x)= 1} je podmnoZinou mnoziny
Bz{x; L (x)zl}, A < B, vtedy alen vtedy, ak kazdy element z mnoZiny

A patri aj do mnoZiny B
Ac B=,, ‘v’(er)((uA(x)zl):(uB(x):l))

Alternativna definicia podmnoZiny je
AgB:def ‘v’(er)((xeA):(xeB))

V pripade, Ze A # B, potom formula A < B sa prepiSe do tvaru A < B. Hovorime,
ze A je vlastnou podmnoZinou B , ak A — B a A # (J. Rovnost’ medzi mnozinami
A = B plati vtedy a len vtedy, ak (A - B) A (B - A).
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Vennove diagramy

AcB

ANB
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AUB

AN
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Algebra teorie mnozin

vlastnost’ formula tedrie mnozin
komutativnost’ ANB=BNA, AVB=BuU A4
2Sociativiost AN(BNC)=(ANnB)NC, AU(BUC)=(4UB)uC
distributiviost AN(BUC)=(AnB)u(4nC), AU(BNC)=(AUB)n(4UC)

De Morganove vztahy

ANB=AUB, AUB=ANB

idempotentnost’ ANA=A4, AVA=A
1dentita ANU =4, Aud=A4
absorpcia AND =0, AU =U
involucia A=4 ,
zékon vyludenia treticho | AU A=U
zakon sporu ANA=T
rozdiel mnoZin A-B=ANB

distributivne zdkony pre
rozdiel

AN(B-C)=(4nB)-(4uC), 4U(B-C)

(AuB)—(ZmC)
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Verifikacia korektnosti formuly 4U(BNC)=(4uUB)n(A4AUC)

(A B)n(4uv O)

A ‘ B A B A B
AU B
C C C
BNC

.

AU(BNC)
A B A B
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Tabul’kova metoda pre verifikaciu formul teorie mnozin

A| B | 4 A-B
0 0|1 0
0 1 |1 0
11010 1
1] 11]0 0

Verzia: 27. 9. 2009 Priesvtika: 15




(AUB)N (AU C)

AU(BNC)

0

0
0

1
1
1
1

00
1
1
0

1
1

00
1
1
0

1
1

0

00

oblast |4 B|C| AUB| AUC | BnC (AVUB)n(4AUC) AU(BNC)
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(AmB)—(ZuC)

An(B-C)

AuC

An(B-C) (AmB)—(

0
0
0
0

1
1
1
1

0

1
1
0
1
1

00
1
1

0

1
1

0

00

oblast |4A|B|C|B-C | AnB|lAuC
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I

Yo

NB a(ANnB

I
]

e

(AUB

1

1

0

1
1

0
0

110

ABlAUB|AIBANB|AUB

00
01

1|1
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Pouzitie charakteristickych funkcii k dokazu formaul
v tedrii mnozin

Dokaz De Morganovej formuly (4 UB)=ANB

Mg () =1-p, p (x)=1- max{uA (). 1y (x)}
Mg (X)= min{l —p (%) 1= pg (%)
Pouzitim algebraickej identity
l—max{a,b} = min{l —a,l —b}
dokaZeme, Ze formule st totozné pre 'ubovolné charakteristické funkcie, Cize plati
V(xeU) (“m (X)=r35 (x))

Tym sme dokazali, ze mnoziny (4 UB) a AN B sa navzdjom rovnajq.
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Doékaz distributivneho zdkona A U(BNC)=(4AUB)N(4UC)

M 4o(Bc) (x) = max{uA (x),uBmC (x)} = max{uA (x),min{uB (x),uc (x)}}

M aoB)n(auc) = MR {HAuB (x )’“Auc (x )}

= min{max{pA (x),uB (x)},max{uA (x),pc (x)}}
Pouzitim algebraickej identity

max{a,min {b,c}} =min {max{a,b} ,max{a,c}}
dostaneme, Ze vysSie uveden¢ charakteristické funkcie sa rovnaju

V(x < U)(MAU(BmC) (x) - “(AuB)m(Auc))

Tym sme dokazali, ze mnoziny AU(BNC)a(4UB)n(A4AUC) sarovnaji
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Definicia. Ak mnoZina A4 je kone¢na (obsahuje konecny pocet elementov), potom
je] mohutnost’ , ktor¢ obsahuje.

Ak mnozina obsahuje nekoneCny pocet elementov, potom jej mohutnost’ je
nekonecna,

Priklad

(a) A={x;x jecelé cislo ohranicené 1/8 < x < 17/2}
(b) A= {x je celé czslo} {0,1,4,9,16,...},

(c) A= {x =1alebo 2x” = 1} {1,—1,1/\/5,—1/\/5},
(d) A={a{a,b}.{a.b.c}},|4

(e) A={a {}{{}}} =3.

() 4={1,2,3,45,6}, B={-2,-1,0,1,2},

-8,

A=
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Enumeracia elementov v mnozinach

Jednoduchy priklad. Nech 4 a B su disjunktné mnoziny (AN B =), potom
mohutnost’ ich zjednotenia je urCend su¢tom mohutnosti jednotlivych mnozin
4w B|=|4|+|B]

A VA, UL UA|=|4|+|4,|+..+|4,

Veta. Mohutnost’ mnozZiny 4 U B je urCena formulou
|40 B|=|4|+|B|-|4 N B
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A-B ANB B-A

|4V B|=|4—B|+|B-4|+|ANB|
Mohutnost’ samotnych mnoZin 4 a B je urena takto
A|=|4-B|+|AnB
B|=|B—A|+|AnB

4u4umum=iMkf}@mﬂ+fﬂ4m4m4+m
i=1 i, j=1 i, j k=1

(,i<j) (’i<’j<k)

(_1)n+1

ANAN..NA
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Priklad

Dokazte formulu
|[4UBUC|=|4+|B|+|C|-|4nB|-|ANC|-|BNC|+|4nBNC
indukciou

AU(BUC)|=|4|+[BUC|-|An(BUC)
=|4]+(|B]+|C|~[BNC])~|(4n B)u(4NC)
44+$hkwﬂAmM+uuckKAmBywAmcm

=|4|+|B|+|C|-|AnB|-|4uC|-|BNC|+

AmAmqu
A
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Priklad

Dokazte formulu
|4, — 4,|=|4|-|4 N 4,

Dokazte formulu B
4 U 4| =N—|4,|+]|4 4]

\4u2j44h¢@-@gﬂgzu¢qN—uﬁ—4¢WU—@2
Al_;llfmAz
:Nﬂ@kpu44—4m4¢ﬂwﬂq—uﬁ{M
=N —|4,|+|4, N 4,

—Mm@D
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Priklad

Kazdy zo 100 Studentov Fakulty informatiky UGBM Studuje aspon jeden z tychto
odborov: matematika, informatika a ekonomia. Nech U je mnoZina vSetkych
Studentov FI UGBM, M je mnoZina Studentov matematiky, / je mnoZzina Studentov
informatiky a £ je mnoZina Studentov ekonomie. PocCty Studentov su urcené

tabul’kou:

Verzia: 27. 9. 2009

Studenti symbol pocet
vsetci U] | 100
matematika M| 65
informatika ] 45
ckondmia E| 42
matematika a informatika M| | 20
matematika a ekondmia IMNE|| 25
informatika a ekondmia UNE| | 15
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(1) Prvou ulohou je zistit, kolko Studentov sucasne Studuje tri odbory,
M NINE|=?

U|=|M I VE|=|M|+|I|+|E|-|M N I|-|M NE|-|I NE|+|M NI NE]|
Tato formulu nam Specifikuje pocet Studentov, ktori suCasne Studuji matematiku,

informatiku a ekonomiu
100=65+45+42—-20-25-15+|M NI NE]|

potom ‘M mImE‘ = 8.

(11) Druhou ulohou je¢ zistit, kol'’ko Studentov matematiku a informatiku, ale nie
ekonomiu, M NI NE ‘ =? Mohutnost’ mnoZiny M/ mdZeme vyjadrit’ takto

M A =|MATAE|+MNAE|=|MNINE|=—|M nINE|+|M ]|
Pouzitim predchadzajucich vysledkov dostaneme
M NINE|=—|M NINE|+|M n1|=20-8=12
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(111) Poslednou tret’ou ulohou je zistit’, kol'ko Studentov Studuje len informatiku,
ale nie matematiku a ekonomia, | M NI NE ‘ =? MnoZinu /rozlozime na Styri

disjunktn¢ podmnoZiny
7] =‘]m(M uM)m(EuE)‘ =

‘ImMmE‘+‘ImMmE‘+ ]ﬁMﬁE“l— INMNE
Platia tieto 1dentity

INMAE|=|INE|-[InMNE
INMAE|=[InM|-|[InM E]|
Dosadenim tychto vysledkov do predosleho vzt'ahu dostaneme
[|==[I "M AE|+|I NE|+|[InM|+|I "} NE)|
alebo
INMAE|=|I|+|[I "M NE|-|[INE|-|I " M|=45+8-15-20=18
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Upozornenie

- Pojem mnoZzina moze byt zovSeobecneny tak, Ze elementy mnoziny mézu byt
taktiez mnoZiny.

« Ak pristupime na tito terminoldgiu, potom je korektny vyrok
,,mnozina, ktora obsahuje vsetky mozné mnoziny*

« Russell poukazala na skutoCnost, Ze takto formulované vyroky su vnutorne
rozporné (pokuste sa rozhodnut’, ¢i taito mnozina obsahuje samu seba)

« Russell navrhol prekonat’ tato vnutornu kontradikénost’ intuitivnej tedrie mnozin
tak, Ze pojem mnoZina sa moéze pouzivat len na prvej“ urovni, t. j. ked
elementami tejto mnoziny su elementy, ktoré nemaja svoju Struktiru. Na druhej
urovni pouzival termin ,rodina mnozin®, jej elementy si mnoZiny z prve]
urovni. Na d’alSej tretej urovni mézeme hovorit’ o triede mnozin, jej elementy
su rodiny mnoZin z predchddzajucej druhej trovne.

. Vyrok , mnozina, ktord obsahuje vSetky mozné mnoziny* je nekorektny, jeho
spravna forma je ,,rodina vSetkych moznych mnozin®.
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Rodina mnozin

Nech [ = {12n} je mnozina indexov, ktora obsahuje prvych n kladnych celych

Cisel. Predpokladajme, Ze pre kazdy index i € I ma definovani mnoZinu A4;, potom
rodina mnoZin je definovana takto

A={4 iel}={4,4,,..,A4,,]
Pre rodinu mnozin A mézeme definovat’ operaciu prieniku a zjednotenie jej
mnozin

N4 =4 Nnd,n.nA4 ={xVi(xe4)

iel

U4 =4 04,0..04,={x;3i(xe4,)|

iel
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Priklad

A; = {mnozina obsahuje bindrne ret'azce, ktorych dlzka nie je vac¢sia ako i}

Verzia: 27. 9. 2009

A =4NnA4AN..NA =4

iel

Ud=40vA4,0..U4d =4

iel

Al — {091}
A, = £0,1,00,01,10,11}
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Poten¢na mnozina

@eP(A) a AEP(A)
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Priklad

A= P(4) =12}

A= {a} P(4)={D.{a }

A={ab} |P(4)={D.{a}.{b}, }

A={a,b,c} P(A):{@ a},{b}, b},{b,c},{a,c},{a,b,c}}

Poznamka. Pri praci s potenénymi mnozinami musime velmi starostlivo
rozliSovat’ medzi symbolmi € a <. Ak a € 4, potom {a} < 4 alebo {a} e P(4).

Studujme mnozinu A = {1,2, {1}} , potom potenéna mnoZina P(4) je

P(4)={@.1} 212 g {2 ) L2 ()

Pripominame, Ze elementy 1, {1} {{1}} st rozne.
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Veta. Mohutnost’ potencnej mnoZiny P(A) je urCend jednoduchym vztahom

P(4)]=2

Nech mnozina A obsahuje n elementov, A:{al,az,...,an}, kazda podmnoZina
A' < A mbdze byt uréena pomocou binarneho vektora dizky n, ak v i-tej polohe
tohto vektora je 1 (0), potom a, € A" (a, ¢ A"). Kazdd podmnozina z potencnej
mnoziny P(4) je jednoznacne Specifikovana bindrnym vektorom dlzky n. Pretoze
celkovy pocet roznych binarnych vektorov dizky n je 2", toto &islo $pecifikuje aj
mohutnost’ potenénej mnoziny, |P(A)| =2", kde |4|=n. Tento jednoduchy
vysledok viedol niektorych autorov ktomu, ze potencnii mnozinu oznacili
symbolom 2, jej mohutnost’ sa rovna oM
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Karteziansky sucin mnozin

V mnohych matematickych disciplinach alebo vich aplikdciach vystupuju
usporiadané dvojice elementov. Napriklad, komplexné CcCislo moze byt
charakterizované, ako usporiadana dvojica realnych Cisel, z = (x,y), kde x (v) je
realna (komplexnd) Cast. Zakladna relacia pre usporiadané dvojice je rovnost’
(x,y) = (x",y"), ktora plati vtedy a len vtedy, ak st si rovné ich prve a druhé Casti, x
= x" ay = y’. Tato podmienka rovnosti plati aj pre komplexn¢ Cisla, ktoré su si
rovne vtedy a len vtedy, ak sa rovnaju ich realne a imaginarne Casti.

Definicia. Mnozina X xY sa nazyva kartéziansky sucin dvoch mnozin X a ¥
vtedy a len vtedy, ak
XxY:{(x,y);xeXaer}
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Poznamky

.V pripade, Zze X =Y, potom X x X = X°.

« Ak aspon jedna z mnozin X alebo Y je prazdna mnozina, potom
a) karteziansky sucin XxY je prazdny.

« Ak mnoZiny X a Y su obe neprazdne, potom X xY =Y x X vtedy
a len vtedy, ak X =Y
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Znazornenie kartézianského sucinu pomocou
Vennovych diagramov

Nech X ={1,2} a Y ={a,b,c}, potom

XxY= {(l,a),(l,b),{l,c},(2,a),(2,b),(2,c)}

reprezentacia tohto suCinu pomocou Vennovho diagramu je znazornena

Verzia: 27. 9. 2009

TN
de

Y be

(o(la) (2.a)e
------- o(1,h) (2.b)e
o(lc) (2c)e

X1e 2

XxY
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Priklad

Nech X =[O,1] a Y =[—1,1] s uzavreté intervaly redlnych Cisel, karteziansky

suéin tychto dvoch intervalov poskytuje obdiznikovu oblast realnych &isel
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l®

-le®

S

— @

XxY
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Priklad

Nech X = {(x y); X +y° = 1} je kruZznica o polomere 1 so stredom v centre
suradnicového systému a ¥ =[0,1] je jednotkova usecka, karteziansky sucin
tychto dvoch oblasti produkuje povrch valca dizky 1 a s polomerom 1

Y
04¢ -------------
S
X
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Koncepcia usporiadanej dvojice moze byt zovSeobecnena na usporiadanu n-ticu,
pomocou kartezidnskeho su¢inu » mnoZin.

_ ! !/ ! — . _ [}
((xl,xz,...,xn)— (xl,xz,...,xn )) = Vl(xl. = xl.)

Definicia. Mnozina X, x X, x...x X sa nazyva karteziansky su€in » mnozin Xj,
X>, ..., X, vtedy a len vtedy, ak
XXX, x..xX ={(x1,x xn) xeX,x,eX,,. ., X eXn}

Ak vSetky mnoziny z kartezidnskeho suciny sa rovnaji mnozine X, potom vyraz
X, xX,x..xX je zjednoduseny na X'. Kartéziansky suc¢in mdzeme taktiez

vyjadrit’ symbolicky takto
X, x X, x.xX = XXi
i=1
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Priklad

Nech 4={1,2}, B={a,b} a C={a,B}, potom karteziansky suéin tychto mnozin
ma tvar

AxBxC={(La,a),(Lap),(1b0)(158),(2aa).(2a8)(2b0)(25B))

Priklad

Nech X, =X, =...= X, =R, kde R je mnozina realnych ¢isel. Potom R" je
mnoZzina obsahujuca n-tice realnych Cisel

R" = {(xl,xz,...,xn ) X, Xy,0.0,X, € R}

a moze byt interperetovana ako n-rozmerny linedrny priestor.

Verzia: 27.9. 2009 Priesvtika: 41




‘Xl XX, X.XxX,

=X, ||, ..

Xn

:m\l.mz.....m

n
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Dokaz vlastnosti Ax (X NY)=(AxX)N(AxY)

Nech (a,x)e Ax(XNY), potom ae4 a xe(XNY). Z posledného vyrazu
vyplyva, Ze x sa sucasne vyskytuje v X a taktiez aj v Y. Potom (a,x)e Ax X a
taktiez aj (a,x) e AxY, ¢ize (a,x)e(Ax X )N (A4xY), &o bolo potrebné dokazat.

Priklad
Nech Az{a,b}, X:{x,y} a Yz{y,z}.

I
—~~
]
<
~"
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AxX
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Mnozina ako datova Struktura v informatike

« Vmnohych aplikaciach mmnozinova datova Struktara podstatne ulahcuje
implementaciu algoritmov, ktoré su zaloZzen¢ na formalizme teorie mnozin. Ako
priklad takychto algoritmov moZze sluzit’ tedria grafov, ktorej jednoducha
a sucasne aj elegantna teoria je zaloZzena na mnozinach.

o Zakladny pristup kimplementaci datovej Struktiry mnoziny je jej
charakteristickd binarna funkcia, ktora moéze byt reprezentovana binarnym
vektorom. Maximalna dizka tohto vektora (napr. 2° = 256) $pecifikuje
maximalnu mohutnost’ implementovanej mnoziny.
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Uvazujme binarne vektory dizky 2° = 8, ktoré uréuji mnoZiny v ramci
univerzalnej mnoziny U={1,2,3.4,5,6,7,8}.

Binarny vektor (11001100)specifikuje mnozinu A={1,2,5,6}.

Ak binarny vektor obsahuje len nuly, potom mnoZina 4 =0; ak binarny vektor
obsahuje len jednotky, potom 4 = U.
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Operdcia zjednotenia mnozin AaB, C = AUB , ktoré su reprezentované

binarnymi vektormi
H, =(al,a2,...,an), Wy =(b1,b2,...,bn)

je realizovana pomocou bindrnej operacie "disjunkcie’
i =(0C0y) = (@103, ) 3 (b by )

kde

c, =max{ai,bl.}

Operdacia prieniku mnozin 4 a B, C = ANB , je realizovand pomocou binarnej

operacie 'konjunkcie’
L, n= (cl,cz,...,cn ) = (al,az,...,an ) A (bl,bz,...,bn)

kde
¢, =min{a,b,}
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Operdacia rozdielu mnozin A a B, C = A — B, je realizovana pomocou binarne;
operacie rozdielu’
w,,=(c.c.nc,)=(a,a,,..a,)—(b.b,,...b,)
kde
¢, =min{a, 1-b}

Operdacia komplementu mnoziny A, C = A, je realizovana pomocou bindrne;
operacie "komplementu’

W = (cl,cz,...,cn)z (1— a,l-a,,..1- an)

Verzia: 27. 9. 2009 Priesvtika: 48




Priklad
Definuyme dva binarne vektory diiky 8 (t. j. univerzum U={1,2,3,4,5,6,7,8})

u, =(11001111) < 4={1,2,5,6,7,8}
u, =(00011001) < B={4,5.8}
Zjednotenie AUB je urCen¢ pomocou binarnej operacie "disjunkcie’
(11001111)v(00011001)=(11011111)
Vysledny vektor $pecifikuje mnozinu C = {1,2,4,5,6,7,8}.
Prienik ANB je urCeny pomocou binarnej operacie "konjunkcie’

(11001111)A(00011001)=(00001011)

Vysledny vektor $pecifikuje mnozinu C = {5,7,8}.
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Rozdiel A—B je urCen¢ pomocou binarnej operacie ‘rozdiel”
(11001111) - (00011001)=(11000110)

Vysledny vektor Specifikuje mnozinu C = {1,2,6,7}.

Komplementy A a B si vykonan¢é pomocou operdcie negacie pre binarne vektory

u, =—(11001111)=(00110000)
u, =—(00011001)=(11100110)

Vysledné vektory reprezentuju mnoziny C =4 ={3,4} a C=B={1,2,3,6,7}.
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