2. kapitola

Teoria mnoZin I — mnoZina, operacie nad mnoZinami, mnoZinova
algebra, mohutnost’ a enumeracia, karteziansky sucin

2.1 Definicia mnoZiny

Koncepcia mnoziny patri medzi zakladné formalne prostriedky matematiky. Umoziuje
formulovat’ prehl'adnym a jednotnym spdsobom vsetky oblasti matematiky prostrednictvom
elementarnej Struktiry mnoziny a operaciami nad nou. Teodria mnozin vznikla koncom 19.
storoc¢ia hlavne zasluhou nemeckého matematika Georga Cantora (1845 — 1918). Zasluhu na
jej rozsireni ma anglicky logik a filozof Bertrand Russell (1872 — 1970), ktory objavil
vnutorné nekonzistentnosti jej intuitivnej formuldcie, ktoré boli neskdr prekonané jej
doslednou axiomatickou vystavbou. V tejto kapitole budeme prezentovat’ pdvodntl intuitivnu
(neaxiomaticka) vystavbu tedrie mnozin.

Elementarnym pojmom teérie mnozin je prvok (element), pod ktorym budeme
rozumiet’ nejaky realny alebo abstraktny objekt, pricom postulujeme, Ze objekty medzi sebou
st dobre odliSiteI'né.

Definicia 2.1. MnoZina je neusporiadany subor elementov.

Ak sa nejaké dva elementy nachadzaju v tej istej mnozine, potom musia byt od seba
odliSiteI'né; v mnozine sa neopakuje vyskyt dvoch rovnakych (neodliSiteI'nych) elementov. V
definicii mnoziny bol pouzity elementarny pojem ,subor®, ktory nebudeme blizSie
Specifikovat’. Pozorny Citatel m6ze namietat’, Ze pojem ,,subor* je vlastne len iny nazov pre
mnozinu. Tato skutoCnost’ naznacuje ,,osud“ vSetkych definicii, pomocou ktorych
Specifikujeme nové pojmy prostrednictvom inych elementarnych a intuitivne zrozumitel'nych
pojmov. Ak by sme pristapili aj k Specifikacii elementarnych pojmov vyskytujiucich sa
v definicii, potom by sme dospeli k nekonec¢nej rekurzii (opakovaniu) v definiciach, ktoré by
takto stratili prakticky vyznam a stali by sa bezcennymi formalnymi prostriedkami.

Ozna¢me mnozinu pismenom A4, potom skutocnost, ze element a patri (nepatri) do
tejto mnoziny oznac¢ime vyrazom a€ A (a ¢ A). Tento vyraz chapeme ako vyrok, ktory je
pravdivy (nepravdivy), ak element a patri (nepatri) do mnoziny 4. Poznamenajme, Ze symbol

¢ mozeme formalne definovat’ takto: x¢ 4=, —(xed).
Mnozinu mézeme Specifikovat dvoma réznymi spdsobmi: Prvy spdsob urcenia
mnoziny je zaloZeny na vymenovani vsetkych elementov, ktoré do nej patria
Az{a,b,...,u} (2.1a)

Tento spdsob je vhodny len na Specifikacie mnozin, ktoré obsahuju kone¢ny pocet elementov.
Ak by sme takymto spdsobom chceli napriklad definovat mnozinu parnych prirodzenych
¢isel, potom tento spdsob je nepouzitel'ny, pretoze parnych prirodzenych cisel je nekonecne
mnoho. Druhy sposob Specifikdcie mnoziny je zalozeny na pouziti predikdtu P(x), ktory
urcuje, C¢i element x €U patri do mnoziny 4 (predikat P(x) je pravdivy) alebo nepatri do
mnoziny A (predikat P(x) je nepravdivy)
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A={xeU,P(x)} (2.1b)
Tak napriklad, mnozina obsahujica parne nezaporné celé Cisla je definovana takto
A= {n € U;P(n)}
kde n st nezdporné celé cisla zuniverza U = {O, 1,2, } a predikat P(n) je Specifikovany
rovnostou P(n)= o Jk(n =2k), kde k je nezaporné celé &islo, alebo
Pla)= {pravda,l (n je parne éz’slo)
nepravda,Q (n je nepdarne cvz'slo)

Uvedeny druhy spdsob  S$pecifikicie mnoziny modze byt jednoducho
pretransformovany na koncepciu charakteristickych funkcii. V tomto pristupe predikat P(x) z
(2.1b) je urceny takto

P() = (1,()=1) )
kde
() :{1) (();Z)) -

Pristipme teraz  k podrobnejSej diskusii  Specifikdcie mnoZziny pomocou
charakteristickej funkcie. Uvazujme univerzum U, nad ktorym su definované vSetky ostatné
mnoziny.

Definicia 2.2. Kazd4d mnozina 4 je pomocou charakteristickej funkcie vyjadrena takto

A={xeU;p,(x)=1} (2.4)
kde charakteristicka funkcia p , (x) je zobrazenie
n,:U—{01} (2.5)

ktoré bindrne ohodnocuje kazdy element x univerza U bindrnym ¢islom p, (x) € {0,1} , ktoré

vyhovuje vlastnosti (2.3).

Pomocou charakteristickej funkcie moZeme definovat aj dve Specidlne mnoziny:
prazdnu mnoZinu O, ktorda nemd Zziadny element, @z{x,‘pg (x)zO} a univerzdalnu

mnozinu U, U = {x; py (x)= 1} , ktord je totoznd s univerzom.

Priklad 2.1. Vyjadrite mnozinu — polootvoreny interval 4 =(0,1] pomocou charakteristickej
funkcie. V tomto pripade univerzum U je totozné s mnozinou realnych Cdcisel R.
Charakteristicka funkcia p , (x) je definovana takto

ha() :{L ((?ifox !

Grafické znazornenie tejto charakteristickej funkcie je na obr. 2.1.
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Obrazok 2.1. Charakteristicka funkcia mnoziny 4, ktora je urcena ako polootvoreny interval 4 = (0,1] .
Pomocou charakteristickych funkcii mézeme definovat’ operacie nad mnozinami:

Definicia 2.3. Hovorime, Ze mnoZina A= {x iy (x)= 1} sa rovmd mnozine
B= {x T (x) = 1} , A = B, vtedy a len vtedy, ak tieto mnoziny su definované nad rovnakym

univerzom U a charakteristické funkcie oboch mnozin st rovnaké
(4=B)=,, V(xeU)(n,(x)=p,(x)) (2.6a)

Alternativna definicia vzt'ahu rovnosti medzi mnozinami 4 a B je
(4=B)=4 V(xeU)((xe 4)=(xeB))

(2.6b)
= def V(er)((xeA:xeB)/\(xeB:xeA))

Definicia 2.4. Hovorime, Ze mnoZina A= {x S, (x) = 1} je podmnozinou mnoziny
B= {x sHy(x)= 1} , o piSeme 4 < B, vtedy a len vtedy, ak kazdy element z mnoZiny A patri
aj do mnoziny B

AcC B=,, ‘v’(er)((MA(x)zl):(uB(x)zl)) (2.7a)

Alternativna definicia podmnoziny je
AcB=,, V(er)((xeA):(xeB))

V pripade, ze 4 # B, potom formula A < B sa prepiSe do tvaru 4 < B. Hovorime, ze A4 je
vlastnou podmnoZinou B , ak A c B a A # J. Rovnost’ medzi mnozinami 4 = B plati vtedy
alen vtedy, ak (4 B)A(Bc 4).

Definicia 2.5. Hovorime, ze mnozina AU B je zjednotenie mnoZin A a B, vtedy a len vtedy,

ak
AUB=,, {x;(x € A)v (x € B)} = {x,‘uAuB (x) = 1} (2.82)
kde
Wop (%) = max{p, (x). 1, (x)} (2.8b)
Definicia 2.6. Hovorime, ze mnozina 4N B je prienik mnoZin A a B, vtedy a len vtedy, ak
AnB=,, {x;(x ed)n(xe B)} = {x,‘uAﬁB (x)= 1} (2.9a)
kde
Wns (%) =min{p, (x).1, (x)} (2.9b)

Definicia 2.7. Hovorime, ze mnozina A je doplnok mnoziny A (vzhladom k univerzu U),
vtedy a len vtedy, ak
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(2.10a)
kde
(2.10b)

Poznamenajme, Ze plati jednoduchd ekvivalencia (xéA)E(xe Z), t. j. element x nie je

z mnoziny A prave vtedy a len vtedy, ak patri do komplementu A .

Definicia 2.8. Hovorime, ze mnozina 4 — B (alebo A \ B) je rozdiel mnoZin (relativny
doplnok mnoZin) A a B, vtedy a len vtedy, ak

A-B=, {x;(xe d)n(xeB)}={xipn, ,(x)=1) (2.11a)

kde
uAfB(x):min{uA(x),l—uB(x)} (2.11b)

J ;. v , I r ’ 1

Takto definované operacie nad mnozinou U su znazornené pomocou Vennovych

diagramov (pozri obr. 2.2), ktoré reprezentuju rozsireny sposob vizualizacie mnozinovych
operécii a ich formal.

A

AcB

ANB

AUB

A

B

C

D

Obrazok 2.2. Znazomenie zakladnych operacii nad mnoZinami pomocou Vennovych diagramov. Na tychto
diagramoch obdiznikova oblast’ znazorfiuje univerzum U, kde mnoziny 4 a B su podmnoziny univerza. Diagram
A znédzoriuje relaciu ,,podmnozina“ AcB, ked mnoZzina — oblast’ 4 celd lezi v mnozine — oblasti B. Diagram B
znazornuje operaciu ,,prienik ANB, kde vysrafovana oblast’ reprezentuje prienik mnozin 4 a B. Porovnanim
diagramov A a B zistime, Ze ak AcB, potom ANB = 4. Diagram C znizorfiuje operdciu zjednotenia mnoZin
A a B, vySrafovana je oblast’, ktor4 sa nachddza v mnozine 4 alebo v mnozine B. Diagram D znézoriluje operaciu
doplnok mnoziny 4 vzhl'adom k univerzu U. Diagram E znazorfiuje rozdiel mnozin 4 a B, vysrafovana je oblast,
ktora sa nachadza v 4 a suCasne sa nenachadza v B.

Tabulka 2.1 obsahuje zakladné formuly pre mnozinové operacie, ktoré tvoria tzv.
algebru teorie mnoZin. Kazda formula z tejto tabul’ky méa pomerne jednoduchu vizualizaciu
pomocou Vennovych diagramov, ktoré v mnohych textoch o teérii mnozin sluzia aj ako
podklad pre dékaz ich korektnosti, pozri obr. 2.3.

Tabulka 2.1. Formuly tedrie mnozin

vlastnost’ formula tedrie mnoZzin
k tati ¢ ANB=BnNnA
omutativnos AUB=BUA
. AN(BNC)=(ANB)NnC
asociativnost AU(BUC)z(AuB)uC
o AN(BUC)=(ANB)u(ANC)
distributivnost Au(BmC):(AuB)m(AuC)

! John Venn (1834-1923) je anglicky matematik, ktory sa zaslazil o d’al3i rozvoj Boolovych algebraickych sndh
formalizovat’ vyrokovu logiku.
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De Morganove vztahy ANB=AUB

AUB=A4ANB
idempotentnost’ ANA=A4, AVA=A4
identita ANU =4, AuD=A4
absorpcia AN =0, AuU =U
involucia d=4
zakon vyluéenia treticho | 44 =U
zakon sporu ANA=O
rozdiel mnozin A-B=ANB

distributivne zékony pre An(B-C)=(4nB)~(4
rozdiel AU(B-C)=(4uUB)-(4

(4U B)N(4U C)
3 B

~[&

AU B

N D C
@ aa

Obrazok 2.3. Verifikacia korektnosti formuly 4U(BNC)=(4AUB)N(AUC). Prostredny Vennov diagram
je zostrojeny dvoma roznymi nezavislymi spdsobmi, v oboch pripadoch dostavame ten isty vysledok.

Na obr. 2.3 je znazornena verifikacia formuly 4U(BNC)=(4AUB)N(4AUC)

pomocou Vennovych diagramov. Llavd a prava strana tejto formuly reprezentujii rézne
pristupy ku konstrukcii Vennovho diagramu, v oboch pripadoch dostavame ten isty vysledok,
¢ize verifikovana formula je korektnd. Tento postup moZeme ,,algebraizovat™ podobnym
Stylom, ako sa pocitaju pravdivostné hodnoty formul vyrokovej logiky. Na obr. 2.4 je
oznacenych 8 oblasti v univerze U, ktoré bud’ lezia alebo nelezia v mnozinach 4, B a C. Tak
napr. oblast’ 5 je taka, Ze existuje element, ktory sa sucasne nachadza v mnozinach 4 a C,
a nenachadza sa v mnozine B. Formula je korektna vtedy a len vtedy, ak pre kazdu oblast’ obe
strany formuly davaji rovnaky vysledok, pozri tab. 2.2. V tejto tabulke je kazdy riadok
priradeny jednej z 6smich oblasti na obr. 2.4. Binarne hodnoty v jednotlivych riadkoch
reprezentujii skutoc¢nost’, ¢i pre dani oblast’ existuje taky element, ktory je v oblasti
$pecifikujiicej dany stipec. Tak napriklad, 6smy stipec v tabulke 2.2 obsahuje binarne
elementy, ktoré Specifikuju, ¢i 4UB a AUC obsahuju spolocny element. Pri vytvarani
tabulky plati princip kompozicionality, t. j. ohodnotenie zlozitejSich vyrazov je vytvarané
pomocou ich jednoduchsich zloziek.
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Obrazok 2.4. Vyznacenie jednotlivych oblasti v mnozine univerza U. Oblast’ 1 obsahuje elementy, ktoré nie st
obsiahnuté v mnozinach 4, B a C. Oblast’ 2 obsahuje elementy, ktoré su obsiahnuté v mnozine A4, ale nie st
obsiahnuté v mnozinach B a C. Podobnym spésobom mé6zu byt’ charakterizované ostatné oblasti 3, 4, ..., 8.

TabuPka 2.2. Tabul’kova metoda pre verifikaciu formul tedrie mnozin

oblast |4 | B|C| AUB | 4UC | BAC | (AUB)N(4UC) | 4U(BAC)
1 _Jofofo] o 0 0 0 0
2 [t]oJo] 1 1 0 1 1
3 [t[t]o] 1 1 0 1 1
4 [ol1]o] 1 0 0 0 0
5 [t]olt] 1 1 0 1 1
6 [ttt ] 1 1 1 1 1
7 Jolr]t] 1 1 1 1 1
8§ Jolol1i] o 1 0 0 0

Priklad 2.2. Pomocou tabulkovej metody verifikujte korektnost De Morganovych formul
(AUB)=ANB a(ANB)=AUB.

A|B| AUB | 4|B| AnB | 4UB | AnB | 4nB | AUB
010 0 1|1 0 1 1 1 1
0|1 1 110 0 0 0 1 1
110 1 0]1 0 0 0 1 1
1|1 1 0]0 1 0 0 0 0
Priklad 2.3. Dokazte De Morganovu formulu (A U B) =ANB
B (X) =T=p 0 (x) = 1= MX{HA( ) (x)} (2.12a)

[T
[V (x)zmm{l ) 1—p, (x } (2.12b)
Pouzitim algebraickej identity”
l—max{a,b} = min{l—a,l—b}
dokazeme, ze formuly (2.12a-b) su totozné pre 'ubovol'né charakteristické funkcie, Cize plati
‘v’(er) (“m (x)zuzﬁg (x)) (2.13)

Pouzitim podmienky (2.6a) dostaneme, ze mnoziny (A , B) a AN B sanavzajom rovnaji.

Priklad 2.4. Dokazte distributivnu formulu 4U(BNC)=(4UB)n(AUC).

Hyo(snc) (x) = max{uA (x),uBmC (x)} = max{uA (x),min{uB (x),uc (x)}}
Haos)n(aoc) = min{uAuB (x),uAUc (x)} = min{max{uA (x),uB (x)} ,max{uA (x),uc (x)}}

? Ktora sa jednoducho dokéze pouzitim metody vymenovania pripadov z kapitoly 1.4.
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Pouzitim algebraickej identity (pozri priklad 1.13)
max{a, min {b, c}} =min {max {a,b} ,max {a,c}}
dostaneme, Ze vysSie uvedené charakteristické funkcie sa rovnaju
V(x € U)(“Au(ﬁmc) (x) = M(Aus)m(Auc))
¢ize sa rovnaju aj mnoziny, ktoré uréuji, AU(BNC)=(4AUB)N(4UC).

Priklad 2.5. Dokazte distributivne zakony pre rozdiel mnozin.

K dokazu pouzijeme formulu z Tabulky 2.1 pre rozdiel mnozin, A—B = AN B . Pristapime
k dokazu prvej formuly 4N (B -C ) = (A NB ) - (Z uC ) , upravime jej l'avua a pravu stranu
AN(B-C)=An(BNC)=4nBNC
(4nB)-(4uC)=(4nB)N(A4UC)=(4nB)"(ANC)=ANBNC
Tymto sme dokazali, Ze 'ava a prava strana su si rovne, Cize plati prvy distribucny zakon pre
rozdiel mnozin. Uplne analogickym spdsobom dokaZzeme aj platnost druhej formuly
AU(B-C)=(A4UB) —(Zﬂ C) , pomocou vztahu A—B=ANB upravime lava a prava
stranu
AU(B-C)=4U(BNC)=(4UB)n(4UC)

(A4UB)~(4NC)=(4UB)N(ANC)=(4UB)N(4UC)
Podobne ako aj v predchadzajiicom dokaze, l'ava a prava strana su si rovné, ¢ize plati aj druhy

distributivny zakon pre rozdiel mnozZin.

Ak mnozina A4 je konecnd (obsahuje konecny pocet elementov), potom jej mohutnost’
(kardinalita), oznacena |A , je pocet elementov, ktoré obsahuje. V pripade, Ze mnozina 4 nie

A|=oo.

je konec¢na, potom jej mohutnost’ je nekonecna,

Priklad 2.6. Aka je mohutnost’ mnozin?
x je celé cislo ohranicené 1/8 < x < 17/2} , A| =8,
(b) A={x:\x jecelé cislo| ={0,1,4,9,16,..} , || =0,

{
{
(¢) A={x;x* =1alebo 2x* =1} = {1,-1,)/N2,-1/12],
{
{

A|=4,
(d) 4={a,{a,b} {a,b.c}},|4]=3,

(©) A={a{a},{{a}}}, |4]=3.

() 4=1{1,2,3,45,6}, B={-2,-1,0,1,2},

A-B|=4.

2.2 Enumeraicia elementov v koneénych mnoZinach
V réznych aplikaciach teoérie mnozin vystupuje do popredia problém enumeracie elementov

danej konec¢nej mnoziny, ¢ize aka je mohutnost’ danej mnoziny. Poznamenajme, Ze v tejto
kapitole sa budeme zaoberat’ len kone¢nymi mnozinami. Nech 4 a B su disjunktné mnoziny
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(ich prienik je prazdna mnozina, AN B =), potom mohutnost’ ich zjednotenia je urcend
stuc¢tom mohutnosti jednotlivych mnozin
|4U B|=|4|+|B| (2.14a)

Tento vysledok moze byt jednoducho zovseobecneny pomocou matematickej indukcie na
mohutnost’ zjednotenia n vzajomne disjunktnych mnozin

|40 A, 0. U4 |=|A|+|4|+..+|4, (2.14b)
Zovseobecnenie formuly (2.14a) pre mnoziny, ktoré maju neprazdny prienik (nedisjunktné
mnoziny) je Specifikované vetou

Veta 2.1. Mohutnost’ mnoziny AU B je urcena formulou
|4UB|=|4|+|B|-|4n B| (2.15)

A B

A-B ANB B-A4

Obrazok 2.5. Rozklad mnoZin 4 a B na tri disjunktné podmnoziny: A-B, B—4 a ANB .

Formulu (2.15) l'ahko dokazeme pomocou rozkladu mnozin 4 a B na disjunktné
podmnoziny, pozri obr. 2.5, potom pouzitim (2.14) dostaneme

|40 B|=|A-B|+|B—A|+|AnB]|
Mohutnost’ samotnych mnozin 4 a B je ur¢ena takto
|4|=|4-B|+|4AnB|
|B|=|B—4|+|ANB|
Kombinaciou tychto troch formul dostaneme vzt'ah (2.15).

Podobne ako pre (2.14a), formula (2.15) moze byt zovSeobecnena pre mohutnost
zjednotenia 3 mnoZzin

|4UBUC|=|4+|B|+|C|-|4nB|-|ANC|-|BAC|+|4nBNC]| (2.16)

Formulu (2.15) l'ahko zovseobecnime indukciou na

:§1|Ai|_

n

AUAd .. UA
| 1 2 n

4,1 4|+ Z ERQVNaVAES
/ ,

b= ik 2.17)

(i<Jj) (i<j<k)

()" 4 n4 .04

Priklad 2.7. Kazdy zo 100 Studentov Fakulty informatiky UGBM S$tuduje aspon jeden
z tychto odborov: matematika, informatika aekondomia. Nech Uje mnozina vSetkych
Studentov FI UGBM, M je mnozina Studentov matematiky, /je mnozina Studentov
informatiky a £ je mnozina Studentov ekonomie. Pocty Studentov st ur¢ené tabul’kou:

Studenti symbol | pocet
Vsetci |U] 100
matematika |M] 65
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informatika 1] 45
ekondémia |E| 42
matematika a informatika | [MnJ] | 20
matematika a ekondmia IMNE| | 25
informatika a ekonomia INE| | 15

(i) Prvou ulohou je zistit, kolko Studentov sicasne Studuje tri odbory, [M NI mE|:‘?

Pouzitim formuly (2.16) dostaneme

U|=|M oI UE|=|M|+|I|+|E|-|M A I|-|M NE|-|I " E|+|M NI N E|
Tato formulu nam Specifikuje pocet Studentov, ktori sucasne Studuji matematiku, informatiku
a ekonémiu

100 =65+45+42-20-25-15+|M N1 N E|
potom [M NI NE|=8.

(i1)) Druhou tlohou je zistit, kolko Studentov Studuje matematiku a informatiku, ale nie
MAINE ‘ = ? Mohutnost’ mnoziny M/ moézeme vyjadrit’ takto

ekonomiu,
M A I|=|M AT AE[+|M AT AE|=|M A TAE|==|M A TAE[+|M A1
Pouzitim predchadzajucich vysledkov dostaneme
M AT AE|==|M NI AE|+|M ~1|=20-8=12
(ii1) Poslednou, tretou ulohou je zistit, kol'ko Studentov Studuje len informatiku, ale nie
matematiku a ekondémiu,

MANINE ‘ = ? Kardinalitu mnoziny / rozloZime na $tyri Casti
|I|:‘1m(MuA7)m(EuE)‘=
|ImMmE|+|]mMmE|+|ImA7[mE|+|]m]\7ImE
Platia tieto identity
[IAM AE|=|INE|-[InM NE]|
[[AM AE|=|IAM|-|IAM NE]|
Dosadenim tychto vysledkov do predoslého vzt'ahu dostaneme
| ==|1nM mE|+|ImE|+|ImM|+‘ImA7I mE‘
alebo
[[AM AE|=|I|+[InM N E|-[INE|-|[InM|=45+8-15-20=18

Pojem mnozina moze byt zovSeobecneny tak, ze elementy mnoziny mozu byt taktiez
mnoziny (pozri priklad 2.6, zadanie d, e). Ak pristipime na tito terminoldgiu, potom je
korektny vyrok ,,mnozZina vsetkych moznych mnozin, ktoré neobsahuju samy seba ako prvky*.
Oznacme tito mnozinu M, potom obsahuje také mnoziny A4 pre ktoré plati 4 ¢ A, formalne

M = {A;A & A}. Russell bol prvy, ktory pociatkom 20. storo¢ia poukazal na skutocnost’, Ze

takto formulované vyroky st vnutorne rozporné. Polozme si otazku, ¢i tito mnozina obsahuje
samu seba, M € M ?. Nech plati M € M , potom podl'a definicie musi platit M ¢ M . Nech
plati M ¢ M , potom vsak z definicie vyplyva taktiez M € M . Tieto dva zavery (implikacie)

mozeme spojit’ do jednej ekvivalencie, (M eM)= (M gM ) , ¢o je evidentnd kontradikcia.

Russell navrhol prekonat’ tito vnitornu kontradikénost’ intuitivnej teérie mnozin tak, ze
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pojem mnozina sa mdze pouzivat’ len na ,prvej” urovni, t. j. ked’ prvkami tejto mnoziny su
elementy, ktoré nemaju svoju Struktiru. Na druhej urovni pouzival termin ,,rodina mnozin®,
jej prvky st mnoziny z prvej urovne. Na d’alSej tretej irovni mézeme hovorit’ o triede mnozin,
jej prvky st rodiny mnozin z predchadzajucej druhej urovne. Tymto spdsobom vyrok
»,mnozina, ktora obsahuje vSetky mozné mnoziny“ je nekorektny, jeho spravna forma je
,rodina vSetkych moznych mnozin®, potom uz mame (hlavne zasluhou vhodnej terminolédgie)
odstraneny zmieneny paradox, ktory svojho ¢asu zohral fundamentalnu ulohu v tedrii mnozZin.
Iny sposob prekonania paradoxov Russellovho typu je doslednd axiomatizacia tedrie mnozin.

Nech [ ={1,2,...,n} je mnozina indexov, ktorda obsahuje prvych n kladnych celych

¢isel. Predpokladajme, Zze pre kazdy index ie/ ma definovani mnozinu 4;, potom rodina
mnozin je definovana takto

A={4 iel}={4,4,..4} (2.18)
Pre rodinu mnozin .4 mézeme definovat’ operaciu prieniku a zjednotenia jej mnozin
N4 =4 NA,N..NA ={x xeA, prekazdéicl| (2.19a)
iel
Ud =404, 0...04, ={x; x4, prenejaké i<} (2.19b)

iel

Priklad 2.8. Nech / = R, t. j. mnozina indexov je totoZna s mnoZinou realnych cCisel a nech
A, = {(xkx) xe R}
kde k € R . Geometricka interpretdcia mnoziny A; je priamka so smernicou k, ktora prechadza

stredom stradnicového systému, pozri obr. 2.6. To znamena, Ze prienik mnozin Ay je
jednoprvkova mnozina, ktora obsahuje stred suradnicového systému

04 ={(00)]

Zjednotenie tychto mnoZzin ndm dava cell rovinu bez osi o, doplnent o stred suradnicového
systému (pozri obr. 2.6)
A4 =3{(x,y);x,yeRax=0;U (0,0
U4, ={(xy)xy jui(0.0)]
A A,

Obrazok 2.6. Vytienovana oblast’ zndzoriiuje zjednotenie vSetkych mnozin 4, , ktoré reprezentuje cela rovinu,
z ktorej je odstranena os oy, plus pociatok suradnicového systému (0,0). MnozZina 4, je reprezentovana priamkou

y=kx.

Definicia 2.9. Mnozina P(4) sa nazyva potenéna mnozina vzhladom k mnozine (alebo

jednoducho, mnoziny) 4 vtedy a len vtedy, ak obsahuje vsetky mozné podmnoziny mnoziny
A

P(4)={B;Bc 4) (2.20)
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Potencnd mnozina obsahuje prazdnu mnozinu & a taktiez aj mnozinu A4, pretoze obe tieto
mnoziny s podmnoZzinou mnoziny 4. Vlastnosti potenénej mnoziny su uréené vetou

Veta 2.2. Potenéna mnoZina P(4) spiiia tieto vlastnosti

(A= B)=(P(4)=P(B)) (2.21a)
P(4)UP(B)c P(AUB) (2.21b)
P(4)NP(B)="P(ANB) (2.21c¢)

Dokazeme ekvivalenciu (2.21a), musime dokdzat’® dve nezavisle implikacie
(4= B)=(P(4)=P(B)) a (P(4)=P(B))=(4<B).

(1) Predpokladajme, ze A< B, nech X e P(A) , potom X < A. Pretoze predpokladame
platnost 4 < B, potom musi platit aj X < B, tedaaj X € P(B) . Tymto sme dokazali, Ze z
predpokladu A4 < B je odvoditel'na implikacia (X € P(A)):> (X € P(B)) , Z ¢oho priamo
plynie P(A) c P(B) .

(2) Predpokladajme, ze P(A) c P(B) , pretoze A e P(A), potom z predpokladu vyplyva, ze
musi platit’ aj 4 P(B), o je mozné len vtedy, ak 4 B.

Dokaz vzt'ahu (2.21b) bude spocivat’ v dokaze implikacie
Xe (P(A) v P(B)) = X € P(AU B). Predpokladajme X € P(4)UP(B), potom

(XeP(A))v(XeP(B)):(XgA)v(XgB):
Xc(AuB)=XeP(AUB)
Tymto sme dokézali P(A)UP(B)c P(AUB).

Dokaz formuly (2.21c) je podobny poslednému dokazu (v tomto pripade sa jedna
0 mnoZzinovu rovnost, t. j. musime dokazat’ dve implikacie p =g a g = p).

Priklad 2.9. Niekol’ko ilustracnych prikladov potencnych mnozin:
(a) A=, P(4)={D},

(b) A= {a}, P(4)={D.{a}},
(c) 4={ab}, P(4)={@.{a}.{b}.{a }},
(d) 4= {a,b,c}, 73 ={ {a {b ab} {b,c},{a,c},{a,b,c}}.

Priklad 2.10. Pri praci s poten¢nymi mnozinami musime vel'mi starostlivo rozliSovat’ medzi
symbolmi € a c. Ak aed, potom {ajc A alebo {a}eP(4). Studujme mnozinu

A= {1,2,{1}} ,potom le 4 a {l} e 4, preto {1} € P(A4) a taktieZ aj {{1}} e P(A). Potentna
mnoZina P(4) je

P(4)={@.u}. 21 {{h{u2) L {2 4] 2 ()

Pripominame, ze elementy 1, {1} a {{1}} st r6zne. Prvy element z tejto trojice je Cislo, druhy
element je mnozina sjednym elementom — Cislom atreti element je mnozina sjednym
elementom — mnozinou, ktora obsahuje ¢islo 1.
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Zostrojme postupnost’

Ll i i g e

kazdy element (s vynimkou prvého elementu) tejto postupnosti je mnozina, ktora obsahuje
predchadzajtici element. Tato vlastnost’ rekurentnosti moze byt pouzita na definiciu n-té¢ho
¢lena postupnosti

X, =1 a X, ={X,}, pren=123..

Veta 2.3. Mohutnost’ potencnej mnoziny P(4) kone¢nej mnoziny 4 je ur¢end jednoduchym

vztahom
[P(4)=2" (2.22)

Tento vysledok pre mohutnost’ poten¢nej mnoziny sa 'ahko dokdze pomocou nasledujiicej
uvahy: Nech konetnd mnoZina A obsahuje n elementov, A4={a,a,,..a,}, kazda
podmnozina A'c A moze byt charakterizovand pomocou charakteristickej funkcie —
binarneho vektora dizky n. Ak v i-tej polohe tohto vektora je 1 (0), potom aed (aed).

To znamend, Ze kazda podmnozina z potenénej mnoZiny P (4) je jednoznacne $pecifikovana

binarnym vektorom diZky n. PretoZze v kazdej polohe binarneho vektora st pripustné len dve
hodnoty (1 a 0), potom celkovy pocet roznych binarnych vektorov dlzky n je 2", toto ¢islo

Specifikuje aj mohutnost’ potencnej mnoziny, |73(A)|=2”, kde |A|=n. Tento jednoduchy

vysledok viedol niektorych autorov k tomu, Ze potenénii mnozinu oznaéili symbolom 27, jej
mohutnost’ sa rovna 2.

2.3 Karteziansky su¢in mnoZzin

V mnohych matematickych disciplinach alebo vich aplikdciach vystupuju usporiadané
dvojice elementov. Tak napriklad, komplexné CcCislo moéze byt charakterizované ako
usporiadana dvojica realnych Cisel z = (x,y), kde x (y) je redlna (komplexna) Cast’. Zakladna
relacia pre usporiadané dvojice je rovnost’: (x,y) = (x",y"), ktora plati vtedy a len vtedy, ak st
si rovné ich prvé a druhé Casti, x =x" a y =y’. Tato podmienka rovnosti plati aj pre komplexné
Cisla, ktoré st si rovné vtedy a len vtedy, ak sa rovnaji ich realne a imaginarne Gasti. Dal§im
ilustratnym prikladom pouzitia usporiadanej dvojice v matematike je Specifikacia bodu
leziaceho v rovine, ktory je taktiez plne ur¢eny usporiadanou dvojicou (x,y) svojich suradnic.
Dva body (dve usporiadané dvojice) A=(x,y) a B=(x",y") st rovné vtedy a len vtedy, ak sa
rovné ich siradnice, x=x"ay=y".

Definicia 2.10. MnozZina X xY sa nazyva karteziansky sucin’® dvoch mnoZin X a Y vtedy
a len vtedy, ak

Xsz{(x,y);xeXaer} (2.23)

? Pomenovanie je po francuzskom matematikovi a filozofovi René Descartesovi (1596 — 1650), ktory sa poklada
za zakladatel'a analytickej geometrie. Je tvorcom koncepcie ortogonalneho stradnicového systému, v ktorom je
bod charakterizovany usporiadanou dvojicou suradnic — realnych Cisel. Tato ,,matematizacia® geometrie sa
poklada za jeden z najvacsich tispechov matematiky 17. storoCia, ktory umoznil, okrem iného aj Leibnizovi
zaviest pojem derivécie funkcie ako smernicu doty¢nice ku grafu funkcie.
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o(la) (2ae

....... > o(1,h) 2b)e | XXY

o(le) (20 e

Xle ‘ 20
Obrazok 2.7. Znazornenie kartezianskeho sti€¢inu pomocou Vennovych diagramov.
V pripade, ze X = Y, potom X x X = X°. Poznamenajme, Ze ak aspoii jedna z mnozin
X alebo Y je prazdna mnoZina, potom aj karteziansky st€in XxY je prazdny. Ak mnoziny X
a Y st obe neprazdne, potom X xY =Y x X vtedy alen vtedy, ak X =Y (tato vlastnost’ je

priamym doésledkom podmienky rovnosti, (x,y) = (x’,y"), medzi dvoma usporiadanymi
dvojicami).

Priklad 2.11. Nech X = {1,2} aYs= {a,b,c} , potom

XxY ={(La).(1b).(Lc).(2.a).(2.b).(2.c)}

reprezentacia tohto sic¢inu pomocou Vennovho diagramu je znazornena na obr. 2.7.

Priklad 2.12. Nech X =[0,1] a Y =[-1,1] si uzavreté intervaly redlnych &isel, karteziansky

stéin tychto dvoch intervalov mdze byt zndzorneny pomocou obdiznika na obr. 2.8.

l®

Y XxY

-le

0 X 1

Obrizok 2.8. Znazornenie kartezianskeho su¢inu dvoch usediek X a Y, vysledna oblast je obdiznik.

Priklad 2.13. Nech X = {(x y),' X+t = 1} je kruznica o polomere 1 so stredom v centre

suradnicového systému a Y :[0,1] je jednotkova usecka, karteziansky sucin tychto dvoch

oblasti produkuje povrch plasta valca dizky 1 a s polomerom 1, pozri obr. 2.9.
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X
Obrazok 2.9. Znazornenie kartezianskeho sti¢inu kruznice X a usecky Y, vysledna oblast’ je valcova plocha.

Koncepcia usporiadanej dvojice moze byt zovSeobecnena na usporiadanu n-ticu,
pomocou kartezidnskeho sifinu n mnoZin. Hovorime, Ze dve n-tice (x,x,,...x,) a

(x],x;,...,x,) sa rovnaju vtedy alen vtedy, ak sG rovné ich zloZky, x, =x/, x,=x,, ...,

n

o
'xn - xn .

Definicia 2.11. Mnozina X, x X, x...x X, sa nazyva karteziansky su¢in » mnozin X, Xo, ...,
X, vtedy a len vtedy, ak
X\ xX,x.xX, = {(xl,xz,...,xn); xeX,x,eX,,. ., x, € Xn} (2.24a)

Karteziansky suc¢in mozeme taktiez vyjadrit’ symbolicky takto

X xX,x.xX, =XX, (2.24b)
i=l1
Ak vsSetky mnoziny zkartezianskeho sO¢inu sa rovnaji mnozine X, potom vyraz
X, x X, x..x X, je zjednoduSeny na X".

Priklad 2.14. Nech 4={1,2}, B={a,b} a C={a,B}, potom Kkartezidnsky sugin tychto
mnozin ma tvar

AxBxC={(La,a),(Lap),(1b,0).(L5,8).(2.a.a),(2aB),(2.b,a).(258)

Priklad 2.15. Nech X, =X, =..=X, =R, kde R je mnozina redlnych ¢&isel. Potom R" je
mnozina obsahujuca vsetky n-tice realnych Cisel
R" ={(x.%,,....x,); X,,%,,...x, € R}

a méze byt interpretovana ako n-rozmerny linedrny priestor.

Veta 2.4. Mohutnost kartezianskeho stc¢inu X xY dvoch koneénych mnozin X aY s
mohutnost’ami,

X | =m a |Y | = n, sa rovna suc¢inu mohutnosti jej zloziek

|X><Y|=|X|-|Y|=m-n (2.25a)
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Tento vysledok méze byt jednoducho zovseobecneny indukciou na n-nasobny karteziansky
sucin kone¢nych mnozin
X, ><X2><...><Xn|=|X1|-|X2|~...-|Xn|=ml My .M

kde m; je mohutnost’ mnoziny X;.

(2.25b)

n

Veta 2.5. Karteziansky st¢in mnoziny A4 s prienikom alebo zjednotenim dvoch mnozin X a Y
vyhovuje podmienkam distributivnosti

Ax(XNY)=(AxX)N(AxY) (2.26a)
(XNY)xA=(XxA)N(YxA) (2.26b)
Ax(XUY)=(AxX)u(4xY) (2.26¢)
(XUY)xA=(XxA4)u(YxA) (2.26d)

Dokazeme prvl rovnost’ (2.26a), ostatné sa modézu dokazat' analogickym sposobom. Nech
(a,x)e Ax(X NY), potom aeAd a xe(XNY). Z posledného vyrazu vyplyva, Ze x sa

sucasne vyskytuje v X a taktieZ aj v Y. Potom (a,x)e Ax X a taktieZ aj (a,x)e AxY, Cize
(a.x)e(AxX)N(A4xY), ¢&m  sme  dokdzali  Ax(XNY)c(AxX)N(A4AxY).
Predpokladajme, Ze (a,x)e(AxX)N(AxY), potom (a,x)e(4AxX) a (a,x)e(4AxY).
Tieto dva vzt'ahy moZeme prepisat’ takto: ae 4 a xe X NY , alebo (a,x)e Ax(X NY), &im
sme dokazali (AxX)N(AxY)c Ax(X NY). Spojenim tychto dvoch relacii inklizie

dostaneme dokazovani rovnost’ Ax(X NY)=(A4xX)N(A4xY), o bolo potrebné dokazat.

Priklad 2.16. Nech Az{a,b,c} , Xz{x,y,z} a Yz{y,z,t}.

Ak porovname pravé strany obidvoch vyrazov, dostaneme, ze l'avé strany st si rovné, t. j.
plati (2.26a). Podobnym sposobom mdzeme verifikovat’ formuly (2.26b-d).

Veta 2.6. Pre 'ubovolné tri mnoziny 4, B a X plati implikacia

(A< B)=((4xX)c(BxX)) (2.27a)
Ak X je neprazdna mnoZina, potom
(4xX)=(BxX))= (A< B) (2.27b)

Dokaz tejto vety je pomerne jednoduchy, a preto ho prenechame pozornému Citatel'ovi.
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2.4. Mnozina ako datova Struktara v informatike

V mnohych aplikaciach mnozinova datova Struktira podstatne ulahcuje implementaciu
algoritmov, ktoré si zalozené na formalizme teérie mnozin. Ako priklad takychto algoritmov
mobze sluzit’ teéria grafov, ktorej jednoducha a sucasne aj elegantna teodria je zaloZend na
mnozinach. Mnohé algoritmy teoérie grafov (napr. problém obchodného cestujiiceho) patri
medzi zakladné algoritmy, preto je dolezité, hlavne z pedagogickych dévodov, mat’ moznost’
vyuzivat’ datovu Struktiru mnoziny pre zjednodusenie a sprehl'adnenie tychto algoritmov.

Zéakladny pristup k implementécii datovej Struktiry mnoziny je jej charakteristickd
binarna funkcia, ktord moZe byt reprezentovana bindrnym vektorom. Maximalna dizka tohto
vektora (napr. 2° = 256) $pecifikuje maximalnu mohutnost’ implementovanej mnoZiny. Pre
jednoduchost uvazujme binarne vektory dizky 2° = 8, ktoré uruji mnoZiny v ramci
univerzalnej mnoziny U={1,2,3,4,5,6,7,8}. Tak napr. binarny vektor (11001100)
Specifikuje mnozinu 4={1,2,5,6}. Ak binarny vektor obsahuje len nuly, potom mnoZina
A= ; v opacnom pripade, ak binarny vektor obsahuje len jednotky, potom 4 = U. Pomocou
binarnych vektorov mézeme pomerne jednoducho vykondvat algebraické operacie nad
mnoZinami.

(1) Operacia zjednotenia mnozin Aa B, C = AUB , ktoré su reprezentované binarnymi
vektormi

u,=(a.a,,..4a,)

[T =(b1,b2,...,b”)
je realizovand pomocou bindrnej operacie ‘disjunkcie”
wos =(¢n6ne,) =(a1,a5,.0a, ) v (b,by,....0,)
kde
¢, =max{a,b,}

(2) Operacia prieniku mnozin A a B, C = ANB , je realizovana pomocou binarnej operacie
"konjunkcie’
W =(c.00nc,)=(a,.a,,...a,) A (b.b,,...b,)
kde
¢, =min{a,b,|

(3) Operdcia komplementu mnoziny A, C= A, je realizovand pomocou unarnej operacie
"komplementu’
n;=(c.cpenc,)=(1-a.l1-a,,..,1-a,)

Priklad 2.17. Definujme dva binarne vektory dizky 8 (t. j. univerzum U={1,2,3,4,5,6,7,8})

n,=(11001111) a p, =(00011001), ktoré reprezentuji mnoziny A={1,2,5,6,7,8} a

B={4,5,8}. Nad mnozinami 4 a B vykoname zékladné operdcie pomocou binarnych operacii

nad vektormi. Zjednotenie AUB je urc¢ené pomocou binarnej operacie "disjunkcie’
(11001111)v(00011001)=(11011111)

Vysledny vektor Specifikuje mnozinu C = {1,2,4,5,6,7,8}. Podobnym spdésobom mébzeme

vykonat’ aj operaciu prieniku AnB pomocou operacie 'konjunkcie” pre binarne vektory
(11001111)A(00011001)=(00001001)
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Vysledny vektor 3pecifikuje mnozinu C = {5.8}. Komplementy 4 a B si zostrojené
pomocou operacie negacie binarnych vektorov
n, =—(11001111)=(00110000)

=—(00011001)=(11100110)
Vysledné vektory reprezentujt mnoziny C = 4 = {3,4} aC=B= {1,2,3,6,7} .

Cvicenia

Cvicenie 2.1. Ktoré elementy patria do mnoziny:
(a) {x ; (x € R) A (x2 = 1)} , (kde Rje mnozina redlnych cisel)

Cvicenie 2.2. Vyjadrite tieto mnoziny pomocou predikatu (pozri (2.1b)):
(a) A= {0,3,6,9,12} ,

(b) 4={-3,-2,-1,0,1,2,3},

(c) A= {m,n,o,p} .

Cvicenie 2.3. Zistite, ¢i mnoziny z kazdej dvojice su navzajom rovné:
(a) A= {1,2,2,3,3,3,4,4,4,4} , B= {1,2,3,4} ,

() A={{1}}, B={L{1}}.

() 4=2, B={2},

Cvicenie 2.4. Nech 4= {2,4,6} , B= {2,6} ,C= {4,6} , D= {4, 6,8} . Zistite, ktoré mnoziny

s podmnoziny ktorych mnozin.

Cvicenie 2.5. Pre kazdi mnozinu A4 urcite, ¢iplati 2 € A4:
(a) A—{xeR'x<2}'

(b) A= {xeRElneN( )}

() A={2.{2} }

@ 4={{2}.{{2}}},
{22421}

Cvicenie 2.6. Pre kazdy priklad z cviCenia 2.5 rozhodnite, ¢i element {2} je elementom
mnoziny A.

(e) 4=
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Cvicenie 2.7. Rozhodnite, ¢i vyroky st pravdivé alebo nepravdivé:
(a) 0eT,

(b) D {0},
(c) {0} c &
d) @ {o},
(e>{} {0},

() {0} = {0},
(®) {0} ={0}.

Cvicenie 2.8. Rozhodnite, ¢i vyroky st pravdivé alebo nepravdivé:

(a) @e{ }

Cvicenie 2.9. Nech Ac B a Bc C,dokazte AcC.

Cvicenie 2.10. N3ajdite také dve mnoziny 4 a B, aby platilo
(a) AeB,
(b) AcB.

Cvicenie 2.11. Akd je mohutnost’ tychto mnozin:

Cvicenie 2.12. Aka je mohutnost’ tychto mnoZin:

(a) I,
(b) {2},

Cvicenie 2.13. Zostrojte potencnil mnozinu P(A) pre

(a) A={a},
(b) 4={a,b},
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() 4={2.{D}}.
Cviéenie 2.14. Dokazte alebo vyvratte implikaciu (P(A) =P(B )) = (4=B).

Cvicenie 2.15. Urcite, ktora z mnozin je poten¢na mnoZzina

@ 2,
(b) {@.{a}}

Cvitenie 2.16. Nech 4 ={a,b,c}, B={x,y}, zostrojte

(a) AxB,
(b) BxA.

Cvifenie 2.17. Aky vyznam ma karteziansky sucin 4x B, kde 4 je mnozina prednasok, ktoré
poskytuje Ustav aplikovanej informatiky a B je mnozina pedagdégov Fakulty informatiky?

Cvicenie 2.18. Aky je vyznam kartezianskeho sic¢inu Ax BxC, kde 4 je mnozina vsetkych
leteckych spolo¢nosti, B a C sit mnoziny letisk na svete.

Cvicenie 2.19. Nech A je mnozina Studentov FIIT, ktori su z Bratislavy a B je mnoZina
Studentov FIIT, ktori jazdia na fakultu autom. Popiste Studentov, ktori patria do mnoziny

(a) ANB,

(b) AUB,

(c) 4-B,

(d) B—A4.

Cvifenie 2.20. Nech 4 je mnozina prvakov na nasej fakulte a B je mnozina Studentov

navstevujucich diskrétnu matematiku. Vyjadrite pomocou mnozin 4 a B tvrdenia:

(a) MnozZina prvakov, ktori navstevuju prednasku z diskrétnej matematiky.

(b) Mnozina prvakov, ktori nenavstevujua prednasku z diskrétnej matematiky.

(c) Mnozina Studentov, ktori st prvaci alebo navstevuju prednasku z diskrétnej
matematiky.

(d) Mnozina Studentov, ktori nie st prvaci alebo nenavstevuji prednasku z diskrétne;j
matematiky.

Cvicenie 2.21. Nech 4 a B st mnoziny, dokazte
(@) (ANB)c 4,

(b) (AnB)c B,
(©) Ag(AuB),
(d) Bc(4UB),
(e) A-Bc A,

() An(B-4)=0.

Cvitenie 2.22. Nech 4, B a C su mnoZiny, dokézte (4—B)—C=(4-C)—(B-C).
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Cvicenie 2.23. Co moZzeme povedat’ o mnozinich 4 a B, ak plati

(a) AuB=4,
(b)y AnB=4,
(c) A-B=4,

(d AnB=BnNn 4,
() A-B=B—-4.

Cvicenie 2.24. Nech 4, B a C su mnoziny, zistite, ¢i si pravdivé implikacie:
(@) (AuC=BUC)=(4=B),
(b) (ANC=BnNC)=(4=B).

Cvitenie 2.25. Nech 4 a B st mnoZiny, dokazte vlastnost’ (4 < B) = (E cA ) )

Cvitenie 2.26. Nech 4, ={1,2,...,i} , pre i=1, 2, ..., n. Néjdite
(@ 4n4,nNn.NnA4,
(b) 4uA4,0..U4, .

Cvi€enie 2.27. Nech 4, je mnozina binarnych retazcov, ktorych diZka nie je vagsia ako i, pre
i=1, 2, ..., n. Najdite

(@ 4n4,nNn.NnA4,

(b) 4uA4,0..U4, .

Cvicenie 2.28. Dokazte pomocou matematickej indukcie vztahy

@ Ua=N4

® N4=U4
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