Cvicenia

Cvifenie 3.1. Zostrojte mnozinu usporiadanych dvojic pre relaciu Rc Ax A4,
A4={0,1,2,3,4}, kde (x,y) € R vtedy a len vtedy, ak

(@) x=y,

R={(00).(11).(22).(3.3).(4.4)

d)x+y=4,

R={(0.4),(4.0).(13).(3.1).(2.2)

(©)x>y,

R={(10),(2.0).(2.1),(3.0),(3.1),(3.2).(4.0).(41).(4.2).(4.3)}

(d) x je delitelné y.

R={(0.1),(0,2),(0.3).(0.4),(11),(21).(2.2),(3.1).(3.3).(4.1).(4.2).(4.4)}
Cvifenie 3.2.

(a) Zostrojte mnozinu usporiadanych dvojic pre relaciu R = {(x y); x je delitelné y} pre

X ={1,2,3,4,56},

R={(11).(2.1).(2.2).(31).(3.3).(41).(4.2).(4.4).(5.1).(5.5).(6.1).(6.2).(6.3).(6.6)]

(b) znazornite tato relaciu diagramaticky tak, ako je to vykonané na obr. 3.2.
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(c) znazornite tato relaciu grafom tak, ako je to vykonané na obr. 3.5,
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(d) reprezentujte relaciu pomocou bindrnej matice A z definicie 3.4.

1 00 0 0O

110 0 00

1 01 0 0O
A=

1 101 00

10 0010

1 11 0 01

Cvicenie 3.3. Pre kazdi z nasledujtcich relacii R nad mnozinou {1,2,3,4} zistite, ¢i je

reflexivna, symetrickéd, antisymetricka, alebo tranzitivna.

@ {(2.2).(23).(2:4).(3.2).(33).3.4)}.

je tranzitivna

() {(11).(1.2).(2.1).(2.2).(3.3).(4.4)}
je reflexivna: Vx((x,x)e R)

je symetricka
je tranzitivna

© {(24).(4.2)

je symetricka

(d) {(1.2).(2.3).(3.4)}

je antisymetricka

(@ {(11).(2.2).(3.3).(4.4)}

je reflexivna, symetricka a aj antisymetricka a tranzitivna

(0 {(13).(1:4).(2.3).,(2:4).(31).(3.4)}

%)

Cvicenie 3.4. Zistite, ¢i relacia R nad mnozinou vsetkych l'udi je reflexivna, symetricka,
antisymetricka, alebo tranzitivna, pricom (x, y) € R vtedy a len vtedy, ak

(a) x je mensi ako y,
tranzitivna: Vx‘v’y‘v’z((x <y)A(y<z)=>(x< z))

antisymetricka

(b) x a y sa narodili v rovnakom dni,

reflexivna: Vx((x,x) € R)

symetricka: VxVy((x,y) eR=(y,x)e R)

tranzitivna: VxVy‘v’z((x,y) €ERA(y.z)eR=(xz2)e R)
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(c) x ma rovnaké krstné meno ako y,
reflexivna: Vx((x,x) € R)

symetricka: Vx‘v’y((x,y) eR=(y,x)e R)
tranzitivna: VxVsz((x,y) eRA(y.z)eR=(xz)e R)

(d) x a y maju aspon jednu dvojicu spolo¢nych starych rodicov.
reflexivna: Vx((x,x) € R)

symetricka: VxVy((x,y) eR=(y.x)e R)

Cvifenie 3.5. Zistite, ¢i relacia R nad mnozinou vSetkych www stranok je reflexivna,
symetricka, antisymetrickd, alebo tranzitivna, pricom (x, y) € R vtedy a len vtedy, ak

(a) kazdy, kto navstivil tito stranku x, navstivil aj stranku y,
reflexivna: Vx((x,x) € R)
tranzitivna

(b) neexistuje priame prepojenie medzi strankami x a y,
symetricka: VxVy((x,y) eR=(y.x)e R)

(c) existuje aspon jedno prepojenie medzi strankami x a y,
symetricka: VxVy((x,y) eR=(y,x)e R)

(d) existuje stranka, ktora obsahuje prepojenia tak na stranku x ako aj na stranku y.
symetricka: VxVy((x,y) eR=(y.x)e R)

Cvicenie 3.6. Zistite, ¢i relacia R nad mnozinou realnych cisel je reflexivna, symetricka,
antisymetricka, alebo tranzitivna, pri¢om (x,y) e R vtedy a len vtedy, ak

(@)x+y=0,
symetricka: Vx‘v’y((er y=0)=(y+x= 0))

(b) x==y,

reflexivna: Vx(x = x)

symetricka: VxVy((x =+y)=(y= ix))

tranzitivna: VxVyVz((x =ty)a(y=+z)= (x= iz))

(c) x — y je racionalne ¢islo,

reflexivna: Vx(x—x je rac. cislo)

symetrickd: VxVy(x—y jerac.cislo= y—x jerac.dislo)
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tranzitivna: VxVyVz ((x —y jerac.cislo)n(y—z jerac.cislo)= (x—z jerac. éz’slo))

(d) x =2y,
antisymetricka: Vx‘v’y((x =2y A (y=2x)=>(x=y= 0))

(e) xy20,

reflexivna: Vx(x-x>0)

symetricka: VxVy((xy >0)= (x> 0))

nie je tranzitivna: ‘v’x‘v’sz((xy > 0) A (yz > 0) = (xz > O))
neplati pre x=-1, y=0, z=1

() xy =0,
symetricka: Vx‘v’y((xy = O) = (yx = O))

(@x=1,
antisymetricka: Vx‘v’y((x =ha(y=1)=(x=y= 1))

tranzitivna: V(x,y,z € X)((x= Ly)eRn(y=1lz)eR=(x=1lz)e R)

(h)x=1aleboy=1.
symetricka: VxVy((x=1 alebo y=1)= (y=1 alebo x=1))

Cvi¢enie 3.7. Zostrojte inverzni relaciu R™'cYxX pre relicie Rc X xY, ktoré si
Specifikované

(@) R= {(x y)ix< y} nad mnozinou celych &isel.

R'= {(x,y);y < x}

Inverzna relacia k relacii R = {(x,y);x < y} je definovana relaciou R™' = {(y,x);x < y} ,
substiticiou x <> y dostaneme R™' = {(x,y);y < x} =R"'= {(x,y);x > y} .

(b) R= {(x,y);x je delitelné y} < X xY nad mnozinou X,Y ={1,2,3,...}.

Povodnu relaciu R prepiseme do ekvivalentného tvaru R = {(x y);x = ny} , kde n je nenulové
celé &islo, potom R™' = {( y,x),'x = yn} , pomocou substitucie x <> y prepiSeme tato inverzni
relaciu do tvaru R™' = {(x,y);y = xn} .

(c) R je relacia nad vSetkymi eurdpskymi Statmi, ktora obsahuje dvojicu (x,y) vtedy a len

vtedy, ak Stat x susedi so Statom y.
Plati R =R.
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Cvicenie 3.8.

Nech P={(12).(23).34)} a 0={(L1).(12).(21).(22).(23).(3.1).(3.2).(3.3).3.4)},
3,

P,Oc XxX surelacienad X = { L2, } Néjdite

(a) PUQ, PNO,

PUQ=0= {( 1).(1.2), (2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3):(314)}

{ (1,2),(2,2)’(3,2),(4,2)}
={(2!1 2),(3.2).(4.2).(2.3),(3.3).(4.3)]

(8) P'o0", 0P

(Q)()
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Cvicenie 3.9. Najdite chybu v dokaze tejto vety:
Ak relacia R < X x X je symetricka a tranzitivna, potom je aj reflexivna.

Dokaz: Nech xe X, zoberte taky element yeX pre ktory (x,y)eR. Pretoze R je
symetrickd relacia, potom taktiez ( y,x) € R. Pouzitim vlastnosti tranzitivnosti relacie R
dostaneme (x,x) e R, pretoZe (x,y).(y.x)€R.

Chybny predpoklad, Ze pre kazdé x existuje y pre ktory (x,y)eR.

Cvicenie 3.10. Nech R,S < XxX su reflexivne relacie. Dokazte alebo vyvratte tieto
tvrdenia:

(a) RUS je reflexivna relacia,
(Vx((x,x) € R)) A (Vy((y,y) € S)) = (Vt((t,t) eRU S)) , tvrdenie je platné.

(b) RN S je reflexivna relacia,
(Vx((x,x) € R)) A (Vy((y,y) € S)) = (Vt((t,t) eRN S)) , tvrdenie je platné.

(c) R—S je reflexivna relacia,
(Vx((x,x) € R)) A (Vy((y,y) € S)) = (Vt((t,t) R- S)) , tvrdenie nie je platné.

(d) RoS je reflexivna relécia,
(‘v’x((x,x) € R)) A (Vy((y,y) € S)) = (Vt((t,t) €Ro S)) , tvrdenie je platné.
U ,kontraprikladu® pre R={(1,1),(1,2),(2,2)} a 5={(2,2)} je RoS = {(1,2),(2,2)} ,

kde chyba k reflexivnosti (1,1), ale vzhl'adom k tomu, ze reflexivna relacia musi obsahovat’
(x,x) pre vSetky x z X, relacia S z nasSho kontraprikladu potom nie je reflexivna a kontrapriklad
teda neplati.
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Cvicenie 3.11. Dokazte tieto tvrdenia:

(a) Relacia R < X x X je symetricka vtedy a len vtedy, ak R=R".
(Vx‘v’y((x,y) eR=(y.x)e R)) = (VxVy((y,x) eR'=(x,y)eR" )) , tvrdenie je platné.

(b) Relacia Rc X xX je antisymetrickd vtedy alen vtedy, ak RNR™' je podmnoZinou
,,diagonalnej* relacie A = {(x,x);x eX } .

Mame dokazat’

(VxVy((((x,y) € R)/\((y,x) € R)) = (x = y))) = ((RmR’l) cCA= {(x,x);x € X})

antisymetricku reldciu rozdelime na dve disjunktné Casti, diagonalnu a nediagonalnu
R=R;, IR, tiag = {(x,x);(x,x) € R} -/ {(x,y);((x,y) € R) A (x # y)}

Riiag Ry,

ndiag

Pre inverznt relaciu potom plati
R'= R;[Lg uR;;ndmg = {(x,x);(x,x) € R} u{(y,x);((x,y) € R) /\(x # y)}

-1 1
R diag R vondiag

a R’

Mnoziny R,,, . wondiag S disjunktné. Nech maju tieto dve mnoziny spolo¢ny prvok (x,y) a

(y,x), potom vsak zo skutoCnosti, ze relacia R je antisymetricka, vyplyva, ze ak takého dvojice
existuju, potom musi platit x = y, Ccize ich existencia je v spore s vlastnostou
antisymetri¢nosti reldcie R. Prienik R M R™' obsahuje teda len diagonélne dvojice, takze musi
byt podmnozinou mnoziny A.

(c) Relacia R < X x X je reflexivna vtedy a len vtedy, ak R~ je reflexivna relacia.

K dékazu tejto vlastnosti pouZijeme formule pre R a R z predchadzajuceho prikladu. Pretoze
relacia R je reflexivna, potom jej diagonalna cast’ R, je totoznd s mnozinou A, R, =A.
Z tvorby inverznej relicie R~ vyplyva, Ze aj tato relicia ma diagondlnu Cast’ totoznu s A,
R*l

_ v . , v . . , , . 1 ,
Jiag =\ » Z Coho priamo vyplyva, Ze aj inverznd relacia R je reflexivna.

(d) Ak je relacia R < X x X reflexivna a tranzitivna, potom pre kazdé n > 0 plati, ze R" =R,
kde R" =RoRo..oR.
n—krat

Dokaze sa tplnou indukciou. Pripad n=1 je trivialny, pretoze je to totozné s tvrdenim, Zze R=R.
Predpokladajme platnost’ indukénej hypotézy, ze R" =R, potom musime dokazat, ze
R™ =R. Plati, zZe R™" =R"oR. Musime teda ukazat, 72 R"cRcR a RcR"oR. Prvy
vztah dokdZeme pomocou tranzitivity R takto: predpokladajme, Ze dvojica (a,c) €R"oR, to
znamend, Ze musi existovat’ taky element b, Ze (a,b) € R a (b,c) € R". Pomocou induktivnej
hypotézy druhy vyraz moézeme zjednodusit na (b,c)eR. Ak pouZijeme tranzitivitu R,

vidime, Ze (a,c) € R, o bolo potrebné dokazat'.

7z 11(6/10/2007 0 1:47)



Dékaz druhého vztahu Rc R"oR je analogicky. Predpokladajme, 7e (a,b)eR,
potom musime dokazat’, ze (a,b) € R" o R. Pomocou induktivnej hypotézy, R" = R, a preto je
R" reflexivne. Potom (b,b)e R". Pretoze (a,b)eR a (b,b)eR", potom (a,b)eR" R, Co

bolo potrebné dokazat'.

Cvicenie 3.12. Rozhodnite, ¢i f: R —> R ak

(@) f(x)=1/x, D, = R—{0} =(-,0)U(0,0), teda neplati [ :R— R

(b) f(x)= Jx, D, =<0,oo) ,tedaneplati f:R— R

() f(x)=v1+x*, D, =R tedaplati /:R— R (obor funkénych hodnot

H, = < l,oo) c R, pre funkciu f : A — B musi platit’ iba 4= D, , obor funkénych hodnot

mdze byt podmnoZinou kooboru B).

Cvicenie 3.13. N4jdite defini¢ny obor a obor hodndt funkcii:

(a) funkcia priradi kazdému bitovému ret’azcu rozdiel medzi poc¢tom jednotiek a poctom nul
v ret'azci,

D, —{01)". , :{{—n,—n+2,...,—2,0,2,...,n—2,n} (pre n parne)

{-n,—n+1,...,—-11..,n—1n} (pren neparne)

(b) funkcia priradi kazdému bitovému ret'azcu dvojnasobok poctu nil v ret'azci,
D, ={01}", H,={0,2,4,..2n}

(c) funkcia priradi (Standardnym spdsobom) kazdému bitovému retazcu dekadické ¢islo.

D, ={01}", H,={01,.2" -1}

Cvilenie 3.14. Zistite, ¢i funkcie f:4— A , kde A={a,b,c,d}, su injektivne a nakreslite

diagram zobrazenia podl'a obr. 3.11.:
(@) f(a)=b.f(b)=a,f(c)=c f(d)=d, injekcia
(b) f(a)=b,f(b)=b,f(c)=d,f(d)=c,jednoznatné zobrazenie

(¢) f(a)=d.f(b)=b,f(c)=c,f(d)=d,jednoznatné zobrazenie
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Cvienie 3.15. Zistite, &i funkcie f: /N — /V,kde N ={1,2,3,...} je mnozina prirodzenych
¢isel, mozu byt definované nasledujiucim sposobom:

(a) f(n)=n-1,nie, platif1)=0, H, ¢ N

(b) f(n) =n’, 4no, H,cN

© f (n) =1+ integer(n/ 2) , kde integer(x) je cela Cast’ realneho Cisla, ano, H , = NV

(d) f(n)

n’, ano, H,cN

Cvidenie 3.16. Nech f: 4 — B, zostrojte H, = f(A4) kde 4={-1,0,2,4,7}, pre
(@) f(x)=1, f(4)=1{1},

(b) f(x)=2x+1, £(4)={-1159,15}

(c) f(x)=integer(x/5), f(4)={0,1}

(d) f(x) =integer((1+x2)/3), f(A) = {0,1,5,16} .

Cvitenie 3.17. Nech f(x)=2x, zostrojte:
(a) f(A) , kde A je mnozina celych ¢isel, f(A) = {Zk;k € A}
(b) f(A4),kde 4 je mnoZina kladnych celych isel, f(4)={2k ke A},

(¢) f(R),kde R je mnoZina realnych &isel, f(R)=R.

Cvienie 3.18. Nech f:4—>B a g:B—C, dokazte, ze ak funkcie f'a g su injektivne,
potom aj ich kompozicia go f : 4 — C je injektivna funkcia.

O T o
A B C
Injektivne funkcie fa g su definované takto:

X, # X, :>f(xl)¢f(x2)
nzy,=g(n)=zg(n)
Pre zlozenu funkciu plati
y=/(x)
z=g(y)
z=g(y)=g(f(x))=gf(x)=h(x)
Lahko sa dokaze, ze z predpokladu injektivnosti funkcii f a g vyplyva aj injektivnost’ ich
zloZenej funkcie 4. Postuluje sa, Ze funkcie f'a g su injekcie

x#Ex,=f(x)# f(x)=g(n)=g(n)= A 7 &

» ¥ h(x)=g(/(0))  h(x)=g(/(x))
potom plati, ze aj zlozena funkcia /4 je injekcia.
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Cvi€enie 3.19. Zostrojte zlozené funkcie f(g(x)) a g(f(x)), kde f(x)=1+x" a

g(x)=x+2 st funkcie s oborom realnych &isel.

f(g()) S (x+2)=1+(x+2)
g(f( (1+x ) (l+x )

Cvitenie 3.20. Nech f(x)=ax+b a g(x)=cx+d,kdea, b, cad si konstanty, zistite, za

akych podmienok plati f(g(x))= ( (x)).
(g(x)): +b a(cx+d)+b acx+ad+b
(f(x)):c +d—c(ax+b)+d acx+bc+d

Aby platilo f ( ) g( f(x ) musi platit’ ad+b= bc+d.

Cvicenie 3.21. Za ktorych podmienok existuje k funkcii f (x) =ax+b funkcia inverzna
S ().
- 1
f(x)=y=>ax+b=y=>x=f 1(y)zz(y—b)

Inverzna funkcia existuje ak a # 0.

Cvicenie 3.22. Nech f': 4 — B anech A', 4" < A. Dokazte platnost’ tychto formul:

(@) f(Advd")=[f(4)uf(4),
f(A)={f(x);xe4},
f(A uA")z{f(x) xe( UA")}

{f(x)ixed}u{f(x);xed}=f(4)Uf(4")

®) S(AnA) e f(A)nf(4).
f(A4nd")= {f(x),xe(A'ﬁA")} {f(x)x € A'}r\{f(x);xe A"} =f(4)nf(4")

Cvicenie 3.23. Nech f (x) =x" je funkcia s oborom nezapornych realnych &isel. Najdite
@ (1), f(1)=1= £ (1)=1
b) £ ({x0<x<1}), 4=(0,1), f(4)={f(x)=x";xcdj=a= " (4)=4

© £ ({xix>4)). A=(20). £(4)=(40)=B= 1 (B)= 4
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Cvicenie 3.24. Nech f: 4 — B anech B',B" c B. Dokazte platnost’ tychto formul:

)
(B ABY)={f"(y);ye(BnB) c{f(y),yeB}n{f'(y),yeB}=

f’l(B')r\f’l(B")={f’1(y);yeB'}m{f’l(y);yeB"}g{f’l(y);ye(B'ﬁB")}

(b) f(BUB")=f"(B)uf(B").

f’l(B'uB")z{f’l(y ,‘ye(B'uB")} g{f’l(y);yeB’
£ B ()

SHB) s (B = ) eBOl T () e B e () e(B VB

——

U{f’l(y);yeB"}z

Cvienie 3.25. Nech f:A—>B anech B cB. Dokazte platnost formuly
/7 (B)=r"(B).

A=A4A-4,B=B-B
f(A4)={f(x)ixed} =B, f(X)={f(x)xed}={f(x)ixed}=f(4)=F
FB)=AS )iy By =4 g (B)= {1 )y e Bl = {1 (0)ive By =1 (B)
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