3. kapitola

Tedéria mnozin II — relacie, operacie nad reliciami, ekvivalencia,
usporiadanost’, funkcie

3.1 Relacie

Definicia 3.1. Nech X a Y st dve mnoziny, mnozina R sa nazyva bindrna reldcia z mnoziny X
do mnoziny Y vtedy a len vtedy, ak je podmnozinou kartezianskeho sic¢inu mnozin X a Y

Rc X xY (3.1)
Relacia R moZze byt alternativne zadana pomocou charakteristickej funkcie
R={(xy);ng (x.y)=1} (3.2)

kde pg (X, y) je charakteristicka funkcia Specifikujuca mnozinu R.

Na obr. 3.1 je znazornena relacia Rc X xY, kde X ={ab,c,d} a Y ={1,2,3,4}, tato

relacia obsahuje 6 usporiadanych dvojic z kartezianskeho sucinu X xY , ktory obsahuje 4x4 =
16 elementov.
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Obriazok 3.1. Znazornenie relacie R ako podmnoziny kartezianskeho sucinu (vytieiovana oblast’) dvoch mnozin

XaY, R={(d.1),(c.2).(b,3).(d,3),(a4).(c.4)}.

Definicia 3.2. Nech Rc XxY je relacia, potom mnozina usporiadanych dvojic
(y,x)eY x X , ktorych inverzia patri do relacie (X,y)eR, sa nazyva inverznd relicia R

(vzhladom k relacii R) vtedy a len vtedy, ak
R“:{(y,x);(x,y)e R} (3.3)
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Pre relacie, ktoré su definované nad rovnakou dvojicou mnozin X aY, mdzeme
definovat’ obvyklé mnozinové operacie prieniku, zjednotenia a negacie. Majme dve relacie
P,Q < X xY, ktorych Specifikacia pomocou charakteristickych funkcii ma tvar

P={(x.y):me (x.y)=1}
Q={(x.Y)ine(xy)=1}

Definicia 3.3. Relacia R =P UQ sa nazyva zjednotenie reldcii P a Q vtedy a len vtedy, ak
plati

PuQ:{(x,y);uqu(x,y)zl} (3.4a)
Moo (X,¥) =max{uy (X,¥) 1o (X, Y)} (3.4b)
Relacia R =P "N Q sa nazyva prienik reldcii P a Q vtedy a len vtedy, ak plati
PmQ:{(x,y);quQ(x,y)zl} (3.5a)
Mprg (X, ¥)=min{s (X,Y) o (X,Y)} (3.5b)
Relicia R = P sanazyva doplnok relacie P vtedy a len vtedy, ak
P={(x.y):ms(x,y)=1} (3.62)
e (X y)=1-ps (x,y) (3.6b)
p
"N

Obrazok 3.2. Diagramy A a B znazoriiujt relacie P a Q definované nad rovnakymi mnozinami X a Y. Diagramy
C a D znazorfiuju zjednotenie resp. prienik tychto dvoch relacii. Diagramy E a F znazoriiuju inverzné relacie P!
resp. Q'. Diagramy G a H znazorfiuju doplnky k relaciam P resp. Q.

Priklad 3.1. Nech X ={1,2,3} aY ={p relacie P a Q maji tvar

af
{lq 3Q)}
(1,0),

Q={( (3.p)}

Zjednotenie a prienik tychto relacii st
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PUQ={(19).(2.p).(3.p).(3.9)}
PAQ={(1a).(2.p)}

Inverzné relacie su Specifikované

Doplnky k relaciam su
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Tieto relacie s znazornené na obr. 3.2.

Alternativny spdsob $pecifikacie relacie je pomocou binarnej matice' (obsahujucej len
binarne elementy 0 al). Nech X ={X,X,,...X,} a Y ={y.y,,...Y,} s@ dve mnoZiny

Xy
s mohutnost'ami |X| =m resp. |Y| =n. Relacia R $pecifikovana nad tymito mnozinami ma

tvar

R={(x.y;): e (x.Y,)=1}

Definicia 3.4. Hovorime, Ze binarna matica 4, ktorda ma m riadkov a n stipcov, reprezentuje
relaciu R (alebo je maticou relicie R) vtedy alen vtedy, ak jej maticové elementy su
Specifikované formulou
1 (dvojica(xi,yj)e R)
Aij:HR(Xi'yj): . (3.7)
0 (dvonca(xi SOL: R)

J

Priklad 3.2. Maticova reprezentacia relacii P a Q z prikladu 3.1 ma tvar

01 01
A, =[1 0|, Ay=|1 0
01 10

Kompozicia relacii

Definicia 3.5. Nech P ={(x,y);p, (x.y)=1}= X xY a Q={(y.2);p,(y.2)=1} =Y xZ st
dve relécie, relaciu R=PoQ = {(X,Z) e (X2)= 1} nazyvame kompoziciou reldcii P a Q
vtedy a len vtedy, ak jej charakteristicka funkcia je uréena vztahom

pR(x,z):m9x{min{pp(x,y),uQ(y,z)}} (3.8)
Kompozicia relécii P a Q je alternativne vyjadrena takto
R= PoQ:{(X,Z);Xe XnzeZadyeY:(xy)e P/\(y,z)eQ} (3.9)

' Pojem binarnej matice je presne $pecifikovany v kapitole 8. V tejto etape si mézeme pod binarnou maticou
predstavit’ charakteristicktl funkciu relacie usporiadanu do tvaru tabulky.
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Obrazok 3.3. Znazornenie kompozicie dvoch relacii P a Q, vysledna relacia R obsahuje dvojicu (X,z) vtedy a len
vtedy, ak existuje taky element yeY , Ze plati (X,y)eP a (y,2)eQ.

To znamend, ze v kompozicii R dva elementy xe X a zeZ tvoria usporiadanu dvojicu
(x,z)eR vtedy alen vtedy, ak existuje taky ,medzielement yeY , pre ktory plati, Ze

(x,y)eP a (y,z)eQ, pozri obr. 3.3.

Veta 3.1. Nech P, Q aR st relacie definované nad takymi mnozinami, aby nasledujice
operacie boli pripustné, potom plati

(PoQ) =Q"'oP" (3.10a)
(PoQ)oR=Po(Q-R) (3.10b)
Po(QUR)=(P-Q)uU(P<R) (3.10¢)
(QUR)oP=(QoP)U(R-P) (3.10d)
Po(QNR)=(PoQ)n(PoR) (3.10e)
(QNR)oP=(QoP)n(RoP) (3.10f)

Dokaz prvej vlastnosti (3.10a) priamo vyplyva z definicii kompozicie a inverznej relécie.
Nech Pc X xY a QcY xZ, potom (PoQ)f1 c Zx X aprekazdé (z,x)eZxX plati

Hipoq) (2.%) = pq (X.2) = ”;gx{mi“{up (X%.¥) g (yz)}}

- max{min{pFrl (V:x) gy (zy)}} =ty (2:X)

yeY
kde poradie jednotlivych ¢lenov vo vnitornych zlozenych zatvorkach vyplyva z definicie
(3.8) kompozicie dvoch relécii. Dokaz asociativnosti (3.10b) vyplyva priamo z asociativnosti
operacie max min. Vzt'ah distributivnosti (3.10c) dokazeme takto

Mp.(qur) (X:2) = nwaan{min{uP (X%Y) Hour (y,z)}}
- max{min{uP (x,y).max{p, (y.2).1q (yz)}}}

yeY

= max {max{min{up (%,Y) g (¥,2)} min{i, (X,¥) 1tq (yz)}}}

yeY
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- max{nggx {min{uP (%,Y) 1o (.2)} min{u, (X,y) g (yz)}}}

= max max{min{up(x,y),pQ(y,z)}},n;gx{min{up(x,y),uR(y,z)}}

yeY

Hpog(X:2) Hpor(X:2)

=Max{i.q (%,2) es (X,2)f = oy (pury (%:2)
Pri dokaze tejto distributivnej formuly sme pouzili identitu
min {a,max{b,c}} = max{min{a,b} ,min{a,c}}
ktora sa jednoducho dokaze metédou vymenovania moznosti (pozri priklad 1.13) tak, ze ju

overime pre vsetkych Sest’” mozZnosti vzajomnej usporiadanosti navzajom roznych cisel a,
bac.

Priklad 3.3. Uvazujme mmoziny X ={X.,X,,X.X,}, Y={y.y,.V;} a Z={z,2,,2,},
definujme nad tymito mnozinami relacie P < X xY a Q Y xZ, ktorych binarne matice st
1 01

110
AP_001 o1 o
_110’%_
01 1
0 0 1

Potom relacie P a Q maju tvar

P :{(Xl’yl)’(Xl’y3)’(X2’y3)’(x3’y1)’(X3’y2)’(x4’y3)}
Q:{(yl121)*(y1’22)’(y2’22)'(y3’22)'(y3’z3)}

Kompozicia tychto dvoch relacii ma tvar

PoQ ={(Xl,Zl),(XI,ZZ),(Xl,23),(XZ,Z2),(X2,Z3),(X3,Zl),(X3,Z2),(x4,22),(x4,23)}

Graficka interpretacia tychto relacii je zndzornend na obr. 3.4.

X, Q
Y Z,
Xy
y2 Z,
Xy
Ys Z
X4
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C
Obrazok 3.4. Diagramy A a B znazornuju relacie P a Q z prikladu 3.3, ich kompozicia PoQ je vytvorena

pomocou diagramu C, ktory znazorfiuje spojenie relacii P a Q prostrednictvom vrcholov y;. Ak z vrcholu X;
existuje orientovana cesta do vrcholu zj, potom graf reprezentujiici kompoziciu PoQ obsahuje hranu z x; do z;.

Vlastnosti relacii
V tomto odseku budeme Studovat’ relacie P < X x X, ktoré si definované ako podmnozina
kartezianskeho sucinu X x X .
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Definicia 3.6. Relaciu R ¢ X x X nazyvame:
(1) reflexivnou vtedy a len vtedy, ak V(x e X )((X,X) € R) ,
(2) symetrickou vtedy a len vtedy, ak V(X,y € X )((X,y) eR=(y.x)e R),
(3) antisymetrickou vtedy a len vtedy, ak V(X,y € X )((X,y) eRA(y,X)eR=>x= y) a
(4) tranzitivnou vtedy a len vtedy, ak V(X,y,z e X )((X,y) eRA(y.z2)eR=(x,2)e R) :

Z definicie 3.6 vyplyva, Ze pre antisymetricku relaciu plati, ze ak elementy X,y € X st rozne,
x # Yy, potom plati implikacia (X,y)e R=(y,X) &R, t. j. nemdZu sucasne existovat’ dvojice
relacie (X, y) eRa (y,x) € R. Désledkom tejto vlastnosti je, Ze ak v nejakej relacii R existuju
také dva rozne elementy X,ye X, pre ktoré plati ((X,y)e R)a((y,x)e R), potom tato

reldcia nie je antisymetricka (t. j. podmienka antisymetri¢nosti je falzifikovana).

Existuju relacie sticasne symetrické aj antisymetrické (napr. rovnost), ani symetrické
ani antisymetrické (napr. delitel'nost’), symetrické a nie antisymetrické (kongruencia modulo
n, teda zvysky po deleni prirodzenym c¢islom n s rovnaké) a nesymetrické a antisymetrické
(mensie alebo rovné, pozri priklad 3.4).

Priklad 3.4. Nech X = R je mnozina redlnych Cisel a relacia P < X x X ma interpretaciu

(xy)eP)= (x=)
Takto definovana relacia P vyhovuje tymto podmienkam:
(a) relacia P je reflexivna, pre kazdé realne ¢islo x e X plati x<x, t.j. (X,x)eP,
(b) relécia P nie je symetricka, pretoze X <y neimplikuje y <X,
(c) relacia P je antisymetricka, pretoze x <y implikuje —(y < X),

(d) relécia P je tranzitivna, pretoZze X<y a Yy <z implikuje x<z.

Priklad 3.5. Nech X ={a,b,c,d}, relacia P = X x X je Specifikovana mnoZinou

P={(a,a),(ab),(ac),(b.a),(bc)(b.d).(d.d)
Tato relacia nespiiia ziadnu vlastnost’ z definicie 3.6:
(a) relacia P nie je reflexivna, (b,b)¢ P,

(b) relacia P nie je symetricka, implikacia (a,c) e P = (c,a) e P nie je pravdiva,
(c) relacia P nie je antisymetricka, relacia obsahuje sticasne dvojice (a,b) ,(b,a) ,

(d) relacia P nie je tranzitivna, implikacia (a,b),(b,d)e P = (a,d)e P nie je pravdiva.
Relacia P X x X ma diagramaticka interpreticiu pomocou orientované¢ho grafu.

V tomto pripade elementy mnoziny X su vrcholy ausporiadané dvojice (X,y)e P su

orientované hrany, ktoré zacinaju v X a konc¢ia vy. Vlastnosti z definicie 3.6 maji v ramci
tohto pohl'adu na relaciu jednoduchu interpretaciu:

(a) Relacia P je reflexivna, potom kazdy vrchol X € X ma slu¢ku — orientovanu hranu, ktora
zacina a kon¢i v tom istom vrchole.

3. kapitola —str. 6 (10. 6. 2007 o 13:48)



(b) Relacia P je symetricka, ak vrcholy X,y € X su spojené hranou (X, y) € P, potom existuje
aj opacnd hrana (y,x)e P. Vtomto pripade symetrickej relacie, jej graficka interpretacia

obsahuje hrany medzi vrcholmi X a y vzdy po dvojiciach, t. j. existencia hrany (X,y) implikuje
existenciu hrany (y,X), a naopak.
(c) Relacia P je antisymetrickd, medzi dvoma réznymi vrcholmi X # Yy nemdze existovat

dvojica hran (x,y) a (y,X). V pripade, ze by existovala, potom z podmienky antisymetri¢nosti
vyplyva, ze X=1Y, €o je v spore s povodnym predpokladom.

(d) Relacia P je tranzitivna, z existencie hran (x,y) a (y,z), ktoré maju spolo¢ny vrchol y,

vyplyva existencia hrany (x,z).

Priklad 3.6. Nech X = {a,b,c,d ,e} , relacia definovana nad touto mnozinou je urcena grafom
na obr. 3.5.

Obriazok 3.5. Graficka interpretacia relacie P nad mnozinou X ={a,b,c,d e}

Z obrazku 3.5 vidime, Ze

(1) relacia P nie je reflexivna, potrebné slucky neexistuju na vrcholoch ¢ a d,

(2) reléacia P je symetricka, ak medzi vrcholmi X a y existuje hrana (X,y), potom existuje aj
opacna hrana (y,X),

(3) relacia P nie je antisymetricka, z existencie dvojic opacne orientovanych hran na r6znych
vrcholoch nevyplyva rovnost’ tychto dvoch vrcholov.

(4) relacia P nie je tranzitivna, pretoze existencia hran (e,a) a (a,d) neimplikuje existenciu
hrany (e,d).

Relacia ekvivalencie

Definicia 3.7. Relacia P c X x X sa nazyva reldcia ekvivalencie vtedy alen vtedy, ak je
reflexivna, symetrickd a tranzitivna.

Relaciu ekvivalencie P budeme oznacovat’ symbolom '~', t. j.

V(xyeX)((x~y)=u ((x.y)€P))
Pomocou relacie ekvivalentnosti mézeme konecni mnozinu X rozdelit’ na n disjunktnych
podmnozin X, X,,...X, c X, kde X=X, uX,U..UX a X;nX; =, pre i ]

x,yeX;=x~y (i=12,.,n) (3.11a)
(xeX)a(yeX;)=(x=y) (i=]) (3.11b)
kde (X~ y)=4 —(Xx~y). Vlastnost (3.11a) vyplyva priamo z definicie ekvivalentnosti,

vlastnost’ (3.11b) sa dokaze jednoducho sporom.
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Priklad 3.7. Nech X = R je mnozina realnych ¢isel, relacia P < X x X je definovana takto:
((xy)eP)=(x'=y’)

(1) Rel4cia P je reflexivna, pretoze x* = X, pre kazdé xe R,

(2) relacia P symetricka, pretoze x> = y* implikuje y* = X°,

(3) rel4cia P je tranzitivna, pretoze X* =y* a y* =2z’ implikuje x* = z>.

Z tohto vyplyva, ze P je reldcia ekvivalencie.

Definicia 3.8. Nech P je relacia ekvivalencie nad mnozinou X anech Xe X . Mnozina
[X] c X, ktora je priradena elementu X e X , sa nazyva triedou ekvivalencie vtedy a len

vtedy, ak obsahuje vSetky mozné elementy X , ktoré st ekvivalentné danému elementu X

[x]={yeX;(x,y)eP} (3.12)

Veta 3.2. Nech Pc X xX je relacia ekvivalencie anech X,y e X . Potom podmienka
[X] = [y] je splnena vtedy a len vtedy, ak (X, y) eP.

(1) Predpokladajme, ze P je relacia ekvivalencie, dokdzeme implikéaciu
(xy)eP=([x]=[y])

Nech z e[x], potom na zaklade definicie (3.12) (x,z)e P. Pretoze P je symetricka relacia,

zpredpokladu (Xx,y)eP vyplyva, Ze taktiez (y,x)eP. Relacia P je aj tranzitivna,

z predpokladov (x,z)e P a (y,x)eP vyplyva, Ze (y,z)eP, &ize aj ze[y]. Tymto sme

dokazali, 7e [x] =[y]. Analogicky dokaZeme aj [y] =[], tym sme dokézali, ze [x]=[y].

(2) Budeme dokazovat’ implikéciu

([x]=[y])=(x.y)eP

Tato implikacia je priamy désledok definicie (3.12).

Veta 3.3. Nech P < X x X je relacia ekvivalencie, potom mnoZzina X ma disjunktny rozklad
pomocou vsetkych roznych tried ekvivalentnosti
X =[x]u[y]u..u[z] (3.13)

Dokaz tejto vety rozdelime na dva kroky: v prvom kroku dokdzeme, Ze kazdy element X € X
patri do nejakej triedy ekvivalentnosti. P je reflexivna reldcia, preto pre kazdé x € X dvojica

(x,x)e P, gize ‘v’x(x € [X]) .V druhom kroku dokaZeme, Ze mnoZina pre dva neekvivalentné
elementy xay, (X,y) ¢ P, prislusné triedy ekvivalentnosti su disjunktné, [x]n[y]=@ . Nech
ze[x]n[y], potom ze[x] a ze[y], potom (z,x)eP a (z,y)eP. Pouzitim tranzitivity
a symetri¢nosti P dostaneme (X,y)e P, z&oho plynie [x]=[y]. To znamena, Ze

z predpokladu neprazdnosti prieniku tried ekvivalentnosti [X]m[y] dostaneme, ze triedy su
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totozné, co je v spore s predpokladom, Ze elementy X ay su neekvivalentné. Tymto sme
nepriamo dokéazali, 7e¢ [x]n[y]=@. Spojenim vlastnosti zprvého a druhého kroku

dokazeme vetu 3.3, t. j. pre kazdy element x € X existuje trieda ekvivalentnosti, do ktorej
tento element patri, pricom triedy ekvivalentnosti su navzajom disjunktné.

integer(x)
2t *—o0
1+ *——0
X
2 - 1 2 3
—0-]
*——o0 -2

Obrazok 3.6. Znazornenie funkcie integer(x).

Priklad 3.8. Nech X = R je mnozina realnych ¢isel, relacia P < X x X je definovana
((x,y) e P)=(integer (x) = integer (y))

kde funkcia integer(x) je definovana ako maximalne celé Cislo, ktoré je mensie alebo rovné
redlnemu cCislu X (pozri obr. 3.6). LCahko sa presvedCime, Ze takto definovana relacia P je

relacia ekvivalentnosti nad mnozinou R redlnych Cisel. Ako ilustraény priklad Studujme
1/2e R, kde integer (1/2) =0, trieda ekvivalentnosti je [0] ={x; 0 < x <1} . Pre d'alsie relne
Gislo 3/2eR, integer(3/2)=1, dostaneme triedu ekvivalentnosti [1]={x;1<x<2}:
Mnozinu realnych ¢isel R moézeme vyjadrit ako zjednotenie tychto tried ekvivalentnosti
charakterizovanymi celymi ¢islami

= U[i]=..[-2]u[-1]u[0]ui]u[2]..

kde Zje mnozina celych cisel.

3.2 Relacia ¢iasto¢ného usporiadania

Pre mnohé mnoziny je mozné definovat’ relaciu usporiadania jej elementov. Tak napriklad,

mnozina redlnych ¢isel R ma prirodzené usporiadanie svojich elementov pomocou relacie <’

(pozri priklad 3.4). Tato relacia je reflexivna, antisymetricka a tranzitivna.

Definicia 3.9. Relacia P c X x X sa nazyva ciastoc¢né usporiadanie vtedy a len vtedy, ak je
reflexivna, antisymetrickd a tranzitivna. Mnozina X spolu s touto reldciou sa nazyva ciastocne
usporiadanda mnoZina (poset).
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Priklad 3.9.
(1) Relacia ciastoéného usporiadania P c Rx R modze byt jednoducho uskutoénena

pomocou znamej relacie '<’, ktora sa interpretuje ako ,,mensi alebo rovny* (pozri priklad 3.4).
(2) Ak by sme chceli relaciu P interpretovat’ pomocou relacie '<’, potom P nie je Ciastocné
usporiadanie, pretoze P nie je reflexivna (t. j. neplati X < x).

(3) Nech F je systém podmnozin univerza U, F = {X; XeP(U )} Pomocou mnozinovej
relacie '’ moZzeme nad tymto systétmom F definovat relaciu P tak, Ze
(( X.,Y)eP)=4 (X V). Lahko sa presved¢ime, Ze této relécia je Ciastoéne usporiadanie, je

reflexivna, antisymetricka a tranzitivna.
(4) Nech X =N :{1,2,3,4,...} je mnozina kladnych celych ¢isel. Definujme nad touto

mnozinou relaciu Pc NxN pomocou pojmu delitelnosti;

((m,n) IS P) = et (m je delitel'né n). Tak napriklad, pre X = {1,2,3,4,5,6} relacia P obsahuje

dvojice
P={(11),(2,2),(3,3).(44).(5:5),(6,6) (2.1).(3.1) (4.1).(4,2).(5.1) (6.1).(6,2) (6.3)}

Téato relacia je ¢iastocné usporiadanie, pretoze je reflexivna, antisymetrickd a tranzitivna.

Maximalny a minimalny element

Definicia 3.10. Nech P < X x X je Ciastocné usporiadanie. Maximdlny element (ak existuje)
Xna € X je urceny podmienkou

V(xe X)(((xmax,x)e P):>(x=xmax)) (3.14)
Minimalny element (ak existuje) X .. € X je uréeny podmienkou
V(xe X)(((x,xmin)e P):(x:xmin)) (3.15)

Tato definicia maximalneho elementu X, € X je zaloZzena na podmienke, Ze ak postulujeme
existenciu takého elementu x € X pre ktory plati (X,,,,X)€P , potom nutne X=X, t. J.

neexistuje taky element xe X, ktory by bol ,vicsi“ ako element Xmax. Podobne, pre
minimalny element X ;. € X neexistuje taky element X € X , ktory by bol mensi ako Xmin.

Priklad 3.10. Studujme mnoZinu X = {1,2,3}, jej poten¢na mnozina P(X) obsahuje vSetky

mozné podmnoziny X

P(X)={@{1},{2}.{3}.{1.2) {13} {23} {1.2.3}]
Ak Cciastocné usporiadanie nad touto potencnou mnozinou je relacia 'c’, potom maximalny
(minimalny) element je {1,2,3} (&). Definujme podmnozinu Q potencnej mnoziny P(X)
Qz{@,{l},{2},{1,2},{2,3}}. Tato mnozina ma dva maximalne elementy {1,2} a {2,3} a

jeden minimalny element <.
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Hasseho diagramy
Nech X je ¢iastocne usporiadand mnozina s relaciou P < X x X . Hovorime, Ze element Yy je

pokryty elementom X vtedy, ak (X, y) € P aneexistuje taky element z, pre ktory sucasne plati

(x,z)eP a (z,y)eP, pozriobr. 3.7.

Obrazok 3.7. Znazornenie pojmu ,.element y je pokryty elementom X, neexistuje taky element z, pre ktory by
platilo ,,element z je pokryty X a ,,element y je pokryty z*.

Hasseho diagram priradeny konec¢nej mmnozine X srelaciou P < X xX Ciasto¢ného
usporiadania obsahuje vrcholy, ktoré st stotoznené s elementami z X; priCom dva vrcholy X
a 'y su spojené hranou, ak element y je pokryty elementom X.

Hasseho diagram konecnej ¢iastocne usporiadanej mnoziny X s relaciou Ciasto¢ného
usporiadania P < X x X zostrojime jednoducho tak, Ze v prvom kroku zostrojime graf relacie
(pozri text za prikladom 3.5), z tohto grafu vynechame slucky (désledok reflexivity relacie)
atie hrany, ktoré su dosledkom tranzitivity relacie. Graf usporiadame tak, aby bol dobre
zorientovany zhora nadol vzhl'adom k pokrytiu.

Priklad 3.11. Hasseho diagram pre mnozinu X = P({a,b,c}) , ktord je ¢iastocne usporiadana

pomocou reldcie ‘c’, je znazorneny na obr. 3.8.

{a,b.c}
{a,b} {b.c}
Nl
)

Obrazok 3.8. Znazornenie Hasseho diagramu pre X = P({a,b,c}) , ktora je CiastoCne usporiadana relaciou 'c’.

Sipka v pravo znazorfiuje orientaciu Ciar, ktoré st orientované zdola nahor.

Priklad 3.12. Relacia P ciastocného usporiadania je Specifikovana Hasseho diagramom
znazornenym na obr. 3.9. Nasou tlohou je vydedukovat dvojice, ktoré obsahuje tato relécia:

(1) MnoZina nad ktorou je definovana relacia ma tvar X ={a,b,r,s,t,x,y,z}.
(2) Relacia P je reflexivna, t. j. obsahuje vSetky mozné dvojice (u ,u) ,prekazdé ue X ,

PU ={(a,a),(b.b) (r.r) (,5).(t.t) (x.X).(y.Y) (2.2)}

(3) Relacia P obsahuje vsetky hrany z Hasseho diagramu na obr. 3.9, pricom hrany st
orientované zdola nahor,
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PP =P U{(ar).(b.r),(b,s).(b.t),(r.x),(r.y).(s.y).(s.2) (t.2)}

(4) Relacia P je tranzitivna, Cize, ak napr. obsahuje dvojice (a,r) a (r,X), potom musi
obsahovat’ aj dvojicu (a,X),

PP =P L{(a,x).(a,y).(b.) (b.y) (b2)}
Zjednotenim tychto troch parcialnych vysledkov dostaneme konecny tvar relacie P
(a,a),(b.b),(r.r) (s:8).(t:t) (x.x).(y,¥)(2.2),
P=1(ar),(b.r),(b.s),(b.t),(r.x).(r.y) (s:Y) (s:2),
(t.2).(ax).(ay)(b,x) (bY).(b.2)

X Yy z

a

Obrazok 3.9. Hasseho diagram pre hypotetickli relaciu ¢iastoéného usporiadania nad mnozinou
X = {a,b,r,s ULX Y, Z} . Sipka vpravo znazoriuje orientaciu Ciar zdola nahor.

Hasseho diagram pre relaciu Ciastocného usporiadania P nad konecnou mnozinou X
ukazuje jasne maximalne a minimalne prvky. Minimalne prvky su také, ktoré su
reprezentované vrcholmi, z ktorych hrany len vychadzaji, podobne, maximalne prvky su
také, ktoré su reprezentované vrcholmi, do ktorych hrany len vchadzaju. Relécia Ciastocného
usporiadania P, ktora je reprezentovana Hasseho diagramom na obr. 3.9 ma dva minimalne
prvky a a b, tri maximalne prvky X, y a z.

Veta 3.4. Kazda relacia Ciastocného usporiadania P < X x X , kde X je kone¢na mnozina,
obsahuje aspon jeden minimalny element a aspon jeden maximalny element.

Nech a, e X, ak je tento element minimalny, dokaz je dokonCeny. V opa¢nom pripade
existuje a, € X taky, Ze (a2,a1)e P . Element a, je bud minimalny alebo ak nie, potom
existuje taky element a,e X, zZe (a3,a2)e P. Pretoze mnozina X ma konecny pocet

elementov, tento proces predlzovania smerom dole musi byt v nejakom momente ukonceny
elementom, ktory je minimalny. Podobnym spdsobom moézeme zostrojit' element, ktory je
maximalny.

3.3 Funkcie

Pojem funkcie (alebo zobrazenia) patri medzi zakladné pojmy matematiky. V matematike pod
funkciou f rozumieme jednoznacny predpis, pomocou ktorého kazdému argumentu X
z mnoziny A priradime prave jednu funként hodnotu oznacenu y = f(X) z mnoziny B. Tuto
Specifikaciu funkcie zapisujeme takto:

f:A—>B (3.16a)
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pozri obr. 3.10.

Obrazok 3.10. Schematické znazornenie zobrazenia f : A— B.

Alternativna forma definicie funkcie (3.16a) je pomocou mnoZziny obsahujicej usporiadané
dvojice

f={(x,f(x));xeA (3.16b)

Definicia 3.11. Relacia f < AxB sa nazyva funkcia vtedy a len vtedy, ak pre kazdé x e A
existuje prave jedno y € B také, 7e (x,y)e f

V(xe A)3l(yeB)((x.y)e f) (3.17)
kde symbol 3! znaci, ze existuje prave jeden element. Mnozina A sa nazyva obor definicie
(alebo len obor) funkcie f, D, = A, a mnozina B sa nazyva keobor. Obor funkcénych hodnot
funkcie f je mnozina H, ={f(x);Xe A}z f(A). Ak (x,y)ef, potom X sa nazyva

argument ay sa nazyva funkcénd hodnota (obraz). Funkcia f sa taktiez nazyva zobrazenie.
Specialny pripad funkcie je transformdcia, kde musi platit A=B .

Funkcia je Specialny pripad relacie, ktora vyhovuje podmienke jednoznacnosti (3.17),
pozri obr. 3.11.

Obrazok 3.11. Znazornenie funkcie f < AxB, pre kazdé xe A existuje prave jedno ye B také, Ze

(x,y)e f . Funkcia f ma tvar relacie f :{(Xl,yl),(X2,yl),(x3,y2),(X4,y4),(X5,y4)}

Z obrazku 3.11 wvyplyva, Ze definicia 3.11 nam nezabezpecuje, aby mnoZina
funkénych hodndt { f (X); Xe A} bola totozna s mnozinou B, vo vSeobecnosti plati len

B'=f(A)={f(x);xeAlcB (3.18)

pozri obr. 3.12.
A f B

Obrazok 3.12. Znazornenie skutoénosti, ze pre funkciu f: A— B, obor funkénych hodnét H, = f (A) je vo

D=A

v§eobecnosti len podmnozinou B.
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Definicia 3.12. Hovorime, ze dve funkcie f:A—B a g:A — B’ sa rovnaju vtedy a len

vtedy, ak stiCasne plati
() A=A,

) V(xeA)(f(x)=g(x)).

Tato definicia rovnosti dvoch funkcii ma prakticky vyznam, Casto intuitivne hovorime
ze dve funkcie sa rovnaju, tato definicia nam presne Specifikuje, o musi byt’ splnené, aby tato
podmienka bola splnena.

Specidlnym pripadom funkcie je jednotkovd funkcia i, : A— A, pre ktoru plati

V(xe A)(i,(x)=X) (3.19)
Jej obor a obor funkénych hodndt st sirovné, D. =H. =A.

Ia Uy

ZloZena funkcia
V kapitole 3.1 bola definovana kompozicia PoQ dvoch relacii P a Q. Podobny postup moze

byt pouzity aj pre kompoziciu funkcii, ktorej vysledok nazyvame zlozena funkcia. Majme
dve funkcie f:A—>B a ¢:B—C, kompoziciou tychto dvoch funkcii (pozri obr. 3.13)

vytvorime novu funkciu h= f og: A— C, ktora sa nazyva zlozena funkcia.

h=fog

Obrazok 3.13. Znazorenie tvorby zloZenej funkcie h z funkcii f a g. Tato zlozena funkcia existuje len vtedy,
ked’ prienik oboru funkénych hodnét H, funkcie f a definicného oboru Dy funkcie g je neprazdny,

H, "D, zJ.

Definicia 3.13. Hovorime, ze kompoziciou funkcii f : A—>B a ¢:B — C vznikne zloZend
funkcia h=f og:A— C vtedy a len vtedy, ak

h=fog :{(x,z)e AxC;3(yeB)((x.y)e f)a((y.2)e g)} (3.20)

Z tejto definicie priamo plynie, Ze zlozena funkcia h = f o g existuje len vtedy, ak pre
danu dvojicu (x,z) € AxC existuje taky element y € B, pre ktory sicasne plati (x,y)e f a
(y, Z) € g. Ina¢ povedané, musi existovat neprazdny prienik medzi oborom funkénych
hodndt H funkcie f a definicnym oborom D, funkcieg, H, "D, #J.

Ako zostrojit’ zlozeni funkciu? Z obr. 3.13 aplikaciou funkcie f na argument y
dostaneme obraz X = f (y) , podobne, aplikaciou funkcie g na argument z dostaneme obraz Y,
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y=9(z); ak do tohto vysledku dosadime za y predchadzajuci vysledok x = f (), ziskame

konec¢ny tvar zlozenej funkcie

f &(,Q =f(y)=z=1f[g(z)]=x (3.21)

y

Priklad 3.13. Studujme dve funkcie
(1) f:R— R, ktorej analyticky tvar je f(x)=x’, jej definiény obor D, = R=(-w,) je

mnozina vSetkych realnych cisel (redlna os) a obor funkénych hodnét je H, = [O ,oo) mnozina
nezapornych redlnych cisel.

(2) g:[0,00)—>[0,»), ktorej analyticky tvar je g(x)= JX, kde obor defini¢ny a obor
funk&nych hodnét st rovnaké, D, =H, =[0,0).

Prva zlozend funkcia ma tvar h(X) =0 ( f (X)) = \/X_2 = |X

D, =R =(-o,0) a obor funkénych hodnét je H, =[0,), t. j. zobrazuje mnoZinu realnych

, jej obor definicie je
¢isel R na mnozinu nezdpornych redlnych cisel [0,00) . Priebeh funkcie h(X) = |X| je
znazorneny na obr. 3.15, diagram A.

Druha zloZena funkcia ma tvar h'(x): f(g(x)):(\/;)2 =X, tato funkcia ma
rovnaky obor aobor hodnét, D, =H, = [0,00), t. j. zobrazuje ,linedrne” mnozinu
nezapornych realnych ¢isel na tu isti podmnozinu. Priebeh funkcie h'(x) =X je znazorneny

na obr. 3.15, diagram B.
Grafy funkcii fa g st zndzornené na obr. 3.14.

\ f(x)=x"
9(0)=Vx

X

Obrazok 3.14. Grafy funkcii f(x) a g(x) z prikladu 3.13.

Mbzeme si poloZit' otazku & sa zlozené funkcie h(x) a h’(x) rovnaju alebo nie.

Podl’a definicie 3.12, dve funkcie st si rovné vtedy a len vtedy, ak maja rovnaké obory, obory
hodndt a predpisy (analytické tvary), ak je porusend jedna z tychto troch podmienok, potom
funkcie st r6zne. V naSom pripade D, # D,,, ¢ize zloZené funkcie st rozne.
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h(x)=|x| h'(x)=x

A B
Obrizok 3.15. Diagram A znézorfiuje graf zlozenej funkcie h(x)= g( f (x)) = |x| , diagram B znazornuje graf

zlozenej funkcie h'(x) = f (g(x))=x.

Inverzna funkcia

Podr’a definicie 3.2 je inverzna relacia P uréena jednoducho inverziou usporiadanych dvojic
z relacie P (pozri obr. 3.2). Zial, tento jednoduchy postup je neaplikovatelny pre konstrukciu
inverznej funkcie, pretoze vzniknuta relacia uz nemusi spifiat’ podmienku jednozna&nosti
(pozri definiciu 3.11). Preto musime zaviest’ eSte dodatocné predpoklady na relaciu, aby bola
nielen funkciou, ale existovala k nej aj inverzna funkcia.

Definicia 3.14. Funkcia f:A— B sa nazyva injekcia (jedno-jednoznacnd) vtedy alen
vtedy, ak vyhovuje podmienke

V(x,x' e A)(x=x = f(x)= f (X)) (3.22)
Povodnu podmienku jednoznacnosti z definicie 3.11 mozeme vyjadrit’ takto
V(x,X' e A)(f(x)= f(X)=x=X) (3.23)
Spojenim tychto dvoch podmienok dostaneme, Ze injekcia vyhovuje podmienke
v(x,x’eA)((x;tx’)z(f(x);t f(x’))) (3.24)

To znamend, ze pre injekciu podmienka rdznosti argumentov je ekvivalentnd podmienke
roznosti im odpovedajucich funkénych hodnét.

Obrazok 3.16. Schematické znazornenie injekcie f : A— B, kde kazdému argumentu je priradena prave jedna

funk¢na hodnota, a taktiez aj naopak, ku kazdej funkénej hodnote existuje prave jeden argument. Musime vSak
poznamenat’, ze mnozina B obsahuje elementy, ktoré nie st funkéné hodnoty f. Tak napriklad k elementu y, € B

oznacenému Cislom 6 neexistuje taky argument X, € A, aby platilo y, = f (XO) . Pomocou tohto jednoduchého

ilustraéného prikladu sme ukazali, ze k funkcii f : A— B neexistuje inverzna funkcia f™':B — A, aj ked’ tato

funkcia je injekcia.

Problémy s konstrukciou inverznej funkcie pre injekciu su ilustrované na obr. 3.16. Je
ukazané, ze aj ked’ je funkcia f: A — B jedno-jednoznac¢na (t. j. injekcia), inverzna funkcia

f ' : B — A k nej neexistuje, mnozina B obsahuje také elementy y € B ku ktorym neexistuju
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argumenty Xe€ A, aby y=f (X) Z tohto dévodu musime definiciu injekcie rozsirit’ o d’al$iu

podmienku.

Definicia 3.15. Injekcia funkcia f : A— B sa nazyva bijekcia vtedy a len vtedy, ak pre kazdy

element y € B existuje v mnoZine A taky element x, ze y = f (x).

Definicia 3.16. Nech funkcia f:A— B je bijekcia. Hovorime, Ze funkcia f':B — A je
inverzna k funkcii f vtedy a len vtedy, ak vyhovuje tymto dvom podmienkam

fF(F7(x) =i (x) (3.25a)
f(F(x))=i4(x) (3.25b)
kde ix je jednotkova funkcia definovana nad mnozinou X.

Definicia 3.16 je ilustrovana obrazkom 3.17, kde v obidvoch pripadoch dostavame
jednotkovu funkciu definovani nad oborom A resp. oborom B.

/ao

N

Obrazok 3.17. Diagramy A a B znazortiuji zobrazenia f af *' prevzaté z obr. 3.16. Diagram C znazoriiuje
zloZenti funkciu h=f "o f =i, : A— A, diagram D znazorfiuje zloZenti funkciu h'=fof™' =i,:B—>B.

1
l+e™
Graf funkcie f(X) je znazorneny na obr. 3.18. Tato funkcia® zobrazuje obor definicie D, =R

Priklad 3.14. Zostrojte inverznu funkciu k funkcii f (x) =

na obor hodnoét H, = (0,1) . Funkcia je monoténne rastiica a vyhovuje asymptotickym
podmienkam f (0)=1a f(—o0)=0.Z monotonnosti vyplyva, Ze funkcia je injekcia a Ze ku
kazdej funkénej hodnote ye(0,1) existuje taky argument X e(—w0,»), Ze y=f(x), t. j.
funkcia f je bijektivna, ¢ize k nej existuje inverzna funkcia (pozri obr. 3.18)

f(x)= Ini

2V tebrii neurénovych sieti je tato funkcia zndma ako sigmoidova prechodova (alebo aktivagna) funkcia, ktora
»stlaci“ celu realnu os na otvorenu usecku (0,1).
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B

Obrazok 3.18. Priebehy funkeii (A) f (x)=1/(1+e™) a(B) f~'(x)=In(x/(1-x))

Zostrojime zlozené funkcie f ( f! (X)) a f! ( f (X))

1 1 1 .
f(f'(x))= = = =X=l,y X
(F09) l+exp(—f'(x)) T+exp(-Inx/(1-x)) |, 1=x o9 ()
X
( 1 1
- f(x X X X .
fl(f(x))zlnl_f(l):lnll+el =|n1;§ =Ine* =x=i_,,(x)
Clte 1+e”*

Aj ked vysledok vyzera rovnaky, vlastné zlozené (jednotkové) funkcie maju rozdielne
definicné obory.
Cvicenia

Cvicenie 3.1. Zostrojte mnozinu usporiadanych dvojic pre relaciu R < Ax A,
A={01,2,3,4},kde (x,y)eR vtedy alen vtedy, ak

(@) x=Yy,
(b)x+y=4,

(c) x>y,

(d) x je delitelné y.

Cvicenie 3.2.
(a) Zostrojte mnozinu usporiadanych dvojic pre relaciu R = {( X, y) ; X je delitelné y} pre
X = {1,2,3,4,5,6} ,

(b) znazornite tato relaciu diagramaticky tak, ako je to vykonané na obr. 3.1,
(c) znazornite tato relaciu grafom tak, ako je to vykonané na obr. 3.2,
(d) reprezentujte relaciu pomocou binarnej matice A z definicie 3.4.

Cvienie 3.3. Pre kazd( z nasledujicich relacii R nad mnozinou {1,2,3,4} zistite, ¢i je

reflexivna, symetrickd, antisymetricka, alebo tranzitivna.

(@ {(2.2),(2.3),(2:4).(3.2).(3.3).(3.4)]
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(6) {(11),(1,2) (2.1),(2,2) (3.3) (4:4)}
© {(2.4).(4.2)]

(@ {(1.2),(2.3),(34))

(e){(l’ ( 2),(33).(4.4)]

4)
14),(2:3),(2:4),(3.1),(3.4)]

Cvicenie 3.4. Zistite, ¢i relacia R nad mnozinou vsetkych l'udi je reflexivna, symetricka,
antisymetricka, alebo tranzitivna, pri¢om (X,y)e R vtedy a len vtedy, ak

(a) X je mensi ako Y,

(b) x a'y sa narodili v rovnakom dni,

(c) X ma rovnak¢ krstné meno ako y,

(d) x a y maju aspon jednu dvojicu rovnakych starych rodicov.

Cvicenie 3.5. Zistite, C¢i relacia R nad mnozinou vSetkych www stranok je reflexivna,
symetrickd, antisymetricka, alebo tranzitivna, pricom (X, y) € R vtedy a len vtedy, ak

(a) kazdy, kto navstivil tato stranku X, navstivil aj stranku y,

(b) neexistuje priame prepojenie medzi strankami X a 'y,

(c) existuje aspon jedno prepojenie medzi strankami X a Y,

(d) existuje stranka, ktora obsahuje prepojenia tak na stranku X ako aj na stranku y.

Cvicenie 3.6. Zistite, ¢i relacia R nad mnozinou realnych cisel je reflexivna, symetricka,
antisymetricka, alebo tranzitivna, pri¢om (X,y) € R vtedy a len vtedy, ak

(a)x+y=0,

(b) x==y,

(c) X —y je racionalne Cislo,
(d) x=2y,

(e) xy 20,

(H)xy =0,

(g)x=1,

(h)x=1aleboy=1.

Cvicenie 3.7. Zostrojte inverznu relaciu R <Y x X pre relacie Rc X xY, ktoré sh
Specifikované

(a) R= {(X,y) X< y} nad mnozinou celych &isel,

(b)) R= {(X, y) ;X je delitelné y} nad mnoZzinou kladnych celych ¢isel,

(c) R je relacia nad vSetkymi eurdpskymi Statmi, ktora obsahuje dvojicu (X,y) vtedy a len
vtedy, ak $tat X susedi so Statomy.

Cvicenie 3.8.

Nech P={(12),(23),34)) a Q={(1L1).(12).(20).(22)(23).(31).(32) (3.3).(3:4)}.
3

P,Qc XxX strelacienad X = { 1,2, 4} Najdite

(a) PUQ, PnQ,
(b) P-Q,Q-P,
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(© P.Q,

@d P, Q",

(e) PoQ, QoP,

® (PoQ)", (QoP)",
(2) P'oQ", Q'oP ™,

Cvicenie 3.9. Najdite chybu v dokaze tejto vety:
Ak relacia R < X x X je symetricka a tranzitivna, potom je aj reflexivna.

Dokaz: Nech xe X, zoberte taky element ye X pre ktory (x,y)eR. Pretoze R je
symetrickd relacia, potom taktiez (y,x) € R. Pouzitim vlastnosti tranzitivnosti relacie R

dostaneme (Xx,X) € R, pretoze (X,y),(y.x)eR.

Cvicenie 3.10. Nech R,Sc X xX su reflexivne relacie. Dokazte alebo vyvratte tieto
tvrdenia:

(a) RUS jereflexivna relacia,

(b) RNS jereflexivna relacia,

(c) R—S je reflexivna relacia,

(d) ReS je reflexivna relacia.

Cvicenie 3.11. DokaZte tieto tvrdenia:

(a) Relacia Rc X x X je symetricka vtedy a len vtedy, ak R=R™",

(b) Relacia Rc X xX je antisymetrickd vtedy alen vtedy, ak RNR™ je podmnoZzinou

,.diagonalnej* reldcie A = {(X,X) X e X } ,

(c) Relacia R X x X je reflexivna vtedy a len vtedy, ak R™' je reflexivna relacia,

(d) Ak je relacia R < X x X reflexivna a tranzitivna, potom existuje také n >0, ze R"=R,
kde R"=RoRo...0R.

n—krat
Cviéenie 3.12. Rozhodnite, ¢i f : R > R ak
(@) f(x)=1/x,
(b) f(x)=x,
(c) f(x)

1+x*.

Cvicenie 3.13. N3jdite defini¢ny obor a obor hodnét funkcii:

(a) funkcia priradi kazdému bitovému ret’azcu rozdiel medzi poc¢tom jednotiek a poctom nul
v ret’azci,

(b) funkcia priradi kazdému bitovému ret'azcu dvojnasobok poctu nil v ret'azcei,

(c) funkcia priradi (Standardnym sposobom) kazdému bitovému retazcu dekadické cislo.

Cvitenie 3.14. Zistite, ¢i funkcie f: A— A, kde A={a,b,c,d}, st injektivne a nakreslite

diagram zobrazenia podl'a obr. 3.11.:

(a) f(a)=b,f(b)=a,f(c)=c,f(d)=d,
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(b) f(a)=b,f(b)=b,f(c
(©) f(a)=d,f(b)
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Cvitenie 3.15. Zistite, ¢i funkcie f: /N — N, kde N ={1,2,3,..} je mnoZina prirodzenych
¢isel, mozu byt definované nasledujucim sposobom:
(@) f(n)=n-1,
(b) f(n)=n?,
(c) f(n)=1+integer(n/2), kde integer(x) je cela &ast’ realneho &isla,
(n)

(d f(n)=n’.

Cvi¢enie 3.16. Nech f : A— B, zostrojte obor hodnét f (A) = B kde A={-1,0,2,4,7}, pre
(@) f(x)=1,

(b) f(x)=2x+1,

(c) f(x)=integer(x/5),

) f(x) integer((1+ xz)/3).

Cvitenie 3.17. Nech f(x)=2x, zostrojte:

(a) f(A),kde A je mnoZina celych &isel,
(b) f(A),kde A je mnozina kladnych celych &isel,
(c) f(R),kde R je mnozina redlnych &isel.

CvicCenie 3.18. Nech f :A—>B a g:B—>C, dokazte, ze ak funkcie f a g su injektivne,
potom aj ich kompozicia go f : A— C je injektivna funkcia.

Cvicenie 3.19. Zostrojte zlozené funkcie f(g(x)) a g(f(x)), kde f(x)=1+x" a

g(x)=x+2 sa funkcie s oborom realnych ¢isel.

Cvitenie 3.20. Nech f(x)=ax+b a g(x)=cx+d,kdea, b, cad si konstanty, zistite, za
akych podmienok plati f (g (X)) =g(f(x)).

Cvitenie 3.21. Za ktorych podmienok existuje k funkcii f (x)=ax+b funkcia inverzna
f~(x).

Cvicenie 3.22. Nech f : A— B anech A',A" < A. Dokazte platnost’ tychto formul:
(a) f (A'u A") =f (A’)u f (A”),
(b) F(ANA)C F(A)AF(A).

Cvitenie 3.23. Nech f (x)=x’ je funkcia s oborom nezapornych realnych ¢isel. Najdite
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(@ f7(1),

(b) ' ({x;0<x<1})

© f({x;x>4}).

Cvicenie 3.24. Nech f : A— B anech B’,B" < B. Dokazte platnost’ tychto formul:
(@) f'(B'nB")=f"(B)nf"(B"),

(b) £ (B'UB")=f"(B)uf(B").

Cvifenie 3.25. Nech f:A—>B anech B'cB. Dokazte platnost formuly

t(B)=1"(B).
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