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Binomické koeficienty a Pascalov trojuholnik
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Nech suradnice bodov S a G su (i,j) resp. (k,/), kde i, j, k al st nezaporné cel¢
Cisla celoCiselné sturadnie potom vzdialenost medzi bodmi Sa G je urCena
vztahom

d(S,G)=li—k|+|j -
Pomocou tejto metriky mozeme definovat’ aj pojem optimalna (alebo minimalna)
cesta, ktora spaja body SaG: je to takd cesta, ktorej dizka (pocet hran
ortogonalnej mriezky) je urCena vzt'ahom (4.1). Cesta je optimalna vtedy a len

vtedy, ak je neklesajuca, t. j. neobsahuje useky v ktorom by hodnoty bud’ prve;j
alebo druhej stradnice klesali.

11111
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Budeme postupne pocitat’ poCty minimalnych ciest medzi vychodzim bodom
S a bodmi, ktor¢ lezia medzi tymto bodom a koncovym bodom G. Koncovy
vrchol G je ohodnoteny Cislom 2202, to znamena, Z¢ z vrcholu S do vrcholu G
existuje 2202 roznych ciest.
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Definicia 4.1. Binomicky koeficient pre i > j > 0je definovany ako podiel
(ij !
i) JWi-j)!

Binomické koeficienty si jednoduchym spésobom reprezentované pomocou
Pascalovho trojuholnika
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Koeficient f; pomocou binomickych koeficientov je zalozen€ na identite

28

pricom indexy i a j su ohrani¢ené¢ podmienkou j>i—1>0.

Veta. Binomické koeficienty spliaji podmienky

e

k k
( ] :( | (pre i=0,1,....,k)
i k—i

@*(ifj: l:llj
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Dokaz tychto vlastnosti priamo plynie z definicie

(kHj: (k+1)!  Rk+1) B (k+1)

i+1) (k=)i+1) (k=i)it(i+1)  (k=i)l! (i+1)

(k—ki!)!i! (Hl()z:(l];_i) } (k—lcz'!)!i!(l+%j } (f}(zilj
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Binomicke koeficienty su vyznamne v algebre, kde umoznuji v kompaktnom
tvare vyjadrit’ n-ti mocninu suctu (x + y).

Veta (binomicka veta). Nech x a y st redlne premenne¢ a 7 je kladné cele

Cislo, potom
(x+y)" = Z(n}"y’

=0 \.J

Dokaz tejto vety mozno vykonat’ pomocou indukcie.

Zvolime podstatne jednoduchsi postup, ako dokazat’ binomickt formulu, ktora je
vel'mi blizko spidta s ulohou najst’ pocet optimalnych ciest, ktoré spajaja dva
vrcholy na ortogonalnej mriezke.

Polozme si otazku, kol'kymi spdsobmi moze byt realizovany suéin x'y/ z mocniny
(x + y)n Tento su¢in moze byt vytvoreny dvoma elementarnymi operaciami

o o ,
z medzivysledkov x"y’ a x'y’~ nasobenim premennou x resp. premennou y
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Verzia Pascalovho trojuholnika pre vypodet sposobov konstrukcie suéinov x'y/.
Sikmé ¢iary idtce z pravej do lavej strany (z l'avej do pravej strany) vyjadrujt
su¢in premennou x (y). Cisla uvedené v l'avej strane ovalov st rovné, podobne
ako v Pascalovom trojuholniku, binomickym koeficientom ().
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Priklad

Zostrojte rozvoj (x + y)4. Pouzitim binomickej vety dostaneme

ot (o (o

=x"+4xXy+6x°y" +4xy’ + y*

Priklad

Aky je koeficient x'*y" v rozvoji (x + y)zs‘? Z binomickej vety dostaneme, Ze

25 25!
=———=5200300
13) 1312!

tento koeficient je urCeny
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Priklad

Aky je koeficient x"y" vrozvoji (2x—3y)25? Pouzitim binomickej vety

dostaneme
25 2 5

(2x+(-3y))" = z( , j(zx)”f (-3y)’

=0\ J

Potom koeficient stojaci pri ¢lene x'*y" je

25 v
22 (-3)" = -2 2138 33959763545702400
13 13112!
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Veta. Nech 7 je nezaporné cel¢ Cislo, potom

20)-

Tato formula je jednoduchym dosledkom binomicke; vety, ked polozime
x =y =1. Takto mézeme zostrojit’ mnozstvo analogickych formul, tak napriklad,

ak poloZime x=1ay =2, potom
S AN
(1+2) =Z( ,jzf =3"
=0\ J
Ak poloZzime x =1 ay=-1, potom

(1-1) = Zn:(—l)j(j'j 0= (g(znj] } Wf[zi}i J

Jj=0 Jj=0 Jj=0
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Veta 4.5. Binomické koeficienty spliaji rekuretné vztahy

i i—j(i
(J»J:J-HU
i+1 i+l ]

( j j‘z‘—jﬂ@

Tieto rovnosti mézu byt jednoducho odvoden¢ priamo z definicie binomickych
koeficientov

G R E e e e m

i+1 B
j ) A=) i) -+l i+
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Priklad

Ukazeme jednoduchy ilustraény priklad pouzitia vztahov pre jednoduchy
rekurentny vypocet binomickych koeficientov. Ako ilustraciu uvedieme vypocet
koeficientov (5//), priCom bude vychddzat zo znamej hodnoty koeficienta

(5/0)=1.

1. krok:

@:(oilj:%@ﬁ
@:(lilj:g@:m
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3. krok:

4. krok:

5. krok:

6. krok:
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Vyznam rekurentného sposobu vypocétu binomickych koeficientov — spociva
v tom, Ze ak potrebujeme poznat’ napr. koeficient (100/ 3), jeho priamy vypocet

z definicie naraza na seridzne problémy s presnostou aritmetiky v pocitaCoch.
Preto je vyhodné vychadzat’ zo znameho koeficienta (100/0) =1, pouzitim (4.11a)

postupne vypocitame koeficienty (100/1) =100, (100/2) =450,
(100/3) =14700.,....

Priamy vypocet v pocitaci podla vzorca (100/ 3) = 10()!/(97! : 3!) je vramci
Standardnej aritmetiky pocitaCa nerealizovatel'ny.
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Veta (Vandermondeova identita).
m+n)| Z”: m \(n
ro ) “lr—i)li

Dodkaz tejto vety vykoname pomocou binomickej vety, Studuyme vyraz
(1+x)" (1+x) =(1+x)""

R e E
o 5[
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Veta (multinomicka veta). Nech n je kladné prirodzené Ccislo, potom pre
lubovolné »,x,..x, plati
n n!
(x +X, +..+x ) = XXX
nln,\.n |

kde suma ide cez vSetky nezaporné indexy ny, n, ..., n, ktoré vyhovuju
podmienke n, +n, +..n, =n.

Dodkaz tejto vety vykoname matematickou indukciou

W 4 L n . . n!
Indukény predpoklad: (5 +x5) =D K7x =) —x Xy
j:() J n1:n2 nl .n2 .
Tuto formulu, ktord je formalnym prepisom binomickej formule, rozSirime pre tri
premenné pomocou substiticie x, — (x, + x; )
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Tento postup moéZeme opakovat’ tak dlho, az ziskame formulu (4.13) pre dané n.

Verzia: 15. 10. 2013 Priesvitka: 19




Priklad

. . . , 5
Zostrojte koeficient pri x* vo vyraze (1 —Xx+ 2x2) :

(1—x+2x2)5: Z ! '(l)n1 (—36)7124—(2962)”3

=5 Y (-)"2"

nyny >0 T In,!n,!
pri¢om sumacné indexy vyhovuju podmienke n, +n, +n, =5.

(%)

n,+2n
X' 3

PretoZe nas zaujima koeficient stojaci pri x*, sumaéné indexy musia vyhovovat
d’alSej podmienke n, + 2n, =4, potom pripustné hodnoty sumacnych indexov su:

(3,0,2), (2,2,1) a (1,4,0). Dosadenim tychto pripustnych indexov do formuly (&)

dostaneme explicitny vyraz pre koeficient stojaci pri x* v rozvoji (1 — X+ 2x2)

2 1 0
5!( 2 + 2 + 2 j:IOS
310120 2121 11410!
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Permutacie a kombinacie

Definicia. Permutdcia mnoziny n rdéznych objektov, A={o0,,0,,..,0,} je
usporiadana n-tica objektov ztejto mnoZziny, P:(o 5@ acos@ ) Usporiadana

r-tica (kde 1<r <n) objektov z mnozZiny 4 sa nazyva r-permutacia.

Zapis permutacie

alebo v zjednodusenom tvare
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Permutaciu mozeme

Verzia: 15. 10. 2013

interpretovat’  ako
A={1,2,...n} naseba, P: 4— A

/

1-1-znacCné

/

zobrazenie mnoziny
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Priklad

Navrhnite algoritmus pre nahodni generaciu permutacie n objektov. Podmienka
,,nahodnosti* generovane] permutacie spo¢iva v tom, ze ak by sme algoritmus
pouzili M-krat, M — o, potom pravdepodobnost’, Ze v pozicii i bude kladne celé
Cislo 1 <k <n, p;= k, ma asymptotickil hodnotu rovnaku pre kazd¢ i

‘v’in( lim prob(k,i) = lj

M —o n

Tato podmienka je pomerne tvrda pre navrh algoritmu schopného Uplne ndhodne
generovat’ permutaciu.
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for 1:=1 to n do e;:=1;

for 1:=1 to n do
begin k:=random(n-i1+1)+1;

Pi:=€k;

for jJ:=k to n-i1+1 do €;:=€j+1;
end;

p e
=1 |2 11234
=2 | 2|4 1{3]4
=3 | 2]|4]1 1|3
=4 [ 2(4]|1|3 3
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Priklad

Navrhnite algoritmus pre systematick€é generovanie vsSetkych permutacii n

objektov.
Naivny algoritmus Hamba!

count:=0;

for 1:=1 to 4 do
for J:=1 to 4 do
for k:=1 to 4 do
for 1:=1 to 4 40
1T (1#)=k then
unt:=count+l;
print(count,i1,j,k,I)
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Algoritmus spatného prehPadavania

(back-track algorithm)

=

Ui-={1,2,...,n}; d:=1;
1T Ug={} then
begin pgy:=get _element(Uy); Ugq:=Ug—{pq};
iIT d<n then
begin d:=d+1;
Ugz={1,2,...,n}-{P1,P25---,Pd-1};

end else print(p:i,p2,---,Pn);
end else d:=d-1;
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Beh algoritmu pre »=3 je znazorneny stromom rieSeni pre danu ulohu
a preruSovanou orientovanou c¢iarou je znazorneny pohyb algoritmu po celom
strome.
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Veta. Pocet r-permutacii mnoziny n objektov je

N(n,r):n(n—l)(n—2)...(n—r+1):

(n—r)!

Dokaz
e Prvy element permutacie moze byt’ vybrany z mnoziny 4 n sposobmi.
e Potom nam zostava n-1 spdsobov vyberu druhého elementu, atd’.

(1,2,3,4}

— 7 NT—

(1) (2) 3) 4 sposoby

ANV

(1,2) (1,3) (14 2,1) (2,3) 2,4) G.1) (3,2) (3,4) (4,1)(4,2) (4,3) 3 spdsoby
N(4,2)=4x3=12
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Priklad

Kol'kymi moznymi spdésobmi mozno vybrat prvych troch vitazov sutaze, do

ktorej sa prihlasilo 100 ucastnikov?

Pretoze je podstatné, ktora osoba bude odmenend prvou, druhou alebo tretou
cenou, pocet sposobov vybery prvych troch odmenenych je Specifikovany poctom

3-permutacii zo 100 objektov
N(100,3)=100-99-98 =970200
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Priklad

Na Sportovom podujati sa zacastnilo 8 pretekarov. Vitaz bude odmeneny zlatou
medailou, pretekar, ktory skonCi na druhom mieste bude odmeneny striebornou
medailou a pretekar, ktory skonc¢i na tretom mieste bude odmeneny bronzovou
medailou. Kol'kymi réznymi spésobmi moézu byt odmeneny pretekdri troma
medailami?

Celkovy pocet troch pretekarov, ktori si odmeneni medailou sa rovna poctu 3-
permutacii z 8 objektov

N(8,3)=8-7-6=336.
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Definicia. r-kombinécia elementov mnoziny 4 ={o0,,0,,...,0,} je podmnoZina,
/4 © ! _ _ W
ktord obsahuje r elementov, A = {op1 0, ,...,opr} c A={0,,0,,..,0,}. Polet

r-kombindcii z mnoZiny obsahujicej n elementov je oznaceny veliCinou C(n,r).
Pre 4={1,2,3,4,5,6} je podmnoZzina A'={2,4,6} 3-kombinacia z 4.

Priklad

Vytvorte vSetky mozné 2-kombinacie elementov z mnoZiny A4 = {a,b,c,d } Potom
existuje C(4,2) = 6 2-kombinacii, ktoré su reprezentované podmnoZinami

{a,b}, {a,c}, {a,a’}, {b,c}, {b,d} a {c,d}.
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Veta. PoCet r-kombinacii z mnoziny n objektov je
n !
C (n r) = S

v (n — r)!r!

Dodkaz tejto formuly je jednoduchy aje zalozeny na tom, zZe podla vety 4.8
pozname pocet r-permutacii N(n,r) , pretoze permutdcie su zavislé na poradi r
elementov, musime ¢islo N(n,r) podelit’ N(r,r) = r!

c(nr) -y - )
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Kombinatoricky dokaz

e Jeden z fundamentalnych pojmov kombinatoriky, je to taky dokaz, ktory
minimalizuje pouzitie algebraickych metod (napr. formul Specifikujucich
vlastnosti binomickych koeficientov), je zaloZeny na elementarnych
pojmoch kombinatoriky, akymi st permutacie a kombinacie.

e Nie vzdy je tento postup pouZiteIny alebo konceptudlne jasny, preto aj
v kombinatorike sa v mnohych pripadoch obraciame na Standardné
algebraické metddy zaloZzené na Uprave formul a uplnej indukeii.
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Priklad

Gymnazium X sa dohodlo s partnerskym gymnaziom Y, Ze usporiadaja spolocny
tenisovy turnaj, na ktorom sa z kazdého gymnazia zucastni pat’ Studentov. Nech
gymnazium X (Y) ma k dispozicii 10 (15) hraCov, kolko réznych sposobov
obsadenia turnaja mozu gymnazia zostavit’?

Gymnazium X méze zostavit C(10,5) roznych timov a gymndzium Y moze
zostavit’ C(15,5 ) roznych timov, sucin tychto Cisel nam poskytuje pocet r6znych
sposobov obsadenia turnaje

C(10,5)xC(15,5)=10-9-8-7-6x15-14-13-12-11=10897286400

t. j. moZu zostavit priblizne 10" spdsobov obsadenia tenisového turnaja.

Verzia: 15. 10. 2013 Priesvitka: 34




Priklad

Majme retazec 6 znakov ~ AABBCC, mame vypocitat vSetky mozné
a neekvivalentné ret'azce, ktor¢ mo6zu byt zostrojene¢ z tohto ret'azca permutaciami
jeho elementov.

Prva intuitivne rieSenie tohto problému je, Ze existuje 6! R6znych ret'azcov, ktoré
mozu byt zostrojené permutdciami povodneho retazca AABBCC. Tato odpoved’
nie je spravna, pretoze ignoruje skutoCnost’, Ze retaze obsahuje tri dvojice (AA,
BB a CC) rovnakych znakov, ktoré nie si medzi sebou rozliSiteI'né.

Preto musime povodny vysledok opravit’ tak, aby obsahoval aj moZnost
opakovania tychto symbolov, potom celkovy pocet neekvivalentnych retazcov je
6l/(2!-21-21)=(2-3-4-5-6)/(2-2-2) =90
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Permutacia sopakovanim je také usporiadanie usporiadanych n-tic z objektov
mnoziny A, ktoré su rozne, Cize opakovanie n-tic v dosledku opakovania
elementov v 4 je vyluceneé.

Veta 4.10. Pocet permutacii Sopakovanim n objektov, medzi ktorymi je n,
nerozlisiteInych objektov prvého typu, n, nerozliSitelnych objektov druhého
typu,..., a n, nerozlisitelnych objektov p-teho typu, pricom n, +n, +...+n,=n, je

urceny
n!

nln,\.ln,
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Multimnozina

e 7 definicie mnoziny vyplyva, ze kazdy element sa v mnoZine vyskytuje prave
jedenkrat. Nech a € 4, potom a ¢ (A —{a}).

e AvSak pri Specifikacui r-permutdcii s opakovanim pripastame moznost, ze
niektoré elementy sa vyskytuji v mnozine aspon dvakrat.

e Tato konceptudlna nekonzistentnost’ zavedenia r-permutacie je formalne
odstranend postulatom, ze mnoZina 4 je multimnoZina, v ktorej je pripustne
opakovanie niektorych elementov.

e A={a,a,b} je multimnozina, ktord obsahuje element « dvakrat.
Multimnozina méze byt formalne chapand ako obyCajna mnozina, ked
zavedieme indexovanie elementov, ktoré sa opakujl, napr. 4={a,a,,b};
tymto indexovanim st elementy dobre navzajom odlisené.
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Poznamka
Problém urCenia poctu r-permutdcii s opakovanim nie je vo vSeobecnosti
rieSitelny analyticky pomocou formul, preto, ak chceme riesit’ nejaky konkrétny
priklad zistenia poctu r-permuticii s opakovanim, musime pouzit’ pocitaCovu
enumeraciu tychto permutacii.

ZjednodusSeny pripad r-permutacii s opakovanim

Chceme zostrojit’ usporiadanu r-ticu, (oclocz...ocr), kde jej zloZzky o; su brané
z mnoZiny obsahujucej k znakov, B ={®,,®,,... o, |.

Veta. Celkovy pocet r-permutacii obsahujlicej k£ znakov je
kl"
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Priklad

Vytvorme 2-permutacie s opakovanim nad mnoZinou znakov s-{s.s, touto
mnozinou.
B? =(aa),P? =(ab),B” = (ba),P”) = (bb)

Pouzitim formuly £” dostaneme pocet 2-permutacii

2° =4
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Kombindacia s opakovanim v zjednoduSenom pristupe, moze byt chapana, ako
vytvaranie mnoziny, ktora obsahuje n elementov, pricom elementy st odliSiteIne
podla k druhov. Pre ilustraciu tohto pojmu pokusme sa vytvorit mnozinu, ktora
obsahuje n = 3 prvkov, priCom tieto prvky su troch druhov, oznacené napr. a, b
a c. Takto Specifikované mnoZinu st

S, = {a,a,a}, S, = {a,a,b}, S, = {a,a,c}, S, = {b,b,b}, S = {a,b,b},
S, =1{b,b,c}, S, ={c,c.c}, Sg={a,c.c}, S,=1{b,c,c}, S,,={ab,c}

Veta 4.12. Celkovy pocet r-kombinacii z £ znakov prvkov je

r+k—1
k—1
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Priklad

Korlko je usporiadanych rozkladov Cisla 10 na 4 nenulové sCitance?

Predstavme si Cislo 10 ako rad 10 jednotiek, medzi ktor¢ umiestnime 3 separatory,
pocet jednotiek medzi dvoma separatormi urCuje jednotlive sCitance. Stojime vSak
pred problémom, ako zabezpecit', aby kazdy sCitanec bol nenulovy, alebo, aby dva
separatory nestali bezprostredne vedla seba. Toto zabezpeCime tak, Ze z 10
jednotiek odoberieme 4 jednotky a rozdelime ich medzi jednotlive sCitance. Tym
mame zarucenu nenulovost’ kazdého scitanca, riesenie ulohy potom uz musime
len rozdelit medzi 10 — 4 = 6 tr1 separatory, Co je urCené¢ binomickym

koeficientom
6+4-1
=&4
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Princip inklazie a exkluzie

V teorii mnoZin bola diskutované formula pre mohutnost’ mnoziny Specifikovane;j
ako zjednotenie podmnozin 4, 4,,..., 4 , uvedieme je spolu s jej dualnou formou

Z\A\—Z\A N A+ y ZNaVHaVH
EZJ<_J) EZJ<J<_k)

ANAnN.NA

( 1)n+1

‘Z NA,N..NA ‘:

A=lUl-]4v4,0..04,

U] - Z\A\+Z\A N4, \— Z 404,04+
) (i)

(=1)
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Postuluyme pre elementy univerza U vlastnosti p,,p,,....p,, potom vzhl'adom
k tymto vlastnostiam definuyme » mnozin 4,4,,..,.4 cU tak, ze elementy
mnoziny 4; maju vlastnost’ p; (pre1=1, 2, ..., n)

A = {x e U; viastnost (x) = pi}

e A U A, obsahuje elementy, ktoré maju vlastnost p; alebo vlastnost’ p;.

e A4, N A, obsahuje elementy, ktor¢ maju sucasne vlastnost’ p; a vlastnost’ p;.

¢ 4 = {x eU; vlastnast’(x) = ﬁi} obsahuje elementy, ktoré nemaju vlastnost’ p;.
e A, U A obsahuje elementy, ktoré nemajh vlastnost p; alebo p;.

e A NA ; obsahuje elementy, ktoré nemajt sucasne vlastnost’ p; a vlastnost’ p;.
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N ( P Pi Py ) pocet elementov, ktoré maju stcasne vlastnosti p, , p, ,..., p,

N(pil ' Piyre-o Dy, ) - ‘Az'l N4, NN Aik‘

Dualny tvar tejto formuly dostaneme zamenou p; za p,
N(B, By Dy )= |4 N A, O 4 |=[U]-|4, 04 04 ]

Veta (princip inkluzie a exkluzie).

n

N(P,. Do D,)=[U|=- 2. N(p)+ 2. N(p..2;) = 2, N(pip0y )+
i=1 i, j=1 [ j k=1

(i<)) Ei '
(_1)n N(pppzw"pn)
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Eratosthenove sito

Kol’ko existuje prvocisiel, ktorych hodnota nie je vacsia ako M.

Pripomenme, ze kazdé celé Cislo ¢, ktoré nie je prvocislo a ktoré nie je vacsie ako

M, je vyjadriteI'né ako sucin prvocisiel, ktorych kvadrat je mensi ako M
c:plklpfzpf....SM — Vi(pl.2 SM)

kde p; je i-t€ prvocislo a exponent k; je nezapornée cel¢ Cislo.
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Nech prvodéisla, ktoré vyhovuju podmienke p; <M tvoria mnozinu, obsahujucu
prvych g prvodisiel, {p,,p,,... p,}. MnoZinu prvych M kladnych celych ¢&isel
ozna¢ime C={2,3,..,M}, kde sme zamerne vynechali 1, pretoze 1 priamo

z definicie nie je prvocislo. Metddu Eratosthenovho sita vyjadrime pomocou kodu
v psudoPascale.

C:={2,3,...,M};
for 1:=1 to g do
begin for ceC do
1T (mod(c,pi)=0)A(czpij)then C:=C-{c}
end;
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Verzia: 15. 10. 2013

Metoda Eratosthenovho syta

2

3

4

33

6

74

8

9

10

115

12

136

14

15

16

17,

18

195

20

21

22

239

24

25

26

27

28

2910

30

311

32

33

34

35

36

3712

38

39

40

4145

42

4314

44

45

46

4715

48

49

50

51

52

5316

54

55

56

57

58

5917

60

6115

62

63

64

65

66

6719

638

69

70

7120

72

7321

74

75

76

77

78

7922

80

81

82

8323

84

85

86

87

88

8924

90

91

92

93

94

95

96

9715

98

99

100
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Priklad
Kolko prvocisiel nie je vacsich ako 100?

Pouzijeme princip inkluzie a exkluzie. Postulujme Styri vlastnosti:

B, =(dislo je delitelné p, =2)
P, =(dislo je delitelné p, =3)
P, = (czslo je delitelné p, = 5)
P = (czslo jedelitelné p, = )

Potom pocet prvocisiel, ktoré nie st vacsie ako M = 100 je Specifikovany vyrazom

4+ N(R.P.P.P)
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N(R.P,P.P)=99-N(R)-N(B)-N(R)-N(P)+N(BB)+N(R.P)
+N(R,P)+N(P,B)+N(P,P)+N(P,P)-N(F,P,P)
-N(R.P.PB)-N(R.P.P)-N(R.P.P)+N(R.B.P.E)

Veli€iny N(+) mo6zeme jednoducho vyjadrit’ takto: pocCet celych Cisiel, ktore nie su
vacsie ako M a ktoré st delitené podmnoZinou prvocisel {2,3,5,7} jel 100/x |, t. j.
celou Cast'ou podielu 100/x, kde x je sucin prvocisiel z danej podmnoZziny. Potom

N(R.B.P.B)=o9-[100] | 190|100 ] [J0O], | OO, | 10O
2 3 5 7 2-3 2-5

[ 100 100 100 [100 { 100 | [ 100 l
H—— |+ — |||+ — —| —
2.7 3.5 3.7 5.7 2.3-5 2.3.7

__ 100 B 100 N 100
2-5-7 3.5.7 2-3-5.7
=99-50-33-20-14+16+10+7+6+4+2-3-2-1-0+0

=21
To znamena, Ze existuje 4+21=25 prvocisiel, ktoré nie su vacsie ako 100.
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Prvé znézornenie metafory multiagentové systému holandskym maliarom Pieter Bruegel Sr.

(1525-1569) olejomal’bou ,,Batle between Lent and Carnival *
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