4. kapitola

Kombinatorika I — binomické koeficienty, permutacie
a kombinacie

4.1 Binomické koeficienty a Pascalov trojuholnik

Budeme Studovat’ svet na ortogonalnej mriezke, na tejto mriezke mame umiestnené dva body
S a G, nasou ulohou je urcit’ pocet vSetkych moznych optimalnych ciest z bodu S do bodu G
po hranach mriezky (pozri obr. 4.1). Nech stradnice bodov S a G su (i,j) resp. (k,1), kde 1, j, k
al st kladné celé cisla (celoCiselné suradnice) potom vzdialenost medzi bodmi Sa G je
urcend vztahom

d(S.G)=|i-k|+|i-1| (4.1)
Pomocou tejto metriky' mézeme definovat’ aj pojem optimalna (alebo minimalna) cesta,
ktora spaja body S a G: je to také cesta, ktorej dizka (podet hran ortogonalnej mriezky) je
ur¢ena vzt'ahom (4.1). Z obr. 4.1 vyplyva, ze dana cesta je pre i<k a j<I optimalna vtedy a len
vtedy, ak je neklesajuca, t. j. neobsahuje tsek v ktorom by hodnoty bud’ prvej alebo druhej
stradnice klesali.

Priklad 4.1. Zistite, kol'kymi optiméalnymi cestami su spojené dva body S a G na ortogonalnej
mriezke znadzornenej na obr. 4.1.

cesta,

cegta,

Obrazok 4.1. Svet na ortogonalnej mriezke, na ktorej su umiestnené dva body S a G. Nasim cielom je zistit,
kol’ko existuje optimalnych (miniméalnych) ciest, ktoré spajaju tieto dva body. Horizontélne a vertikalne Ciary st
indexované kladnymi celymi ¢islami, ktoré Specifikuju polohu uzlov mriezky pomocou usporiadanych dvojic
kladnych celych ¢isel, tak napr. bod S mé stradnice (4,4).

'V matematike je metrika taka funkcia d(x,y), ktora je (1) pozitivne definitna, d(x,y)=0, pri¢om rovnost plati len
pre X =Y, (2) symetricka, d(x,y) = d(y,X), a (3) spiiiajuca , trojuholnikovii* nerovnost, d(x,y)+ d(y,z) > d(x,z).
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Na obr. 4.2 je znazorneny vysek ortogonalneho sveta z obr. 4.1. Budeme postupne pocitat’
pocty minimalnych ciest medzi vychodzim bodom S a bodmi, ktoré lezia medzi tymto bodom
a koncovym bodom G. Ohodnotenie vrcholu s dvojicou indexov (i,j) je oznacené fi.
Postupujeme tak, ze predpokladame, ze mame uz ohodnotené vrcholy, ktoré su vzdialené od
vrcholu S o d hran, v nasledujucom kroku budeme ohodnocovat’ vrcholy so vzdialenostou
d+1 pouzitim formule

frosn=fontf, (4.2)

Tento postup opakujeme tak dlho, aZ sa dostaneme do koncového bodu G. Vysledok tohto
procesu je zndzorneny na diagrame B obr. 4.2. Koncovy vrchol G je ohodnoteny ¢islom 2002,
to znamena, ze z vrcholu S do vrcholu G existuje 2002 réznych ciest.

ij+1 i+1,j

i+1

Obrazok 4.2. (A) Diagram znazorfiuje uréenie poctu optimalnych ciest, ktoré koncia vo vrchole (i+1,j+1), ktory
je jednoducho uréeny stétom poétov optimalnych ciest do vrcholov (i,j+1) (i+1,j). (B) Znazornenie konstrukcie
celového poétu ciest z vrcholu S do vrcholu G na vyseku sveta ortogonalnej mriezky z obr. 4.1. Cislo uvedené
v pravom hornom vrchole, 2002, je celkovy pocet optimalnych ciest z S do G.

Schéma vypoctu koeficientov fj; v idealizovanej podobe je znazornend na obr. 4.2,
diagram A, cely vypocet je znazorneny na diagrame B.

Definicia 4.1. Binomicky koeficient pre i > j >0 je definovany ako podiel

[IJ :ﬁ 43)

Binomické koeficienty su jednoduchym spésobom reprezentované pomocou Pascalovho?
trojuholnika, pozri obr. 4.3. Tento diagram je zaloZeny na postupnej realizacii formuly (4.2).
Jedna sa vlastne o pootocenie (v smere hodinovych ruciciek) diagramu A na obr. 4.2, okolo

? Blaise Pascal (1623-1662) , franctizsky matematik, fyzik a filozof, je pokladany za zakladatel'a modernej teorie
pravdepodobnosti (v ramci ktorej objavil aj ,,Pascalov* trojuholnik), vo fyzike formuloval zékon, ktory je
v sucasnosti znamy ako ,,Pascalov* zdkon tlaku a ktory tvori jeden zo zakladov hydrauliky. Ako 19 ro¢ny mladik
zostrojil jednu z prvych fungujicich mechanickych kalkulaciek. Vo filozofii sa venoval ndbozenskej tematike.
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vrcholu S o uhol 3n/4. Vyjadrenie koeficientov fij pomocou binomickych koeficientov je
zalozené na identite (pozri obr. 4.3, diagram B)

f (‘ v ‘2j (4.4
] J_l

pri¢om indexy i a j st ohrani¢ené podmienkou i, j > 1. Koeficienty fjj , ktoré nevyhovuju tejto
podmienke, su pre konStrukciu Pascalovho trojuholnika nepodstatné, pretoze, obrazne
povedané, Pascalov trojuholnik je zostrojeny z vrcholu pyramidy smerom dole.

!

NHEIRGIER
R CE CBe Bk
b B e 0k
G TR e e R

Obrazok 4.3. (A) Pascalov trojuholnik, ktorého jednotlivé ¢leny st zostrojené tak, ze pre danu polohu ziskame
aktualny clen tak, Ze sCitame dva susedné vySSie Cleny. (B) Pascalov trojuholnik vyjadreny pomocou
binomickych koeficientov.

Porovnanim diagramov A a B na obr. 4.3 zistime, ze binomické koeficienty vyhovuja
podmienkam z tejto vety

Veta 4.1. Binomické koeficienty spiiiaju podmienky

(K, 4s
0) (k)™ (439
k k

)= k—J:k (4.5b)
k k :

E k_ij (pre i=0.1..K) (4.50)

ARG

Dokaz tychto vlastnosti priamo plynie z definicie (4.3) binomickych koeficientov. Dokazeme
(4.5d) (ktora sa nazyva Pascalova identita a je prepisom formul (4.2) a (4.4))

(k+1] (k+1)t  K(k+1) ko (k+1)

i+1 B

(k=i (k=i)ir(i+1) (k=i)tit(i+1)
U (i+1)+ (k=i ! —i k k
(k—ki)!i!( 1()i+(1) ):(k—ki)!i!(”T+1j:[ij+(i+J

Binomickeé koeficienty si vyznamné v algebre, kde umoznuji v kompaktnom tvare
vyjadrit’ n-ti mocninu suctu (X + ).
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Veta 4.2 (binomicka veta). Nech X ay su 'ubovolné realne cisla a n je kladné celé Cislo,
potom

(x+y)' =i(?]><“"yj (4.6)

Dokaz tejto vety mozno vykonat’ pomocou indukcie. Zvolime podstatne jednoduchsi postup,
ako dokazat binomicku formulu, ktora je vel'mi blizko spita sulohou najst pocet
optimalnych ciest, ktoré¢ spajaju dva vrcholy na ortogonalnej mriezke. Polozme si otazku,
kolkymi spdsobmi moze byt realizovany su¢in X'y! z mocniny (X+ y)n . Tento stcin moze
byt vytvoreny dvoma elementdrnymi operaciami z Ciastoénych vysledkov x'y! a x'y!™
nasobenim premennou X resp. premennou y
Xylox+xy! ™y 5 x'y!

Tento jednoduchy vysledok moZeme pouZit’ aj na vypocet poctu spdsobov konstrukcie sucinu
x'y!, pozri obr. 4.4. Nech symbol N (Xiyj) oznacuje pocet spdsobov konstrukcie sucinu
x'y!, potom plati (porovnaj s formulou (4.2))

N(x'y')=N(x"y" )+ N(x'y"") (4.7)
Mozeme teda uzavriet, Ze Pascalov trojuholnik a trojuholnik na obr. 4.4 st ekvivalentné, Cize
porovnanim obr. 4.4 s obr. 4.3, diagram B, dostavame, ze pocet moznych konstrukcii ¢lena

x" )y’ je ur¢eny binomickym koeficientom (n/ j), alebo

(x+y) =(x+y).(x+Y) =(8Jx” +(zj”‘1y+(2] X2y +m Y= %ij"-iyi

n—krat
Tymto sme dokazali formulu (4.6).

Obrazok 4.4. Verzia Pascalovho trojuholnika pre vypocet spdsobov konstrukcie stcinov xiyj . Sikmé &iary
iduce z pravej do l'avej strany (z I'avej do pravej strany) vyjadruji sagin premennou X (y). Cisla uvedené v lavej
strane ovalov su rovné, podobne ako v Pascalovom trojuholniku, binomickym koeficientom (IJ .

4

Priklad 4.2. Zostrojte rozvoj (X+Y)

Pouzitim binomickej vety dostaneme

o =S5 {ofe (el e[

=x'+4X’y+6X°y* +4xy’ +y*
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Priklad 4.3. Aky je koeficient x"°y" v rozvoji (X+ y)25 ?

Z binomickej vety dostaneme, Ze tento koeficient je urCeny

25 !
=i=5200300
13) 13!12!

Priklad 4.4. Aky je koeficient x*y" v rozvoji (2x —3y)25 ?
Pouzitim binomickej vety dostaneme

(2est-an)” =3 o)

j=0

Potom koeficient, ktory sa nachadza pri ¢lene x*y", je
25 !
[13j212 (-3)" = —%2”3“ — ~174493112729600

Veta 4.3. Nech n je nezaporné celé ¢islo, potom

n(n
ZE j =2" (4.8)
=0\ J

Tato formula je jednoduchym dosledkom binomickej vety (4.6), ked polozime x=y=1.

Takto mozeme zostrojit’ mnozstvo analogickych formul, tak napriklad, ak polozime x = 1
ay=2, potom

(1+2)" =ZH:GJ21 =3" (4.9)
=0
Alebo, ak polozime X =1 ay = -1, potom
oo i(n 2l n\ 0210 n
1-1) =) (-1 =0 = 4.10
a2 (f-o= 221 I

j=0 j=0

[ GIE- ) o

Kde [x] je horna cela Gast’ redlneho &isla X.

alebo

Veta 4.4. Binomické koeficienty spifiaji rekurentné vzt'ahy

il (4.11a)
j+1) 10 i
(”_l]:_ I+ ('J (@.11b)

i) i1

Tieto rovnosti mézu byt jednoducho odvodené priamo z definicie binomickych koeficientov

(T]: j!((ii:ll—)!j)!: j!(ii—! j)! |—|:1+1 B |—Ijl+1m
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Priklad 4.5. Ukazeme jednoduchy ilustracny priklad pouzitia vztahov (4.11) pre jednoduchy
rekurentny vypocet binomickych koeficientov. Ako ilustraciu uvedieme vypocet koeficientov

GJ , pricom bude vychadzat’ zo znamej hodnoty koeficienta @ -1.

. ATRELE
HERECE
HEAAE W
(6250
OG-

5 (5 ) _0f5) 0

6) (5+1) 6\5)
Formula (4.11a) poskytuje nulové binomické koeficienty ('J] , pre i < j. Tento spésob vypoctu
binomickych koeficientov moézeme charakterizovat’ tak, Ze sme pocitali koeficienty v 5.
riadku Pascalovho trojuholnika. Alternativna formula (4.11b) umoziuje prechod medzi
dvoma susednymi riadkami v Pascalovom trojuholniku. Tak napriklad zo znameho
koeficienta Gj spocitame koeficient @

L)

Vyznam tohto rekurentného sposobu vypoctu binomickych koeficientov spociva v tom, ze ak
100

potrebujeme poznat’ napr. koeficient ( 5

j, jeho priamy vypocet z definicie (4.3) naraza na

velké problémy s presnost'ou aritmetiky v pocitaCoch. Preto je vyhodné vychadzat zo

znameho koeficienta [lgo]:l, pouzitim (4.11a) postupne vypocitame koeficienty [I?O]:IOO,

100 100 . L <o x ) 100 : L.
[ 5 ]:4950, [ 5 j:lswoo. Priamy vypocet v pocitac¢i podl'a vzorca [ 5 ]:100!/(97!3!) je vramci

Standardnej aritmetiky pocitaca nerealizovatel'ny.
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Veta 4.5. (Vandermonde0v33 identita)
m+n i m n
r i=0 r - I I

Dokaz tejto vety vykoname pomocou binomickej vety 4.2, uvazujme vyraz
(1+x)" (1+x)" =(1+x)™"
Na obidve strany aplikujeme formulu (4.6)

e

(14%)™" = "“Z”:‘(m+ njxr

r=0 r
Porovnanim pravych stran tychto vyrazov dostaneme formulu (4.12)

Ak polozime v (4.12) m=n ar =n, potom dostaneme novu identitu pre binomické

koeficienty
2n) Zn: n\(n)_ Zn: nY’
n) Zln-illi) <\i
Veta 4.6. Nech n > r st nezaporné celé Cisla, potom
n+1 N
=> (4.13)
r+1) 45=\r
Vetu dokazeme opakovanim pouzitim Pascalovej identity (4.5d)
n+1 n n
= +
r+1 r r+1
n n-1 n-1
= +
r+1 r r+1

n+1 n n-1 n-2 r n

r+1) \r r r r) S\r
Veta 4.7 (Multinomicka veta). Nech n je kladné prirodzené cislo, potom pre 'ubovolné
realne X ,X, — plati

Potom plati

n n! noon n
X +X +.+X ) =) ———— X' X2 ..X " 4.14
(1 2 p Zn|n' n.! 1 72 p ( )
n,t..nt

3 Alexandre Théophile Vandermonde (1735-1796) franclizsky matematik, fyzik, technoldg a politik. V priebehu
rokov 1771 — 1772 publikoval tri prace, v ktorych sa zaoberal tedriou korenov algebraickych rovnic. Na zaver
svojho zivota bol aktivnym politikom Franctzskej revolicie, zastaval vyznamné funkcie vo vlade.
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kde suma ide cez vsetky nezaporné indexy nj;, Ny, ..., N, ktoré vyhovuju podmienke
n+n,+..n =n.

Dokaz tejto vety vykoname tak, ze binomicka formulu (4.6) prepiSeme do iného tvaru, ktory
budeme pokladat’ za indukéntl hypotézu.

n (N n—jy i n! n N
(X1+X2) ZZ[JXl szjzz XXy (#)

=0 a1 !n2 !

kde sumadcia ide cez nezaporné indexy, ktoré vyhovuji podmienke n, +n, =n. Tato formulu,
ktora je formalnym prepisom binomickej formuly, aplikujeme pre rozklad n = 3, pricom
pouzijeme substitiiciu X, - (X2 + X3) . Dvojnasobnym pouzitim hypotézy (4) dostaneme

|

s [T - 2

=0 o, 1 !n2 !
— Z n! X" n2! XM x™ = z n! n2! XM )™ ™
1 2 73 172 73
amnn b 2= m,!m,! ooy, My IN, P myImy!

n!
= D> ———X"XX

1
nl,nz,n3,n1!n2!n3!

Tento postup mdzeme opakovat tak dlho, az ziskame formulu (4.14) pre dané n.

Priklad 4.6. Zostrojte koeficient pri X* vo vyraze (1 — X+ 2% )5 .

Pouzijeme formulu (4.14)

5 5! n n, n
(1—X+2X2) = ) ; Om(l) (—X) (2)(2)
R R Uy I R Tt
(=" 2" *)
=5 ) =

nmmzo NN, IN!

n,+2n;

X

pricom sumacné indexy vyhovuju podmienke n, +n, +n, =5. PretoZe nés zaujima koeficient
pri x*, sumaéné indexy musia vyhovovat d’aliej podmienke n, +2n, =4, potom pripustné
hodnoty sumacénych indexov su: (3,0,2), (2,2,1) a (1,4,0). Dosadenim tychto pripustnych
indexov do formuly (&) dostaneme explicitny vyraz pre koeficient stojaci pri X' v rozvoji
(1-x+2x° )5

2 1 0
!( 2 + 2 + 2 ]leS
302t 2121 11400

4.2 Permutacie a kombinacie

Definicia 4.2. Permutacia mnoziny A={0,,0,,..,0,} obsahujica n rdznych objektov, je
usporiadana n-tica objektov z tejto mnoziny, P =(0pl 0y, ""'opn)' Usporiadana r-tica (kde

1<r £n) objektov z mnoziny A sa nazyva r-permutacia.

4. kapitola — str. 8 (10. 6. 2007 o 13:50)



Permutécia P byva v mnohych pripadoch stotoznovand priamo s indexmi p; , preto budeme
permutaciu aj oznacovat’ takto

1 2 .. n
P= ( ] (4.15a)
PP o Py
alebo v zjednodusenom tvare
P=(p.P,sPy) (4.15b)

Permutéciu v tvare (4.15) mézeme taktiez interpretovat’ ako injektivne zobrazenie mnoziny
A={1,2,...n} naseba,P:A— A, pozriobr. 3.16.

Priklad 4.7. Navrhnite algoritmus pre nahodntl generaciu permutacie n objektov. Podmienka
,»ndhodnosti* generovanej permutacie spociva v tom, ze ak by sme algoritmus pouzili M-krat,

M — o0, potom pravdepodobnost’ prob(p, =k), 7ze v pozicii ibude kladné celé ¢islo

1<k <n, pi=k, ma asymptoticki hodnotu rovnaku pre kazdé i
. i 1
vwk(hlﬂanw prob(p, =k)= Ej
Tato podmienku nie je l'ahké dodrzat pri navrhu algoritmu schopného uplne nahodne

generovat’ permutaciu. Jednu z moznych implementacii takého algoritmu uvadzame v Pascale

for 1:=1 to n do ej:=i;
for 1:=1 to n do
begin k:=random(n-i+1)+1;
Pi:=€k;
for j:=k to n-i1+l1l do ej:=€j+1;

end;
Algoritmus je inicializovany vytvorenim postupnosti e=(1,2,...,n). Potom pre
1I=1,2,...,n vygenerujeme nahodné Cislo K zintervalu <1, >, polozime p;j:=ey,

pricom cast’ postupnosti s indexmi z intervalu <k+1, 1> sa posuniec o jeden ¢len vlavo
(zaplni sa prazdne miesto po pouzitom ey).

p e
i=1 |2 1[2]3]4
=2 2]4] [ | [1]3]4] |
=3 [2fafn] | s ]
i=4 [2]4]1]3 | 3]

Obrazok 4.5. Priklad nahodného generovania permutacie 4 objektov. Z pomocnej postupnosti € v kazdom kroku
i vyberieme ndhodne element (vysvietené okienko) a pouZijeme ho do tvorby permutacie p.

Priklad 4.8. Navrhnite algoritmus pre systematické generovanie vSetkych permutacii n
objektov.

Naivné rieSenie tejto tlohy spociva v pristupe, Ze sa napiSe n do seba vnorenych cyklov
premennych pj, P2, ..., Pn, testovanim zostrojime takl postupnost’ tychto premennych, ze ich
¢iselné hodnoty su rozne (t. j. neexistuju také i # j, aby p;i = pj). Tento algoritmus musi
zostrojitt n" postupnosti, aby znich testovanim vybral n! korektnych postupnosti
reprezentujiicich permutacie. Naviac, Struktura algoritmu sa meni s dimenziou ulohy n;
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napriklad, ak zva¢sime n na n+1, potom musime pridat’ d’al§i vnoreny cyklus pre premennt
pn+1. Na prekonanie tychto algoritmickych problémov s konstrukciou vSetkych permutécii
pouzijeme metoédu spitného prehladavania do hibky, ktord sa systematickym spdsobom
pohybuje po strome rieSeni, priCom na konci kazdej vetvy stromu rieSeni mame zostrojenu
postupnost’ ¢isel pi, P2, ..., Pn, ktora reprezentuje nova permutaciu. Pouzity algoritmus je
univerzalne platny pre kazdé kladné n.

Uiz={1,2,...,n}; d:=1;
while d>0 do
it Ug={} then
begin pq:=get_element(Ug); Uq:=Uq—{pa};
if d<n then
begin d:=d+1;
Uaz={1,2,...,n}-{p1,P2, - - - ,Pa-1};
end else print(pi,pz2,---.Pn);
end else d:=d-1;

Premenna d uréuje hibku prehladavania. Pre kazdu hibku prehl'adavania d sa definuje nova
mnoZina indexov Uy, zktorej sa vyberaju kandidati na prediZenie postupnosti o jeden ¢len.
Mnozina Uq sa zostrojuje tak, aby neobsahovala indexy z aktualnej postupnosti indexov, takze
nemusime neustale testovat’, ¢i novy pridany index sa rovna niektorému predchadzajicemu
indexu z postupnosti. Algoritmus konc¢i, ked mnoziny kandidatov U;,Uz,...,U, st
prazdne. Aktivaciou procedury - funkcie get_element(A) dostaneme element neprazdne;j
mnoziny A. Beh algoritmu pre n=3 je znazorneny na obr. 4.6, kde je uvedeny strom rieSeni
pre dant tlohu a preruSovanou orientovanou ¢iarou je znazorneny pohyb algoritmu po celom
strome.

Obrazok 4.6. Strom rieSeni konstrukcie vSetkych permutécii pre n=3 metoédou spéatného prehladévania.

Veta 4.8. Pocet r-permutacii mnoziny n objektov je

N(n,r)=n(n-1)(n-2)..(n—r+1)=

(4.16)

(n—r)t

Dokaz tejto vety je jednoduchy. Prvy element permutacie moze byt vybrany z mnoziny A n
spdsobmi. Potom nam zostava n-1 spdsobov vyberu druhého elementu, atd’., pozri obr. 4.7.
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{172’374}

2 N

(1) (2) 3) 4) 4 spbsoby

/1N

(12) (1,3) (1.4 21) 23) 2.4) G.1) (3.2) 34) (41)(42) (43) 3 spdsoby
N(4,2)=4x3=12

Obrazok 4.7. Znazornenie tvorby 2-permutacii z mnoziny 4 objektov.

Priklad 4.9. Kol’kymi moZznymi spésobmi mozno vybrat prvych troch vitazov sttaze, do
ktorej sa prihlasilo 100 ucastnikov?

Pretoze je podstatné, ktora osoba bude odmenena prvou, druhou alebo trefou cenou, pocet
sposobov vybery prvych troch odmenenych je $pecifikovany poctom 3-permutacii zo 100
objektov

N (100,3) =100-99-98 =970200

Priklad 4.10. Nech na Sportovom podujati sa zacCastituje 8 pretekarov. Vitaz bude odmeneny
zlatou medailou, pretekar, ktory skon¢i na druhom mieste bude odmeneny striebornou
medailou a pretekar, ktory skon¢i na tretom mieste bude odmeneny bronzovou medailou.
Kolkymi r6znymi sposobmi mozu byt odmeneni pretekari troma medailami?

Celkovy pocet troch pretekarov, ktori st odmeneni medailou sa rovna poc¢tu 3-permutacii z 8
objektov, N (8,3)=8-7-6=336.

Definicia 4.3. r-kombinacia elementov mnoziny A={0,,0,,..,0,} je podmnozZina, ktora

: L B
obsahuje r elementov, A’ = {opl 0, ""’Opr} c A={0,,0,,...,0,} .

Tak napriklad, pre A={1,2,3,4,5,6} je podmnozina A'={2,4,6} 3-kombinaciou z A. Pocet

r-kombinacii z mnoziny obsahujicej n elementov je oznaceny veli¢inou C(n,r).

Priklad 4.11. Vytvorte vietky mozné 2-kombinacie elementov z mnoziny A={a,b,c,d}.

Potom existuje C(4,2) = 6 2-kombinacii, ktoré su reprezentované podmnozinami {a,b},

{a,c}, {a,d}, {b,c}, {b,d} a {c,d}.
Veta 4.9. Pocet r-kombinacii z mnoziny n objektov je

n n!
c(n,r)=(r}=—(n_r)m (4.17)

Dokaz tejto formuly je jednoduchy a je zalozeny na tom, Ze podla vety 4.8 pozname pocet
r-permutacii N(n,r), pretoze permutacie su zavislé na poradi r elementov, musime ¢islo N(n,r)
podelit N(r,r) =r!
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N(n,r) nl(n-r)! n! n
C(n,r)= = = = .
N(r.r) rY(r=r)t ri(n-r)t {r
Tymto sme dokazali, Ze pocet r-kombinacii nad mnoZzinou, ktora obsahuje n elementov, je
urc¢eny binomickym koeficientom [:J .

Jeden z fundamentalnych pojmov kombinatoriky je ,.kombinatoricky dokaz*, je to
taky dokaz, ktory minimalizuje pouzitie algebraickych metdd (napr. formil Specifikujiucich
vlastnosti binomickych koeficientov), ale skor je zalozeny na argumentoch ,,spocitania® a
,»zahrnutia“ elementov, priCom sa vychadza z elementdrnych pojmov kombinatoriky, akymi
st permutacie a kombindacie. Nie vzdy je tento postup pouzitelny alebo konceptudlne jasny,
preto aj v kombinatorike sa v mnohych pripadoch obraciame na Standardné algebraické
metdody zalozené na uprave formul a uplnej indukcii.

Priklad 4.12. Gymnazium X sa dohodlo s partnerskym gymnaziom Y, ze usporiadaji
spolo¢ny tenisovy turnaj, na ktorom sa z kazdého gymnazia zucastni pat’ Studentov. Nech
gymnazium X (Y) ma k dispozicii 10 (15) hracov, kol’ko rdznych spdsobov obsadenia turnaja
mdzu gymnazia zostavit'?

Gymnazium X méZe zostavit C(10,5) réznych timov a gymnazium Y moZe zostavit

C (15,5 ) roznych timov, sucin tychto ¢isel nam poskytuje pocet roznych spdsobov obsadenia

turnaje

C(10,5)xC(15,5)= [150](155) = 756756

t. j. mozu zostavit 756756 sposobov obsadenia tenisového turnaja.

V mnohych pripadoch mame riesSit kombinatorické problémy, kde je povolené
opakovanie urcitych elementov. Ako priklad méZeme uviest’ retazec 6 znakov AABBCC,
stojime pred ulohou vypocitat’ vSetky mozné aneekvivalentné retazce, ktoré moézu byt
zostrojené z tohto retazca permuticiami jeho elementov. Prvé intuitivne rieSenie tohto
problému je, ze existuje 6! réznych retazcov, ktoré mézu byt zostrojené permutaciami
povodného retazca AABBCC. Tato odpoved’ nie je spravna, pretoze ignoruje skutocnost, ze
retazce obsahuje tri dvojice (AA, BB a CC) rovnakych znakov, ktoré nie su medzi sebou
rozlisiteI'né. Preto musime pdvodny vysledok opravit' tak, aby obsahoval aj moznost
opakovania tychto symbolov, potom celkovy poc¢et neekvivalentnych retazcov je

6l/(2!-21-21)=(2-3-4-5-6)/(2-2-2) =90

Pod permutaciou s opakovanim budeme rozumiet’ len vytvaranie takych usporiadanych n-tic
z objektov mnoziny A, ktoré st rozne, CiZze opakovanie n-tic v désledku prehodenia poradia
rovnakych elementov v A je vylucené.

Veta 4.10. Pocet permutacii s opakovanim n objektov, medzi ktorymi je n; nerozliSitelnych
objektov prvého typu, n, nerozliSitelnych objektov druhého typu,..., a n, nerozliSitelnych
objektov p-teho typu, pricom N, +n, +...+ N, =n, je urceny
n!
—_— (4.18)
n!n,...nt

Kombinatoricky dokaz je pomerne lahky, je zalozeny na skuto¢nosti, ze celkovy pocet
permutacii n objektov, ktory je rovny n!, je podeleny poctami permutacii 1. typu, 2. typu, ...,
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tymto sa implementuje skutocnost’, Ze objekty rovnakého typu nie st odliSitelné. Naznaky
nekombinatorického dokazu (4.18) boli pouzité pri dokaze vety 4.7.

Problém zavedenia r-permutécii s opakovanim vyzaduje tento komentar: Z definicie
mnoziny vyplyva, ze kazdy element sa v mnozine vyskytuje prave jedenkrat. Nech a€ A,
potom a ¢ (A— { a}). Avsak pri Specifikacii r-permutacii s opakovanim pripustame moznost,
ze niektoré elementy sa vyskytuji v mnozine aspon dvakrat. Tato konceptudlna
nekonzistentnost’ zavedenia r-permutacie je formalne odstranend postulatom, ze mnozina A je
multimnozina, v ktorej je pripustné opakovanie niektorych elementov. Tak napr. A= {a,a,b}

je multimnozina, ktord obsahuje element a dvakrat. Multimnozina moéze byt formalne
chapana ako obycCajna mnozina, ked’ zavedieme indexovanie elementov, ktoré sa opakuji,

napr. A={a,,a,,b}; tymto indexovanim su elementy dobre navzijom odlisené. Obvykle sa

v literatre tento problém s opakovanim nespomina, je vSak dobré, aby kazdy vedel, o ¢o sa
jedna a ako sa to da riesit’ na formalnej trovni tak, aby pouzité formulacie boli korektné.

Problém urcenia poc¢tu r-permutacii s opakovanim nie je vo vSeobecnosti rieSitelny
analyticky pomocou formul, ako je tomu napriklad pri urceni poc¢tu permutacii n objektov
s opakovanim pomocou formule (4.18). Preto, ak chceme riesit’ nejaky konkrétny priklad
zistenia poctu r-permutacii s opakovanim, musime pouzit pocitaCovli enumeraciu tychto
permutacii.

Uvazujme tento zjednoduSeny pripad r-permutacii s opakovanim. Chceme zostrojit’
usporiadant r-ticu, (oclocz...ar), kde jej zlozky o su brané z mnoziny obsahujicej K znakov,

B:{ml,mz,...,mk}.

Veta 4.11. Celkovy pocet r-permutacii obsahujucej k znakov je
K’ (4.19)

Priklad 4.13. Vytvorme 2-permutécie s opakovanim nad mnozinou znakov B = {a,b} , touto
mnozinou.
P® =(aa),P” =(ab),P"”) = (ba),P!” = (bb)
Pouzitim formuly (4.18) dostaneme pocet 2-permutécii
2° =4

Kombinacia s opakovanim v zjednodusenom pristupe moéze byt chapana ako
vytvaranie mnoziny, ktora obsahuje n elementov, priCom elementy st odlisiteI'né podla
k druhov. Pre ilustraciu tohto pojmu pokisme sa vytvorit mnozinu, ktora obsahuje n = 3
prvkov, pri¢om tieto prvky su troch druhov, oznafené napr. a, b a c. Takto Specifikované
mnozinu st

{a,a,

S, ai,
S, ={b.b,c

S
.S, ={cc.c}, Sg={acc}, S,={bc.c}, S,={ab,.c}

Veta 4.12. Celkovy pocet r-kombinacii z k znakov je

r+k-1 A
K1 (4.20)
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Kombinatoricky dokaz tejto vety spociva v predstave, Ze prvky mnoziny r-kombinacie
z k znakov st usporiadané linearne tak, ze najprv ida prvé znaky, potom druhé znaky, atd’.
Skupiny rovnakych znakov v tomto linedrnom Utvare su oddelené ,,separatormi‘, ktorych je
k—1. Tak napriklad, mnoziny z vysSie uvedeného ilustratného prikladu mézeme upravit
pomocou separatorov

S, ={a,aall}, S,={a.albl}, S,={a,allc}, S, ={b,b,b[}, S, ={a|bb[},
S, ={lb.bl.c}, S, ={llc.c.c}, Sy ={all.c.c}, S,={lbJc,c},S,={alb]c}

Teraz je uz zrejmé, ze pocet r-kombinacii z Kk znakov sa rovna poc¢tu umiestneni k-1
separatorov na r + k — 1 miest, tento pocet je ur¢eny binomickym koeficientom (4.20).

Priklad 4.14. Kolko je usporiadanych rozkladov ¢isla 10 na 4 kladné s¢itance?

Predstavme si cislo 10 ako rad 10 jednotiek, medzi ktoré umiestnime 3 separatory, pocet
jednotiek medzi dvoma separatormi urcuje jednotlivé s¢itance. Stojime vsSak pred problémom,
ako zabezpecit, aby kazdy scitanec bol nenulovy, alebo, aby dva separatory nestali
bezprostredne vedl'a seba. Toto zabezpeCime tak, Zze z 10 jednotiek odoberieme 4 jednotky
a rozdelime ich medzi jednotlivé s¢itance. Tym mame zarucenu nenulovost’ kazdého scitanca,
rieSenie ulohy potom uz musime len rozdelit’ pomocou troch separatorov 10 — 4 = 6 jednotiek,
¢o je urcené binomickym koeficientom

6+4-1
=84
4-1
Cvicenia

Cvicenie 4.1. N3jdite rozvoj (X+ y)5 pomocou kombinatorickych uvah, kol'kymi spdsobmi

vznikaji suginy X'y pri rozvoji (x+y) =(x+y)(x+y)(x+y)(x+y)(x+Yy), vysledky

porovnajte s prikladom 4.1.
Cvicenie 4.2. Nijdite koeficient X'y’ v rozvoji (3x+2y) .

Cvifenie 4.3. Nech riadok v Pascalovom trojuholniku obsahuje binomické koeficienty
(10/k), pre 0<k <10 ma tieto ¢leny: 1, 10, 45, 120, 210, 252, 210, 120, 45, 10, 1. Pouzitim

Pascalovej identity (4.5d) zostrojte nasledujuci riadok.

Cvicenie 4.4. John byva v New Yorku na Manhattane na rohu 5th Avenue a 5th Street. Aka
minimalnu vzdialenost’ prejde do prace rano, ak jeho urad sidli na rohu 8th Avenue a 12th
Street? Kol'ko roznych ciest ma tito minimalnu vzdialenost’™?

n n-1
Cvicenie 4.5. Dokazte platnost’ identity k (kj =N [k J .

A . . . ny(r ny(n-k
Cvicenie 4.6. Dokazte platnost’ identity = .
r ik k)\r—k
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Cvicenie 4.7. Pouzitim identity (4.11a) spocitajte postupne binomicky koeficient (15/4),

pricom vypocet je inicializovany ,pociato¢nou hodnotou”“ binomického koeficienta

(15/0)=1.

Cvicenie 4.8. Postup vypoctu binomického koeficientu z cvicenia 4.7 zovSeobecnite do tvaru
algoritmu Specifikovaného napr. v PseudoPascale pre vypocet binomického koeficientu (i /] ) ,

kde i>j>0. Diskutujte vyznam tohto algoritmu vzhladom k algoritmu, ktory pocita
binomické koeficienty pomocou ich definicie, (i/ j)= I'/( jl(i- j)') :

Cvicenie 4.9. V Pascalovom trojuholniku je pre n-ty riadok urcend pociatocna Cast’ ¢lenov,
zostrojte nasledujtci ¢len tejto postupnosti: 1, 9, 36, 84.

Cvitenie 4.10. Zostrojte koeficient &lena X’y’z’ z rozvoja (X +y + Z)IO .

Cvidenie 4.11. Nech A={a,b,c,d}, vytvorte

(a) vSetky permutacie vzhl'adom k tejto mnozine,
(b) vsetky permutacie, ktoré koncia znakom a,
(c) vSetky permutacie, ktoré maju znak a prave raz.

Cvicenie 4.12. Aky je pocet 5-permutédcii nad mnozinou A, ktora obsahuje 8 elementov,
|A| =87

Cvicenie 4.13. Kol'’ko moznosti existuje pre prvé tri pozicie v konskych dostihoch pre 12
konov?

Cvicenie 4.14. Kol’ko existuje binarnych retazcov dizky 10, ktoré
(a) obsahuju prave jednu jednotku,

(b) maximalne tri jednotky,

(c) minimalne tri jednotky,

(d) rovnaky pocet jednotiek a nul.

Cvicenie 4.15. Kol’ko existuje permutacii nad retazcom ABCDEFG, ktoré
(a) obsahuju podretazec BCD,

(b) obsahujt podretazec CFGA,

(c) dva podretazce BA a GF,

(d) dva podretazce ABC a DE,

(e) dva podretazce DEF a ABG.

Cvicenie 4.16. Kol’kymi sposobmi mézeme usporiadat’ 8 muzov a 5 zien tak, aby dve zeny
nestali vedl'a seba?

Cvicenie 4.17. Na skuske z diskrétnej matematiky bolo nutné vyhodnotit' 40 jednoduchych
otazok tak, ze musia byt oznaCené ako pravdivé alebo nepravdivé, pricom 17 otazok je
nepravdivych. Kolkymi réznymi spdsobmi mézu byt oznacené jednotlivé priklady za
pravdivé a nepravdivé?
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Cvicenie 4.18. Na Ustave kognitivnej vedy nasej fakulty je zamestnanych sedem Zien a devit
muzov.

(a) Kolkymi spdsobmi moézem vytvorit® Statnicovll komisiu, ktora ma Sest’ Clenov tak, aby
mala rovnaky pocet muzov a Zien?

(b) Kol'kymi spdsobmi mézeme zostavit’ pat'¢lenn vedecku radu ustavu, tak, aby obsahovala
aspon jedného muza a jednu zenu?

Cvifenie 4.19. Anglick4 abeceda ma 21 spoluhlasok a 5 samohlasok. Kol'ko retazcov dizky 6
modzeme zostavit’ nad touto abecedou tak, aby

(a) obsahovali prave jednu samohlasku?

(b) obsahovali prave dve samohlasky?

(c) obsahovali maximalne jednu samohlasku?

(d) obsahovali maximalne dve samohlasky?

Cvicenie 4.20. Kolkymi spdsobmi mobzeme vytvorit postupnost’ piatich znakov nad
mnozinou, ktora obsahuje tri elementy, ak opakovanie je povolené?

Cvicenie 4.21. Kol'kymi sposobmi mozeme vybrat’ pat’ elementov do postupnosti z mnoziny
obsahujucich pat’ elementov, pricom opakovanie je povolené?

Cvicenie 4.22. Kol'ko retazcov obsahujucich Sest’ roznych pismen méze byt’ vytvorenych?

Cvicenie 4.23. Kolkymi spdsobmi mozeme vybrat 8 minci z detskej sporitelnicky
(prasiatka), ktora obsahuje 100 jednokorunovych minci a 50 dvojkorunovych minci?
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