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Binarne operacie

Teoria algebraickych Struktar Studuje vSeobecné vlastnosti systémov, ktoré
obsahuju mnozinu (alebo mnoziny) elementov, nad ktorym je obvykle definovana
binarna operacia (alebo operacie).

Definicia. Bindrna operdcia na mnozine X je predpis (funkcia)
f: XxX—>X

ktora dvom elementom X,y € X jednoznacne priradi element
z=xxy="f(xy)eX
vxvy3lz(z=x*y=f(x,y))

Definicia. Usporiadanad dvojica (X *) obsahujica mnoZinu X a binarnu operaciu
* nad touto mnozinou sa nazyva algebraickd Struktira.
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Priklady

(1) Algebraickd Struktura (Z,+) obsahuje mnoZina celych Cisel Z a binarnu
operaciu sucet nad touto mnozZinou. Podobnym sposobom moéZeme definovat
d’alSie dve algebraickeé Struktury (Z,—) a (Z,x), ktoré su zaloZzené na binarnych

operaciach rozdiel resp. sucin.

(2) Nech X = P(A) je poten¢na mnozina pre mnoZinu A. Operacia zjednotenia
a prieniku priradi dvom podmnozinam z A nejaktl podmnozinu z A
U:P(A)xP(A)—>P(A)
N:P(A)xP(A)—> P(A)
Potom existuju dve jednoduché algebraické struktiry (X,u) a (X,N).
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Multiplika¢na tabul’ka

Binarna operacia =" modzZe byt Specifikovanad pomocou multiplika¢nej tabulky
(ktora sa v anglosaskej literatire nazyva Caleyho tabulka). Napriklad pre
X = {a,b,c,d}této tabul'ka ma tvar
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Definicia.
(1) Binarna operacia * sa nazyva asociativna na mnozine X vtedy a len vtedy,
ak pre kazdé X,y,ze X

(xry)* 2= x*(y*2)

(2) Binarna operacia * sa nazyva komutativna na mnozine X vtedy a len vtedy,
ak pre kazdé X,y e X
X*Y=Yy*X

(3) Element ee Xsa nazyva jednotkovy vzhl'adom k binarnej operacii * na
mnozine X vtedy a len vtedy, ak pre kazdé xe X

X*e=e* X=X

(4) Element y € X sa nazyva inverzny vzhl'adom k elementu X e X a k binarne;
operacil * na mnozine X vtedy a len vtedy, ak

yEX=X*y=¢
Inverzny element Yy ¢asto znadime symbolom X', aby sme zdéraznili je vztah
k elementu X.
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Priklady

(1) Pre algebraicku Struktaru (Z,+) jednotkovy element je nula, pre kazdé celé

Cislo X e Zplati podmienka
0+X=X+0=X
Pre dané celé &islo XeZ existuje inverzny element (—X)eZ, ktory splia
podmienku
(—X)+Xx=Xx+(-x)=0
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(2) Pre algebraicka Strukturu (Z,x) jednotkovy element je Cislo jedna, pre kazdé

cele Cislo xe Zplati

Xx]l=1xX=X
Moézeme si polozit’' otazku, ¢1 kazdy element Xe Zma inverzny element?
Napriklad, polozme X=35, potom inverzny element y vzhl'adom k tomuto prvku

je taky, ¢o vyhovuje podmienke
S5xy=yx5=1

Tato podmienka nema rieSenie v mnozine celych Cisel,
—3(ye Z)(5xy=yx5=1). Preto, v ramci algebraického systému (Z,x) nema

zmysel hovorit’ o inverznom elemente vzhl’'adom k binarnej operacii “sucin’.
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(3) Studujme algebraicka $truktiru (P(A) ,m,u), definovany pre potenén

mnozinu s dvoma binarnymi operaciami “prienik” a “zjednotenie’. Jednotkovy
a inverzny element pre tento algebraicky systém musime zaviest' separatne pre
operaciu zjednotenia resp. prieniku. Kazda z tychto operacii ma svoj jednotkovy
element, pre kazdéxe P(A)

XN A=ANX=X

XUD=JUX=X
To znamena, Ze pre binarnu operaciu prieniku (zjednotenia) ako jednotkovy
element je mnozina A (prazdna mnozina ). Komplement X = A— X e P(A) nie je
inverzny element vzhl'adom k podmnoZine x e P(A)

XUX=XUX=A

XNX=XNX=D
pretoZe na pravych stranach nemame jednotkové elementy pre dané binarne
operacie.
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Veta. Nech * je binarna operacia na mnozine X. Ak existuje jednotkovy element
Xke=exX=X, pre kazd¢é Xxe X, potom tento jednotkovy element existuje
jednoznacne.

Predpokladajme, ze existuju dva jednotkové elementy € ,e € X, potom sucasne
plati

€*6=6%*6=6

€*G=6%6 =6,
preto musi platit’ € =€,
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Veta. Nech * je bindrna operacia na mnozine X, ktora ma jednotkovy element
ee X. Ak pre kazdy element Xe X existuyje inverzny element,

Xx*X ' = X' *X=e, potom tento inverzny element existuje jednoznaéne.

Predpokladajme, Ze X ma dva inverzné elementy Ua Vv

X*U=U*X=¢€

X*V=V*kX=¢e
Potom

U=u*e=ux*(x*V)=(u*X)xv=e*v=y

Poznamenajme, 7Ze dokaz jednoznacnosti inverzneho elementu kl'aCova tulohu
hrala podmienka asociativnosti su¢inu -, ak tento sucin nie je asociativny, potom
nevieme zabezpecCit’ tuto jednoznacnost’ inverzného elementu.
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Priklad

Budeme Studovat’ binarnu operaciu * nad mnozinou X ={ab,c,d}, ktora je
urc¢ena multiplikativnou tabul’kou

abcd
abcd
dcaa
chbad
dbca
Takto definovana bindrna operacia nie je asociativna.
bx(cxd)=bxd=a
(bxc)*d=a*d=d
to znamena, Ze pre tento konkrétny vyber troch elementov z mnozZiny X sme
dokazali

O 0O T Q|+

b*(cxd)=(b*c)*d

t. . binarna operacia nie je asociativna.
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Pologrupy, monoidy a grupy

Budeme Studovat’ jednoduché algebraické Struktury (G,*), kde G je mnozina a *

je binarna operacia nad touto mnozinou. Jedna znajjednoduchsSich takychto
algebraickych Struktar je pologrupa.

Definicia. Nech G je neprazdna mnoZzina a * je bindrna operacia nad touto
mnozinou. Algebraickd Struktura (c.x)sa nazyva pologrupa vtedy a len vtedy, ak

binarna operacia * je asociativna
(Vx,y,2eG)((x*y)*z=x*(y*2))

Ak binarna operacia * je aj komutativna, potom algebraicka Struktira sa nazyva
komutativna pologrupa (alebo Abelova pologrupa).
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Priklady

(1) Algebraické Struktiry (NV,+), (& ,x) st komutativne pologrupy. Binarne

operacie suctu a sucinu nad mnoznou celych Cisel /Vsu asociativne a komutativne.

Tieto dve algebraicke Struktury mozeme zovSeobecnit’ na mnoZinu & readlnych

¢isiel, potom $truktury (R ,+), (R,x) st taktiez komutativne pologrupy.

(2) Nech A={ab,c,..} je konetnad mnoZina symbolov nasej abecedy. Retazce
dizky n obsahujuce znaky tejto mnoziny tvoria n-nasobny karteziansky produkt
A". Mnozina A" ={e}UA UA U.., ziskame mnozinu, ktora obsahuje vsetky
mozné retazce nad A, vCitane prazdneho retazca €. Binarna operacia ,,spojenia“
(konkatenacie) dvoch retazcov o,pe A'vytvori novy retazec y=(a+p)e A"

Tato binarna operacia je asociativna a nekomutativna. Algebraicka Struktura
(A* ,+) je nekomutativna pologrupa.
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(3) Pre mnozinu A={a,b,c} definujme bindrnu operaciu pomocou multiplikaénej
tabul’ky

.jabc

alabc

bib ca

ccab

Tato multiplikacna tabulka je symetrickd, z Coho plynie skuto¢nost, Ze bindrna
operacia je komutativna. DoOkaz asociativnosti binarnej operacie je netrivialna
zalezitost’, pre vSetky mozné usporiadané trojice s opakovanim musime dokazat’,
Ze plati zakon asociativnosti

V(xy,ze A)(x*(y*z)=(x*y)*z)

D4 sa ukazat’, ze operacia * je asociativna. Potom, algebraicka Struktura (A*) je

komutativna pologrupa.

Definicia. Pologrupa (A*) sa nazyva monoid vtedy alen vtedy, ak ma
jednotkovy element.
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Priklady

(1) Algebraicka struktura (/V, ,x), kde mnoZzina &V, obsahuje kladné celé &isla je
monoid, existuje jednotkovy prvok "1°, ktory zachovava sufin X*x1=1%X=X.
Podobna algebraicka Struktura (N+ ,+), ktora je pologrupou, nie je monoid, pre
operaciu sucet neexistuje vramci mnoziny », jednotkovy prvok 0 (pretoze
0¢ V), ktory zachovava sucet X+0=0+X=X.

(2) Nech (A* ,+) je nekomutativna pologrupa ret'azcov nad abecedou A, pricom

tato mnoZina obsahuje aj prazdny znak €. Tato algebraicka Struktira ma
jednotkovy element € , ktory je neutralny vzhl'adom k binarnej operacii spojenia
retazcov

V(XE A*)(s+x=x+e: X)

Algebraicka Strukttra (A* ,+) je monoid.
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(4) Nech (X,U) a (X,n), kde X ="P(A), su algebraické struktiry. Obe tieto

Struktary st pologrupy, pretoZe mnozZinové operacie zjednotenia a prieniku su
asociativne. Tieto Struktiry tvoria monoidy, pretoZze prva (druhd) Struktura ma
jednotkovy element prazdnu mnozinu ¢ (mnoZinu A)

V(X eP(A)(GuX=Xud=X)
V(X eP(A))(ANX=XNA=X)

Mnohé algebraické Struktury, ktor¢ st monoidy, maju eSte dodatocnu vlastnost’,
ku kazdému prvku z mnoZiny existuje inverzny element. Potom takyto monoid sa
nazyva grupa. Algebraické Struktary tohto typu nash Siroké uplatnenie nielen
v mnohych oblastiach matematiky a informatiky, ale aj vo fyzike, chémii a pod.
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Priklady

(1) Algebraicka Struktara (Z ,+), kde Z je mnozina celych Cisel, je komutativna

grupa. Binarna operacia sucet '+’ je asociativna a komutativna, Cislo 0 € Z ma
charakter neutralneho prvku vzhl'adom k operacii "+", 0+ X= X+0= X, pre kazdé
Cislo X ; podobne, pre kazdé Cislo xe Z existuje ‘inverzne” Cislo (—X) e Z také,

ze (—X)+x=X+(-x)=0.

(2) Algebraicka Struktara (R, x), kde R, =(0,0) a pouZita binarna operéacie je
Standardny sucin, je komutativnha grupa. Binarna operacia je asociativna
a komutativna, existuje neutralny prvok 1 € K , I x X= Xx1= X, pre kazdy prvok X,
a taktiez ku kazdému X existuje inverzny prvok X' =1/X, pre ktory plati

xx(1/x)=(1/x)x x=1.
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Veta. Ak algebraicka Struktira (G*) je grupa, potom v multiplikacnej tabulke

binarnej operacie * sa v kazdom riadku alebo stipci vyskytuje kazdy element z G

prave len raz.

axX

axy

Predpokladajme, Ze a*x=ax*y, potom X=Yy, ¢o je viak v spore, Ze stlpce st

rozne. Dokaz pre stipce je podobny.
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Definicia. Hovorime, Ze algebraicka $truktura (H ,*) je podgrupa grupy (G,*)
vtedy alen vtedy, ak HcG a(H,x) je grupa, ¢o budeme zapisovat
(H.)=(G).

e Ak (H ,*)<(G,*), potom obe Struktiry su grupy a obe binarne operacie
si rovnake.

e Kazda grupa ma aspon dve trivialne podgrupy. Prva je s mnozinou
H= {e} a druha s mnozinou H =G, vSetky ostatné podgrupy (ak
existuju) nazyvame netrivialne.

Veta (Lagrangeova). Nech (H ,*) = (G,*), potom rad mnoZiny |G| je delitelny
, existuje také kladné celé Cislo Kk, ze ‘G‘ = k‘ H ‘
(H#)=(Gx))=3k(|6|=k|H])

radom podmnoZiny ‘H
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Grupa permutacii

Nech §, je mnozina tvorena vsetkymi permutdciami n objektov. Permutacie su
Specifikované ako 1-1-zna¢né zobrazenie P: A— A, ktoré kazdému objektu | € A
priradi objekt p € A, pricom zpodmienky 1-1-znaCnosti vyplyva podmienka

v(i,je A)(i == p =P ), permutaciu P vyjadrime formulou

P_(l 2 .. n]@P_( \
\p P B “WR R B
N
::\<; 12345 ]
3o\z\o3 P=<23451> ‘Sn‘:n.
4 e 4
T
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Binarna operacia * zobrazuje z dvoch permutacii novli permutacie
*:Sx§ = F

1 2 ... N | 2 ... N
Saa TN e
P B, - By OB O O
:£1 2 .. nj*[p1 p, .. pnj
PP - PP P o Py
_(1 2 .. n]
P p, - P,

Sucin dvoch permutacii mdéZeme interpretovat’ ako kompoziciu dvoch zobrazeni P
aP.
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Znazornenie sucinu dvoch permutacii (3 2 1) 3 (2 1 3).
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Sucin dvoch permutacii musi byt asociativnou operaciou, pre sucin I'ubovolnych
troch permutacii P,P,,P, plati
R*(P*R)=(R*R)*P

1

(=}
[ o]

ne on

Inverzna permutacia je zostrojena jednoduchou inverziou tabul'lky Specifikujice;
permutaciu

5_ 1 2 .. n L p P P, ... P,

P P, - P, 1 2 .. n
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Priklad

Zostrojte multiplika¢nu tabul’ku permutacii troch objektov. Jednotlivé permutacie

oznac¢ime takto

Potom multiplika¢na tabul'ka pre tieto permutacie ma tvar

R = (123), R, =(231)

P =(132), P, =(321). P

P =

3

(312),
(213)
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Morfizmy

Definicia. Hovorime, Ze medzi grupami (G,*) a (G',c) existuje izomorfimus
(alebo, Ze grupy su izomorfné), o znatime (G,*)=(G',0), vtedy a len vtedy, ak
existuje 1-1-zna¢né zobrazenie f :G — G', ktoré

V(xyeG)(f(xxy)=1f(x)ef(y))

Priklad
Uvazujme dve grupy (R,+) a grupu (R, x), kde R, =(0,00). Dokazte, Zze funkcia
f (x) =2" definuje izomorfizmus medzi tymito dvoma grupami, (R ,+) = (R, x).
Funkcia f (X) =2" je monotonne rastuca, Cize je aj 1-1-znaCna. Funkcia ma
zaujimavi vlastnost, (Vx,yeR)f(x+y)=f(x)-f(y), pomocou ktorej sa
jednoducho zostroji izomorfizmus medzi grupami, f : K —> R, .
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Priklad

Dokazte, ze ak A={a,b}, potom monoidy (P(A) ,u) a (P(A) ,m) st izomorfné.
Multiplikativne tabul’ky pre tieto monoidy su

U | @ (& b {ab N | @ 18 {b} {abj
7| @ & {b {ab o @ @ O o

& | {3 {a) {abj {ab; G- I C

tb} | {b} {abj {b} {ab} b} | o {b} {b}

&b} [{ab} {ab} {abj {ab; by | @ {aj {b; {ab}
1-1-znaén4 funkcia f :P(A)— P(A), ktora zobrazuje prva tabul’ku na druht ma
tvar

f(2)={ab}. f({a})={a} ( ) f({ab})=2
Potom medzi monoidami (73 u) ( ) 1stuJe 1zomorfizmus.
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Definicia. Hovorime, Ze medzi grupami (G,*) a (G',o) existuje morfizmus vtedy
a len vtedy, ak existuje zobrazenie f :G — G’, ktoré

v(xyeG)(f(xxy)=f(x)of(y))

Ak medzi dvoma algebraickymi Struktirami existuje izomorfizmus, potom tieto
Struktary su ,,skoro totozne*. Ak odstranime podmienku 1-1-zna¢nosti funkcie
f:G— G', potom tato ,,skoro totoznost* sa straca, druha algebraicka Struktura

(G',0) straca niektoré detaily prvej Struktury.
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Priklad

Uvazujme mnoZinu A={ab,c}, mnozina A obsahuje vietky mozné retazce
(vCitane prazdneho retazca €). Algebraicka Struktura (A* ,*), kde binarna operacia
% reprezentuje spdjanie retazcov, je monoid (existuje jednotkovy element

reprezentovany prazdnym retazcom €). Nech existuje funkcia f : A" - N, kde NV

je mnoZina nezapornych celych ¢isel, tato funkcia je definovana takto
f (x) = dl'zka ret'azca X

Ukazte, ze toto zobrazenie f je morfizmus z (A* ,*) na (N ,+).

Z definicie funkcie f vyplyva, Ze plati

f(xxy)=f(x)+f(y)
t. j. dizka spojeného retazca X*Yy sa rovna suctu dizok je zloziek X ay. Tato
funkcia evidentne nie je 1-1-znacna.
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Boolova algebra

Elektronické obvody v pocCitacoch av podobnych =zariadeniach su
charakterizované¢ binarnymi vstupmi a vystupmi (rovnajucimi sa 0 alebo 1),
transformacia vstupu na vystupu sa uskutocnuje prostrednictvom elektronického
obvodu, ktory tvori jadro tohto ,,transformac¢neho* zariadenia.

4 ™
m binarnych ) > elektronicky _ n binarnych
vstupov . obvod vystupov
\_ /
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VSeobecna definicia Boolovej funkcie je
f:{0,1}" —>{0,1}"

Moézeme si poloZit’ otazku, ako realizovat’ tito Boolovu funkciu, aby mala vopred
Specifikované vlastnosti? Tento problém je realizovany pomocou Boolovej
algebry, ktora pomocou premennych sO0-1 ohodnotenim (t. j. bindrnych)
premennych a pomocou dvoch elementarnych algebraickych operacii a jednej
unarne] algebraickej operacie je schopna dostatoCne vSeobecne modelovat
Boolove funkcie s vopred Specifikovanymi vlastnost’ami.
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Boolova algebra ma dva zname modely, prvym je vyrokova logika a druhym
algebra tedrie mnozin. Medzi zakonmi vyrokovej logiky a formulami teorie
mnozin existuje ,,dualizmus*

Vo vSeobecnosti, dualizmus medzi vyrokovou logikou a algebrou tedrie mnozin

mozeme zosumarizovat’ takto
vyrokove premenné p,d,r,...<> mnoziny A,B,C,...

spojka negacie — < operacia doplnku
spojka konjunkcie A < operacia prieniku M
spojka disjunkcie v < operacia zjednotenia U
spojka ekvivalentnosti = < reldcia rovnosti =

Priesvitka 35




Priesvitka 36




Priklad

Najjednoduchsia Boolova algebra (s vel'kym vyznamom v informatike a v logike)
je zalozend na dvojprvkove] mnoZine Bz{O,l}. Binarne operacie sucinu, suctu

a unarna operacia komplementu st pomocou multiplikacnych tabuliek definované
takto

+0/1  _l0oj]1 blb
0 |
111 1101 110
Jednoducho sa modzZeme presvedCit, ze algebraicka Struktura (B,+,- ,_,0,1) je

Boolova algebra.

Priesvitka 37




Priklad

Nech B=P(A), kde A={ab,c,..}je neprazdna mnozina. Operaciec - a + su

realizované pomocou mnozinovych operacii M resp. U, operacia komplementu je
realizovana ako mnozinovy komplement vzh'adom k mnozine A, X = A—X:

(a)
(b)
(c)

(d)
(e)

binarne operacie su asociativne, komutativne,

medzi bindrnymi operaciami platia distributivne zdkony,

prazdna mnozina & ma vlastnosti neutralneho prvku pre operaciu U
(VX eB)(Xugd=0guU X =X)

mnozina A ma vlastnosti neutralneho prvku pre operaciu N
(VX = B)(X NA=ANX = X)

pre kazdé X e B existuje komplement X € B taky, Ze
(VX eB)(XNX=2)

(VX eB)(XuUX=A)

To znamen4, algebraicka $truktira (P(A) U, N ,_,@,A) je Boolova algebra.
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Priklad

Nech B={p,q,r,...} je mnozina vyrokovych formul, ktora je uzavreta vzhladom
k binarnym operaciam konjunkcie (A), disjunkcie (V) a k undrnej operacii negacie
(—). Pre tito mnozinu je definovana aj relacia ekvivalentnosti ‘=", dve formuly su
ekvivalentné vtedy alen vtedy, ak maji rovnakll pravdivostni interpretaciu

(logicky ekvivalentn¢). Z mnoZiny B vyberieme formulu kontradikciu (napr.
P A—pP) a oznaCime ju symbolom 0; podobne formula tautolégia (napr. pv —p)

je oznacend symbolom 1. To znamend, Ze symboly 0 a 1 patria do mnoZiny B. Pre
kazda formulu p platia tieto vztahy

PvO=0vp=p a pal=lAap=p
Pretoze logické spojky konjunkcie a disjunkcie su komutativne a asociativne, pre

tieto operacie platia taktiez distributivne zakony, algebraickda Struktara
(B,v,A,—,0,1) tvori Boolovu algebru.
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Vlastnosti Boolovej algebry

Ukazeme, ze tento princip duality je aplikovatel'ny aj pre Boolove algebry.

Postuluyyme nejaktl formulu Boolovej algebry, dudlnu formu dostaneme tak, zZe

urobime zamenu symbolov

>+, +—>,0>1a1->0

Uvazuyme formulu Boolovej algebry, (X+ y) - X-Y =0, dudlny tvar tejto formuly

je (x-y)+x+y=1.
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Axiomy Boolovej algebry s uvedené po dvojiciach dudlnych formul. To
znamena, Ze ak v ramci Boolovej algebry odvodime nejakt formulu, tak potom aj
jej dualna forma je odvoditeIna pomocou postupu, ktory je ,,dualny* k postupu
prvej formuly.

Veta (princip duality). Kazda veta Boolovej algebry je taktiez vetou aj
v dualnej forme.

V Boolovej algebre neutrdlne prvky 1 a0 existuju jednoznacne, podobne,
komplementarny prvok existuje jednoznacne.

Veta. Neutralne prvky 1 a 0 existuju jednoznacne.

Veta. Pre kazdy prvok X e B existuje jednoznaéne prvok X € B taky, ze X-X =0
a X+X=1.
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Veta. Nech (B,+,- ,_,0,1) je Boolova algebra, potom platia tieto formule

(1) Involutivnost’ komplementu
(vxeB)(X=X)
(2) Idempotentnost’
(VxeB)(x-x=x) a (VxeB)(x+x=Xx)
(3) De Morganove zakony

(Vx,ye B)(Fyzi-y) a (Vx,ye B)(T)/=Y+ 7)
(4) Nulitnost’
(VxeB)(x+1=1) a(vxeB)(x-0=0)
(5) Absorpcia
(vx,yeB)(x+(x-y)=x) a (VxeB)(x-(x+y)=x)
(6) Komplementy konStant

0=1a 1=0
(7) Vlastnosti konsStant vzhl'adom k bindrnym operaciam

0+0=0,0+1=1,1+0=1,1+1=1 2 0-:0=0,0-1=0,1-0=0,1-1=1

Boolove funkcie
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V avode ktejto kapitole bola Boolova funkcia definovana ako funkcia nad
binarnymi premennymi {0,1}. Tento pomerne zjednoduseny pohl'ad na Boolovu

funkciu bude teraz rozsireny tak, aby koncepcia Boolovej funkcie bola ¢ast'ou
Boolovej algebry.

Definicia. Nech (B,+,- o ,0,1) je Boolova algebra. Potom,

(1) Boolova premennad je taka premenna, ktora nadobuda hodnoty z mnoziny B,

(2) komplement premennej X, oznaCeny X, je taka premenna, ktorej hodnota sa
rovnd komplementu hodnoty premennej X (t. j. ak X=be B, potom
Y:BGB,

(3) literal je Boolova premenna X alebo jej komplement X

e_{x %preez 1;
Xt=47 :
X (pree=0
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Definicia. Nech (B,+,- ,_,0,1) je Boolova algebra. Potom Boolova formula,

obsahujtiica Boolove premenné X ,X, ,...,X, je definovana takto:

(1) konStanty 0 a 1 su Boolove formuly,
(2) Boolove premenné X ,X, ,...,X. su Boolove formuly,

(3) ak X a Y st Boolove formuly, potom aj vyrazy (X-Y), (X+Y), X a Y st
Boolove formuly.

Rastuca priorita operacii: (1) sucet, (2) sucin a (3) komplement. Napriklad,
formulu ((X y) + Z) mozeme pomocou tejto konvencie vyjadrit’ v zjednoduSenom

tvare bez zatvoriek x-y+ z. KoneCne, podobne ako v Standardnej algebre,

budeme vynechavat’ znak sucinu, napriklad predchadzajici ilustraény priklad ma
tvar Xy + Z.
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Priklad

Zjednoduste formulu ((X+ y)-(X+ 7)) Pouzitim distributivneho zakona a zdkona

nulitnosti

(3 y): (R4 )= (xR (xF) + (Y R)+ (YY) = K4 + YR+ Y7 =35 + 3

Definicia. Dve Boolove formule st ekvivalentné (alebo rovmé) vtedy alen
vtedy, ak jedna formula je pomocou konecného poctu aplikacii axiom Boolove;j
algebry pretransformovana na druht formulu.

Podl'a predoslého prikladu @, =(Xx+Yy)-(X+Y) a @, =Xy+Xy su ekvivalentné,

pretoze druhu formulu ziskame z prvej pouzitim konecného poctu aplikacii axiom
Boolovej algebry, potom ¢, = ¢,.
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Definicia. Nech (B,+,- o ,0,1) je Boolova algebra.

(1) Boolova funkcia premennych X ,X,...,X , pre danu, je funkcia f:B" — B,
pricom f(X,X,,...,X,) je Boolova formula.

(2) VSetky Boolove formule, ktoré st navzajom ekvivalentn¢, definuji rovnaku
funkciu.

Z tejto definicie vyplyva, ze ekvivalentné Boolove formuly Specifikuji rovnaka
Boolovu formulu. Napriklad, mame dve funkcie

fiB =B f(X%)=xX(X+X)

g:B°—>B g(%,%)=XX
PouzZitim distribu¢ného zikona l'ahko dokazeme, Ze formuly si ekvivalentné,
X (X + XQ) = X, X,, potom funkcie f a g st rovnaké.
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Definicia. Sucinova klauzula premennych X ,X,,...,X, je Boolova formula, ktora

obsahuje suc¢in n literdlov (t. j. premennu alebo jej komplement) pre kazdu
premennu.

Ako priklad sucinovej klauzuly premennych X ,X,,X; su tieto formuly: XX, X,
XXX XX X5 XXX, os XXX

Ak pouzijeme formalizmus x°, potom su¢inovu klauzulu premennych X ,X, ,...,X,
ktora je Specifikovana binarnym vektorom e =(§ e, ,...,€, ), ma tvar

— v8 y® &
|, =X %2 .. X

Napriklad, pre e =(11011) su¢inova klauzula ma tvar

|(11011) - XIIXEXSXiXé = XX XX X
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Definicia. Suctova klauzula premennych X ,X,,...,X je Boolova formula, ktora

obsahuje sucet n literalov (t. j. premenni alebo jej komplement) pre kazdu
premennu.

Podobne ako pre suCinovu klauzulu, méZeme aj suctovi klauzulu pre premenné
X1 X, ..., X Specifikovat’ binarnym vektorom X, X, ,..., X

L=X+X2+..+X
Pre e = (10100) su¢tova klauzula ma tvar
L =X +X+X +X +X =X +X +X +X, +X
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NaznacCime jednoduchy konsStruktivny dokaz. Boolova funkcia ¢ (x.x...x) je vlastne
Specifikovana jej funkénymi hodnotami f (q &, ,...,en) pre vsetky hodnoty
bindrneho vektora e=(g,e,,...,6,). Hovorime, Ze funkcia f je Specifikovana
tabul’kou funkénych hodnoét, ktora obsahuje 2" riadkov

# e=(¢g,.,...,6) I(% _____ )

1 (00........00) 0

2 (00........01) 1

i @ .d,..a") 1/0
e (1111)0 ...........
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Su¢inové klauzula |, o (X%, %) = XX .. X" md zaujimavi vlastnost, jej

funk¢na hodnota sa rovna 1 len pre (X1 X ,...,Xn) = (e1 e, ,...,en), kde e, {0,1}, pre
vSetky in¢ pripady funkéna hodnota je 0

U (pre(x0mm%) =(eeney)

e m(Xl’XZ""’)%)_{O (Pre(X %, %,) % (€€, e, )

To znamena, Ze pre Boolovu funkciu su dolezité len funkéné hodnoty 1, funkcné
hodnoty 0 nie su podstatn¢ pre naS konsStruktivny dokaz. Zostrojime Boolovu
formulu ako sumaciu tychto klauzul (t. j. v DNF tvare)

F(waz’---ﬂ%)zze:f(ewez,---’en)l(el,ez ..... &)

Boolove funkcie f(X,%,...%,) a F(X,%,.,X,) sa ekvivalentné, t. j. maju
rovnake funkéné hodnoty pre r6zne hodnoty argumentov.
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Priklad

Zostrojte Boolovu funkciu f (X ,X,)=X +X, v tvare DNF. Podl'a dokéazanej vety
tvar tejto funkcie je

F6%)=F(0,0)%% + f(0,1)%x, + f(1,0) %%, + f (1.1) %,

kde jednotlivé funkéné hodnoty si uvedené v tabul’ke

#le e f(e,e)
1000 0
2101 1
3/1110 1
4111 1

Potom funkcia f ma ekvivalentny DNF tvar

F(%.%)= 0%% +1XX, +1XX, +1XX, = XX, + XX, + %X,
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Tato veta reprezentuje hlavny dualny vysledok tejto kapitoly, Ze kazda Boolova
funkcia mozZe byt jednoznac¢ne vyjadrena ako sucin suctovych klauzul (tento tvar
sa nazyva vo vyrokovej logike konjunktivna normdlna forma, skratka KNF).
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Priklad
Vyjadrite f(X,%,)=X (X +X,) vKNF tvare. Tabulku funkénych hodnét tejto

Boolovej funkcie ma tvar

#le e etee(et+e)
1/10/0] O 0
2101 1 0
31110 1 1
4111 1 1

PouZitim vety zostrojime Boolovu funkciu, ktora je ekvivalentna funkci
f(%,%)=%(X+X)
F(x%)=
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Nobody on the Internet knows

Ir

Ir

{ ama dog.
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