5. kapitola

Algebraické Struktury | —algebraické Struktary, gru pa, zakladné
vlastnosti grupy, morfizmy, Boolova algebra

5.1 Binarne operacie

Jeden Zastych pristupov v matematike je kombinbvelementy mnoziny, pfom sa
pozaduju Specialne vlastnosti kombin4cie elemeni@aria algebraickych Struktar Studuje
vSeobecné vlastnosti takychto systémov, ktoré alj@ahnozinu (alebo mnoziny) elementov,
nad ktorym je obvykle definovana binarna operaeiketo operacie). Ako priklad takejto
algebraickej Struktary je mnozina cely¢isel, nad ktorou je definovana binarna operacia
s&tu (alebo rozdielu, finu apod.). Vo vSeobecnosti mézeme povedae tedria
algebraickych Struktir obsahuje dve hlavnéasti: mnoziny a binarne pravidla, pomocou
ktorych sa z elementov mnoZzin tvoria elementy &kt tychto mnozin.

Definicia 5.1.Binarna operaciana mnozineX je predpis (funkcia)

f:XxX 5 X (5.1a)
ktord dvom elementonx, y[1 X jednozné&ne priradi elemeng = x[0y= f( x,)) 0 X
OxOy2z( z= XD y= 1 x,}) (5.1b)

Definicia 5.2 Usporiadana dvojicéx D) obsahujuca mnozinX a binarnu operacill nad
touto mnoZzinou sa nazywgebraicka Struktura

Priklad 5.1.
(1) Algebraickéa Struktara ( ,+) obsahuje mnozZing/cetisel a binarna operacia &t nad
touto mnozinou. Podobnym spésobom mézeme defind@dSie dve algebraické Struktary
( ,—)a( ¥), ktoré su zaloZené na binarnych operaciach rbeekp. sdin.
(2) Nech X = (A) je potend mnozina pre mnoZinA. Operacia zjednotenia a prieniku
priradi dvom podmnozindmA& nejakd podmnozinu z A

0 (A)x (A~ (A

e (A (- (A
Potom existuju dve jednoduché algebraické Strukfityd) a (X ,n).

Binarna operaciall” mé6ze by Specifikovana pomocou multiplikaej tabuiky (ktora

sa v anglosaskej literatire nazyva Caleyholtadu Napriklad preX :{ a,b,c,(} tato tabiika
ma tvar
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Riadky asl'pce tejto tabtky sU oznaené prvkami mnozinyX, potom riadok ozngny
prvkomx a stpec ozn&eny prvkomy obsahuje vysledok binarnej operéaxiey.

Definicia 5.3.
(1) Binarna operécial sa nazyvasociativnhana mnozineX vtedy a len vtedy, ak pre kazdé
xX,y,z20 X

(xOy)Dz= x0 yO 3 28)
alebo
f(f(xy).2= f(x.f( y.3) (5.2b)
(2) Binarna operaciél sa nazyv&komutativhana mnozineX vtedy a len vtedy, ak pre kazdé
X,y X
xOy= yOx (5.3a)
alebo
f(x,y)=f(y.% (5.3b)
(3) Elementel] X sa nazyvgednotkovyvzh'adom k binarnej operéaciil na mnozineX vtedy
a len vtedy, ak pre kazdé X
xOe= el x= > (5.4a)
(4) Elementyd X sa nazyvanverznyvzh’adom k elementw ] X a k binarnej operacit]
na mnozineX vtedy a len vtedy, ak
ylOx= xOy= € (5.4b)

Inverzny elemeny ¢asto ozndujeme symbolonx™, aby sme zdoraznili jeho tah
k elementuw.

Priklad 5.2.
(1) Pre algebraicka Struktaru ( ,+) jednotkovy eleinge nula, pre kazdé celéislo

xO plati podmienka (5.4a)
O+x=x+0=x
Pre dané celéislo x[1  existuje elemen(—x) O , ktory spiia podmienku (5.4b)
(~x)+ x= x+(~9 =0
Alternativne ozn&nie pre tento inverzny elementye' = (—x) :

(2) Pre algebraicka Strukturu (<), jednotkovy element jeislo jedna, pre kazdé cebéslo

xd plati

Xx1=1xXx= X
MbZzeme si poloi otazku, ¢i kazdy element x[1 ma inverzny element? Napriklad,
poloZme x =5, potom inverzny element vzhfadom k tomuto prvku je takyo vyhovuje
podmienke

S5xy=yx5=1
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Tato podmienka nema rie3enie v mnozine cetystl, ~O(yd )(5x y= yx5=1). Preto,
v ramci algebraického systému k) nema zmysel hovatio inverznom elemente vizddom
k binarnej operacii “siin’.
(3) Studujme algebraicku struktdfu (A),n,0), definovany pre poteni mnozinu s dvoma
binarnymi operéciami “prienik” a “zjednotenie”. datovy a inverzny element pre tento
algebraicky systém musime zaviesparatne pre operaciu zjednotenia resp. prieKi&ada
z tychto operacii ma svoj jednotkovy element, midéx0  ( A)
xn A= An X= X
xOO=00x=xX
To znamenda, Ze pre binarnu operaciu prieniku (zjgmna) ako jednotkovy element je
mnozinaA (prdzdna mnoZzin&l). KomplementX = A- x patri do potetnej mnoziny pre
kazdé xO (A), D(XD (A))q yO (A))( y="X. Takto definovany komplement
X = A- x nembzemehapad ako inverzny element viadom k podmnozine ] (A)
xOX=%x0 x= A
XN X=Xn x=01
pretoZe na pravych stranach nemame jednotkové etgmee danu binarnu operaciu.

Veta 5.1. Nech O je binarna operacia na mnozine Ak existuje jednotkovy element
xOe= el x= ), pre kazdex[] X, potom tento jednotkovy element existuje jednénea

Predpokladajme, Ze existuju dva jednotkové elementgy ] X, potom sdasne plati
glle=¢le= ¢
e, lg=¢ellg= ¢,

preto musi plati g = g,

Veta 5.2.Nech [ je asociativna binarna operacia na mnoXinktora ma jednotkovy element

e X. Ak pre kazdy elemenk[ X existuje inverzny elementxdx™" = X' x= €, potom
tento inverzny element existuje jednozmea.

Predpokladajme, 2ema dva inverzné elementyav, potom podia (5.4a) plati

xUu=ulx= ¢

xv=vlx= €
Potom

u=ule= uJxOV=(W O« & ¥

Poznamenajme, Ze dbokaz jednaamasti inverzného elementuld¢ova uUlohu hrala
podmienka asociativnosti &au [J, ak tento s&in nie je asociativny, potom nevieme
zabezpéit' tato jednoznénog’ inverzného elementu.

Priklad 5.3. Budeme Studovabinarnu operaciud nad mnozinouX ={a,b,c,¢, ktora je
uréena multiplikativnou taldikou

O QYoo

C
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Dokazeme, Ze takto definovana binarna operacigerasociativna.
bO(cOd) = bOd= ¢
(bOc)0d= ald= d

to znamena, Ze pre tento konkrétny vyber troch elgav z mnozinyX sme dokazali
b(cOd) #(bOgOd

t. j. bindrna operacia nie je asociativna.

5.2 Pologrupy, monoidy a grupy

Algebraické Struktury pdé definicie 5.2 obsahuju mnoZinu a binarnu operaed touto
mnozinou. Tato definicia algebraickej Struktury mdmt zovSeobecnena r6znym spésobom.
NajcastejSie pouzivané zovSeobecnenie je, Ze algehbréicuktira obsahuje jednu mnozinu
a dve alebo viac binarnych operacii nad touto nmmzi DalSie mozné zovSeobecnenie
pojmu algebraickej Struktlry je, Ze obsahuje dwbalviac mnozin, binarnych operacii nad
mnozinami moze kiviac ako dve. V tejto kapitole budeme Studbpainoduché algebraicke
Struktury, ktoré obsahuju jednu mnoZinu a jednuabio operaciu nad touto mnoZzinou,

ozna&ime ju (GD) kde G je mnoZzina al je binarna operécia nad touto mnozinou. Jedna
Z najjednoduchsich takychto algebraickych Strujd(oologrupa.

Definicia 5.4 NechG je neprazdna mnoZzina @ je binarna operacia nad touto mnozinou.
Algebraicka étruktl]re(G D) sa nazyvaologrupavtedy a len vtedy, ak binarna operacige
asociativna

(Ox,y, 20 Q((x0yO = & ¥ B (5.5)

Ak binarna operacial je aj komutativna, potom algebraicka StruktUuraaayvakomutativna
pologrupa(aleboAbelovd pologrup).

Priklad 5.4.
(1) Algebraické Struktary ,+), ( ,x) st komutativne pologrupy. Binarne operacigtsi

a stinu nad mnoznou celyctisel su asociativne a komutativne. Tieto dve aijeké

StruktGry mozeme zovieobetnha mnozinu  realnycltisiel, potom Struktary( ,+),
() st taktiez komutativne pologrupy.
(2) Nech A={a,b,c,.}. je kon&nd mnozina symbolov nasej abecedyrdzee dzky n

obsahujlce znaky tejto mnoziny tvoriamasobny karteziansky produkt; napriklad mnozina
A? ={aa,ab,ac,...,ba,bb,bc}.obsahuje vietky tazce dzky 2. Zjednotenim tychto mnozin,

A'={ef0 A0 ADO .., ziskame mnoZinu, ktora obsahuje vietky mozméazme nadA,
vratane prazdneho ti@zcas. Nech o,0A” s dva réazce, potom zavedieme binarnu
operéaciu ,spojenia“ (konkatenacie), ktora vytvoov§i refazecy = (0( +B) O A", Priklad tejto

! Niels Henrik Abel (1802-1829), nérsky matematikispel k tedrii algebraickych rovnic a nekengch
¢iselnych radov. Prédsne umrel na tuberkuldzu, rok po jeho smrti miizga Akadémia udelila Y&l cenu
za matematiku.
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operacie je spojenie ti@zcov a=ab a [=caa nha novy réazec
y=o+pB=ab+caa= abca:. Tato binarna operacia je asociativha a nekonvatati
(a+B#B+a, prea #B). Algebraicka étruktUréADﬁ) je nekomutativna pologrupa.

(3) Pre mnoiinuA={a,b,c} definujme binarnu operaciu pomocou multiptikej tabuiky

Ola b c
ala b c
b{b ¢ a
clc a b

Tato multiplikana tabilika je symetricka, Zoho plynie skutdnog’, Ze binarna operacia je
komutativna. Dékaz asociativnosti binarnej opergeienetrivialna zalezitas pre vsetky
mozné usporiadané trojice s opakovanim musime dokae plati zakon asociativnosti

O(x,y,z0 A( xa( 0 2=( % Y0 )
¢o vyzaduje 3 = 27 kontrol pre rdzne trojica elementov. Osma elementy z mnoZiny
A pomocou indexovanych véin, x =a,x = b, %= ¢, potom binarna operacia jecena

formulou x Ux = X
aritmetiky

] kde index na pravej strane je vyjadreny pomocpacialine;
i+ aki+j<3
ST P
mod( i+ j3) (aki+ j>3)
kde symbol mod( k,r) vyjadruje zvySok po celiselnom delenik/n, pozri nasledujiucu
tabu’ku

li+j||1 2 3
1 |2 3 1
2 |3 1 2
3 |1 2 3

PretoZze sa jedna od&i celychdisel, aj ke’ obmedzeny witou podmienkou, operacia je
evidentne asociativng,i +| j +k ||=|[i+] |+k |, potom aj operacidl musi by taktiez

asociativna. Potom, algebraicka Strukt(ifal) je komutativna pologrupa.

Definicia 5.5. Pologrupa(A,0) sa nazyvamonoid vtedy alen vtedy, ak ma jednotkovy
element.

Priklad 5.5.

(1) Algebraicka Struktard | ,x), kde mnozina , obsahuje kladné celéisla je monoid,
existuje jednotkovy prvok 17, ktory zachovavaiaux[1l=1[0x= x. Podobna algebraicka
§truktt]ra( +,+), ktora je pologrupou, nie je monoid, pre operaaitet neexistuje v ramci
mnoziny ., jednotkovy prvok ‘0" (pretoze [0 ,), ktory zachovava st
X+0=0+x= x.

(2) V priklade 5.4.2 bola popisana nekomutativnlagmpa(AD,+)ret’azcov z mnozinyA”,
ktord obsahuje vSetky moZzn&azce znakov nad abeceddy pricom tato mnoZzina obsahuje
aj prazdny znale. Binarna operacia je definovana ako spojenie dvetazcov do nového

refazca. Tato algebraickd Struktira mé jednotkovy efdgra , ktory je neutrainy vZtadom
k binarnej operacii spojeniati@zcov
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D(XD AD)(s+ X= X+g= X
Preto, algebraicka étruktu(a\D,+) je monoid.
(3) Algebraicka Struktara z prikladu 5.4.3 je mahojednotkovy element je prvok,

z multiplikaénej tabwky vyplyva, Ze je neutralny viZadom k zvolenej binarnej operécii
O(xOA)(aOx= xda= 3

(4) Algebraické Struktury(X,0) a (X,n) z prikladu 5.1.2, kde X = (A) je poterna

mnozina pre mnozinlA. Obe tieto Struktiry su pologrupy, pretoze mnozénmperacie
zjednotenia a prieniku su asociativne. Tieto Stmyktvoria monoidy, pretoze prva (druha)
Struktura mé jednotkovy element prazdnu mnoZihimnoZzZinuA)

O(XxO (A)(0OX=X00= X
O(XO (A)(An X= Xn A= X

Mnohé algebraické Struktary, ktoré maju asociatiinarnu operaciu a jednotkovy
element vzbBadom Kk tejto operacii ( t. j. monoidy), maju eSteddt@nu vlastnos, ku
kazdému prvku z mnoziny existuje inverzny elem@uatom takyto monoid sa nazyva grupa.
Algebraické Struktary tohto typu naSli Siroké upktie nielen v mnohych oblastiach
matematiky a informatiky, ale aj vo fyzike, chémipod.

Definicia 5.5. Monoid (GD) sa nazyvagrupa vtedy a len vtedy, ak ku kazdému elementu

xO Gexistuje inverzny element™* 0 G. Plati teda, Ze algebraicka truktf@,0) je grupa
vtedy a len vtedy, ak su splnené tieto tri podmyenk

(1) binarna operacial je asociativna,

(2) existuje jednotkovy elemerd(] G,

(3) pre kazdéxd G existuje inverzny element* 0G.
Mohutnos’ mnozinyG sa nazyva rad grup{G ) , ozn@uje sa/G|.

Pripomame, podla vety 5.1 plati ak ma algebraicka Struktira asivtia binarnu operéacie
a existuje jednotkovy element, potom tento jednejkelement je jednoziay; podobne,
pod’a vety 5.2 plati, Ze ak existuje ku kazdému eleménterzny element, potom jedany
jednoznéne. Obe tieto skutmosti su platné pre algebraickd Struktiru — grugde sa
postuluje existencia jednotkového elementu a imé&hp elementu.

Priklad 5.5.
(1) Algebraicka étruktl]ra( ,+), kde je mnozina celychisel, je komutativha grupa.

Binarna operacia §ét "+ je asociativna a komutatividéslo 000 ma charakter neutralneho
prvku vzi’adom k operéacii "+, ®x=x+ 8 x, pre kazd&islo x; podobne, pre kazdéslo
xO  existuje ‘inverznééislo (-x)0  také, ze(-x)+x= x+(-X) =0.

(2) Algebraicka 3truktira( ,,x), kde , =(0,0)je mnozina kladnych realnychisel,

pricom pouzitda binarna operacie je StandardnginsUTato algebraicka Struktira je
komutativna grupa, binarna operacia je asociatavkamutativna, existuje neutralny prvok
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10 ,, Ixx=xx1=x, pre kazdy prvok, a taktiez ku kazdémx existuje inverzny prvok
X" =1/x, pre ktory platixx(1/x) = (¥ x) x x= 1.
(3) Nech algebraicka étruktu(a D) ma binarnu operaciu definovanirahom

xOy= x+ y+1
Dokazte, Ze tato Struktira je grupa.
Binarna operacidl je komutativna. D6kaz jej asociativnosti je zalgZzea podmienke, aby
prelubovd’né x,y,z]0 bola splnena rovnégychto dvoch formul

(xOy)Oz=(x+ wl)Oz= % yl+ 21= x y €2
xOyOz)=x( y+ z#1)= ¥ y #l+l= x ¥y €2
Porovnanim ich pravych strdn dostaneme, Ze bindpagiciall je asociativna na mnozZine

Jednotkovy elemerg¢d  vyhovuje definknej podmienke

elx=xe= x> & %*1= x> e-1
pre kazdéxO . To znamend, ze elemerft1)0 posobi ako jednotkovy element na
mnozine , pre kazd&O  plati (-1)Ox=x(-1) = x. Na zaver, zostrojime pre kazdé
xO inverzny elemenx™0

XOX'=x+ X +1=-1= X'=-2- »
Potom, pre kazdéxO existuje inverzny elementx*=(-2-x)0 , ktory vyhovuje
podmienke xOx" = X'0Ox= e=-1. Tymto sme dokazali, ze algebraicka §trukt1@ra,D)
tvori komutativnu grupu.

Veta 5.3.Ak algebraicka étrukturéG,D) je grupa, potom existuje ,kratenielava a zprava,
pre kazdéa,x, yOl G plati
(a) kratenie Zava

allx=aly= x=y (5.6a)
(b) kratenie sprava

xOa= ya= x= Y. (5.6b)

Predpokladajme, Z7e platialx=aly, existuje inverzny elementa™, potom
a*a0x)=a'0 aj >):>( ao éD x=( a'dl }ﬂ] y> x . Podobne by sme dokéazali aj

kratenie sprava. Tato veta podstati@hiuje algebraické Upravy v teoérii grap, mézeme
jednoducho kréfielementy vo vyrazoch, ktoré sa vyskytuf@awea alebo sprava.

Veta 5.4.Ak algebraicka Struktar§G,0) je grupa, potom préubovolnéa,bd G plati
(a) rovnicaaldx= b m& jednoznéné rieSeniex = a* b,
(b) rovnica xJa= b m& jednoznéné rieSeniex=bOa™.

Nech platial0x= b, postupnymi Upravami dostaneme
alx=b= a'0(aly= a'Ob=( a0 0 x d0 b> x 40

Jednozn&nog tohto rieSenia vyplyva zo skuioosti, ze inverzny elemen&™ existuje
jednoznéne. Podobnym spdsobom ziskame rieSenie aj dranejce.
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Veta 5.5. Ak algebraicka étruktt]réG,D) je grupa, potom v multiplikanej tabilike binarnej
operacie 0 sa v kazdom riadku alebdsti vyskytuje kazdy element@ prave len raz.

V multiplika¢nej tablike si vyberme jeden riadok adva réznépest (pozri obr. 5.1).
Predpokladajme, zea[Ox= ally, pouzijeme vetu 5.3 o krateni, potom predpokladende

zjednodud do tvarux =y, ¢o je viak v spore, Zeigte su rozne. Tymto sme dokéazali, Zze

v kazdom riadku multiplikenej tabiky sa nemdzu opakowveelementy grupy. Dokaz pre
stipce je podobny.

Obrazok 5.1. Multiplika¢na tablika binarnej operaciél grupy (GD) V tabu’ke je vybrany riadok patriaci
elementua a dva dipce patriace elementoxay, pricom x# y.

Z tejto vety vyplyva jednoduché kritérium tohd, algebraicka StruktardG,0) je
grupa, ak v prislusnej multiplikaej tabilike sa v nejakom riadku aleboipsti opakuiju
elementy, potom étruktur({;,D) nie je grupa. Poznamenajme vsak, skuba’, Ze v tabike

v kazdom dpci alebo riadku sa neopakuju elementy, nie jegdagicim dévodom k tomu,
aby Struktura(G,0) bola grupou.

Definicia 5.7. Hovorime, Ze algebraicka Struktfal,0) je podgrupagrupy (G,0) vtedy
alen vtedy, akd OG a(H,0 je grupago budeme zapisova(H,0) O (G 0.

Poznamenajme, Ze 4id,0) O (G,0), potom obe Struktiry st grupy a obe binarne opesic
rovnaké. Kazda grupa ma asipdve trivialne podgrupy. Prva je s mnoZinle:{e} a druha
s mnozinouH =G, v3etky ostatné podgrupy (ak existuju) nazyvanmaui@ne.

Nech (H,0 je podgrupa grupy(G,0, (H,0O(G,0, mnoZinaH podgrupy je
Specifikovana H ={y, = e,y ,..,y} . Predpokladajme, ze mame elemext]G, pricom
xOH. Potom mnozinaxOH ={XDM XAy, X ;{} sa nazyvalava trieda prvkov
vzhladom k podgrupe (HD) Podobnym spbsobom sa definuje aj prava tried&oprv
vzhtadom k podgrupe (H,0), znai sa symbolom H Ox={y 0x,%0Xx,...y0 k.

Poznamenajme, Ze na zaklade naSich uz dokazanymiatiov o grupe, pravava trieda
prvkov nemdze ky/podgrupou, pretoZze neobsahuje jednotkovy elengetatktiez, vSetky jej
elementy su r6zne.
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Veta 5.5.Nech (H,O0(G0 a x,%0(G- H), potomTavé triedy x OH, x,0H su
totozné (, UH = x,0H ) alebo disjunktnéx, [0H n x, OH =0).

Dokaz vety vykoname préavé triedy x OH, x,OH, kde xO(G~- H), dokaz pre pravé
triedy je analogicky. Predpokladajme, xd1H , x, [JH su disjunktné, potom veta plati. Nech
teda tieto mnoziny maja neprazdny prien¥/IH n x, 0H # 0 . Existuju dva indexy aq,

ze x, Uy, = x, 0y, tento vyraz prepiSeme do tvay Dy(;l = X' [x. PretoZeH je podgrupa,
pre kazdu dvojicuy,yOOH plati yOyOH (Cize aj pre y=y, a y= y;l). Potom
y, Oy;"H = X" 0x H= H, z¢oho plyniex, OH = x OH, ¢o bolo potrebné dokaza

H

Veta 5.7 (Lagrangeova)Nech (H,0) O(G.0), potom rad mnozinyG| je delitény radom
podmnoziny|H|, alebo existuje také kladné ceiélok, ze |G| = k|H|

(HOO(cD)=k(|G= K H) (5.7)

Tato veta je priamym dbsledkom predchadzajucej gddy podia ktorejravé triedy bd’ su
totozné alebo disjunktné. Postupnym pouzitim vely Bd6Zeme generovapostupnos
disjunktnych mnozinx OH,x, 0OH,....x O H, kde x,x,,....x0 G- H, zjednotenie tychto
mnozin sa rovna mnozire
G=x0OHOx0OHO ..0 xOH

Pretozelavé triedy majl rovnaki mohutbsn, potom pre mohutnds|G|=km, alebo
|G|/|H| =k, ¢o bolo potrebné dokaza

Nasledujuca veta rieSi problém ako verifik6edektivne gi grupa(H D) je podgrupa

grupy (G.0.

Veta 5.8.Nech algebraicka étruktt’Jr(aG,D) je grupa a nechiH O G je kon€na podmnozina.
Algebraicka 3truktirdH,0) je podgrupou vtedy a len vtedy, ax,yd H)(xOyOd H), t. .
podmnozineH je uzavreta vatadom k sdinu [.

Dobkaz tejto vety spfiva v tom, Ze vychadzajuc z jej predpokladov ukazehe pre kazdy
prvok mnozinyH existuje v tejto mnoZine aj jeho inverzny elemedéch xOH, potom
v dbsledku uzavretostd vzhladom k operéaciil plati x"0H, pre kazdé kladnéislo n.
Pretoze mohutndsH je kon€na, v mocninachx" sa musia opakovaileny. Nech prer >s
plati X' = x°, alebox®x""® = x°. Pouzijeme zakon kratenifiaxa (veta 5.3), dostaneme
X*=e

Tymto sme dokéazali, Ze mnozZikbobsahuje jednotkovy element. Taktiez plati

xOX*t=x"=¢
potom elemenk ma inverzny elemenk ™™, Tymto sme dokéazali, ze pre kazdy element
xOH existuje inverzny elementH.
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Priklad 5.7. Zavedieme grupu obsahujuce geometrické transfoend@ovnostranného
trojuholnika, ktord sa nazyva dihedralna grupa.h®naii je vémi popularna, popisuje
symetrickeé vlastnosti niektorych molekul.

Uvazujme rovnostranny trojuholnik, ktorého vrchely ozn&ené¢islicami 1, 2 a 3,
pozri obr. 5.2. MnoZina elementov obsahuje 6 opegdtnetrie, z ktorych tri su reflexie;,
L, L3 a rotacieC,, Cy, C3 . Ak z&kladnu poziciu trojuholnika vyjadrime paroa postupnosti
(123), potom aplikacie operacii symetrie na tutostppnos, Specifikuja vysledny
transformovany trojuholnik

L,(123)=(139, L,( 123=( 320 L,( 123=( 2)3
C,(129=(129,G,( 12=( 31p.C( 135 ( 2}

Potom mézeme zostréjmultiplika¢nu tabwku

Obrazok 5.2. Elementy symetrie rovnostranného trojuholnikégrého vrcholy su ozganécislicami 1, 2 a 3.
V ravom sipci st uvedené tri operéacia symetrieL, al; spaivajuce v zrkadleni pdd uvedenych priamok,
ktoré prechadzaju vrcholom a polia pfatild stranu. V pravomlgici su uvedené tri operacie symett@ig C,
aC;, ktoré spoivaju v rotacii trojuholnika okol@aziska proti smeru hodinovychditiek o @ stupiov, 120
stupiov a 240 stupiov.

Z multiplika¢nej tabuiky plynie, Ze tato mnoZzina operacii ma prn@k ktory mdézeme

klasifikova ako jednotkovy. Z multiplikénej tabuiky taktiez zistime pre kazda operaciu
symetrie existuje inverzny element
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C'=C.G'=C.G'= G

LIl = Ll’ L—21 = L2’ L_31: LS
Podobnym sp6sobom mbzeme dokaza binarna operacia@nu tychto operacii symetrie
je asociativna. Potom, alegebraicka étruk(LIDg:{ L,L,,L;,C,,C, C} D) je grupa.

Grupa permutacii

Ukazeme, Ze mnoZzina permutaniiobjektov reprezentovanych mnoanu:{l,Z,...,r} pri
vhodnej definicii binarnej operacig tvori symetricku grupu(Sn ={ R.,P } D) kde §, je
mnozina tvorena vSetkymi permutaciami objektov. Permutacie boli uz Specifikované

v kapitole 4.2. PermutaciB mézeme chapaako 1-1-zn&né zobrazenieP : A - A, ktoré
kazdému objektu JA priradi objekt p O A, pricom z podmienky 1-1-zraosti vyplyva

podmienkall(i, j DA)(i Zj=p 2p, ) permutacitP vyjadrime formulou
( 1 2 .. nJ
P=
(ST CRETE
alebo v kompaktnej forme tak, Ze vynechame horagak ako redundantny
P=(pn P - R)

Mnozina$, obsahuje vSetky mozné permutaciebjektov, jej mohutnasje |Sn| =n
Binarna operacial zobrazuje z dvoch permutacii novl permutacie

ESx§ - §

1 2 .. n 1 2 ... n ; »

Nech P:( j a P’:( L, j s dve permutacie, ich &d
PR o R S R

P"=POP je definovany tak, ze ak horny riadokPV preusporiadame tak, aby bol totozny
s dolnym riadkom permutack potom dolny riadok takto upravenej permutaciecsi@je

permutaciuP”
P"=PDP':(1 2 .. n)D[l 2 . nj
PP - R)LR B B
:(1 2 . njm(g B pj
PR o R)LE B B

_(1 2 .. n}
R

Priklad takto definovaného &tu permutacii je ukazany na obr. 5.3¢iBldvoch permutécii
mozZeme interpreto¥aako kompoziciu dvoch zobrazéha P’.

S&in dvoch permutacii musi Byasociativhou operaciou, precgulubovolnych troch
permutaciiB ,B ,R plati

ROROR)=(RUR)UR

Cahko sa presveétme pomocou obrdzka 5.4, Ze tato podmienka je sgln®roblém
existencie inverznej permutacie je riehig jednoduchou ,inverziou*

P:(l 2 . n)jp_l:(pl p, .. gj
[V o P o 1 2 .. n
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Obréazok 5.3. Znazornenie siinu dvoch permutéci(3 2 )02 1 3. Dolny riadok ilustruje alternativnu

moznos$ konstrukcie sEinu permutacii tak, Ze horny riadok pravej permiutagravime do poradia
Specifikovaného druhym riadkom prvej permutacie.lnoriadok takto upravenej permutacie reprezentuje
vysledok sdinu.

(12
3.2

(P(l)*P(Z)) * P(3) F)(12“< (P(Z)* P(3))
P(i) P(Z) P(3) P(l) P(z) P(3)
A A A

>
=
-

\(
1
e
2
3
®

Obrazok 5.4. Dokaz asociativnosti binarnej operacietis nad permutéciamilavy (pravy) diagram
znazotiuje zétvorkovanie(Pl DP;)DF;, kde vysledok prvého &inu je reprezentovany preruSovandiarou

(PlD(PzDF;), kde vysledok druhého &hu je reprezentovany preruSovaneiarou). V oboch pripadoch,
vysledné zloZzené zobrazenie je totozZné.

Priklad 5.8. Zostrojte multiplik&na tabdiku permutacii troch objektov. Jednotlivé
permutacie ozri@me takto

B =(123,R=(23),R=(312
P, =(132), F%=(323), R=(213
Potom multiplik&na tablika pre tieto permutacie ma tvar

[l P, P, Ps P, Ps Ps
P, P, P, Ps P, Ps Ps
P, P, Ps P, Ps Pe P4
P, | P, P, P, Py P, P
PR | P Ps Ps P P P
P | Ps P, Ps P, P P
PE |l P P P, Py P, P

Z tejto tabuiky vyplyva, Ze jednotkovy element je permutaBig inverzné permutacie su
uréené takto

R"=R.R'=R.R'=R.R'= R.B'= P.P=
Potom podmnozing, ={ R R ,8 O § tvori podgrupu(s3 no(s0. Prave triedy majua tvar
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rARR.R={RBR EH{ PPP={ PPP
RARR.B={RR.B X RPP={ PPP
RAR.B.R={RR.B .E{P.PP={ PPP
RAR.R.B={RR.B . RPP.P={ PP
RERR.B={RR.B .E{PPP={ PPP
RARR.R={R.R.B .E{ P.PP={ PPF

5.3 Morfizmy

Porovnajme grupy z prikladov 5.7 a 5.8, ktoré mgpne odliSnu interpretaciu, prva grupa
obsahuje elementy symetrie priestorovej dihedragmepy, zati#i ¢o druha grupa obsahuje
permutacie 3 objektov. Ich multiplikaé tabliky maja tvar

Podrobnym porovnanim tychto tabuliek zistime, Zenaklzi tabilkkami urobime priradenie
jednotlivych prvkov takto

C-RGe-RBGo B Lo B.Le B,Le §
potom multiplik&né tabiiky st totozné. Preto mozeme povedze aj grupy(D,,0) a (S, )
su si podobne.

Definicia 5.8.Hovorime, Ze medzi grupaniG,0) a (G', ) existujeizomorfimus(alebo, ze
grupy stizomorfnd, ¢o znaime (G,0) O(G, ), vtedy alen vtedy, ak existuje 1-1-Zné
zobrazenief :G - G', ktoré

O(x,yoo)( f(xay= (3 f(y) (5.8)

Priklad 5.9. Uvazujme dve grupy ,+) agrupu( ,,x), kde ,=(0,0) je mnoZzina
kladnych realnycltisel. Dokazte, ze funkcid (x) = 2* definuje izomorfizmus medzi tymito
dvoma grupami( ,+)O( . x).

Funkcia 1‘(x):2X je monoténne rasticajZze je aj 1-1-znéna. Funkcia ma zaujimavu
viastnos, (Ox,yd ) f(x+y)= f(YOf(y, pomocou ktorej sa jednoducho zostroji
izomorfizmus medzi grupamif : -

4t

6. kapitola, str. 13 (22. 10. 2014 o 15:22)



Veta5.9.Ak f:G — G' je izomorfizmus medzi grupanfiz,0) a (G', ), potom

(1) Ak e je jednotkovy element v grudés ) , potom f () je jednotkovy element v grupe
(G,).

(2) Grupa(G.0) je komutativna vtedy a len vtedy, §&', ) je komutativna grupa.

(3) Ak x™* je inverzny element viadom k elementw v grupe(G,[), potom f (x‘l) je
inverzny element vatadom k elementuf (x) v grupe(G', ).

(4) Inverzné zobrazenid *:G' - G definuje izomorfizmus z grup{G', ) do grupy(G,J.

(5) Ak (H,D je podgrupa grupy(G,0, potom (H', ), kde H' ={ f (x);x0 H} . je
podgrupa grupYG', ) a (H,O(H', ).

Tato veta nam pomaha zistici medzi grupami (G a (G',) existuje
izomorfizmus. Napriklad, ak grup@,0) je komutativna a grupfG', ) nie je komutativna,

potom medzi tymito grupami nemdze existOvzomorfizmus. Vo vSeobecnosti teda plati, Ze
ak chceme zidfi Ze dve grupy nie su izomorfné, musime hagka vlastnos prvej grupy,
ktora sa nevyskytuje v druhej grupe.

Priklad 5.10. Dokazte, ze akA={a,d, potom monoidy( (A),D) a ( (A),n) st
izomorfné.
Potertnd mnoZina ma tvar (A):{D {a {1 { a,l})}. Multiplikativne tabuliky pre tieto
monoidy su

o | o {& {8 {aB n | 0 {&d {8 {aB
o | o {a {1 {aB oo 0o b O
(@ | {a& {a {aB {aB {d | O {8 © {4
g | {8 {ag (B} {aB fop | 55 {5 {4
{ag |{ag {ad {aB {aB {ag | O  {ad {0 {aB

1-1-zna&na funkciaf : (A) -~ (A), ktora zobrazuje prva tabku na druht ma tvar

f(O)={at, Gd){é f{8)={bp.1{{ ap=0

Potom medzi monmdan(l ) a ( ) existuje izomorfizmus.

Definicia 5.9.Hovorime, Ze medzi grupanfG,0) a (G', ) existujemorfizmusvtedy a len
vtedy, ak existuje zobrazenie:G - G', ktoré

O(x,yOQ)( f(xay= () f( ) (5.9)

Ak medzi dvoma algebraickymi Struktarami existigemorfizmus, potom tieto Struktary su
.Skoro totozné“. Ak odstranime podmienku 1-1-#masti funkcie f :G - G', potom tato
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,skoro totoZznog" sa straca, druha algebraicka 3trukt(@!, ) straca niektoré detaily prvej
Struktury.

Veta 2.10.Ak f:G - G' je morfizmusmedzi grupam{G,0) a (G', ), potom

(1) Ak e je jednotkovy element v grup@G,0), potom f (e)je jednotkovy element v grupe
(G, ).

(2) Grupa(G,0) je komutativna vtedy a len vtedy, &', ) je komutativna grupa.

(3) Ak x™* je inverzny element viadom k elementx v grupe (GE) potom f(x‘l) je

inverzny element vatadom k elementuf (x) v grupe(G', ).

Priklad 5.11. Uvazujme mnoiinuA={a,b,c} , mnozinaA obsahuje v3etky moznéteezce
(v¢itane prazdneho tazcag). Potom algebraicka étruktﬂl(aAD,D), kde binarna operacial
reprezentuje spdjanie tiazcov, je monoid (existuje jednotkovy element repnéovany
prazdnym réazcome). Nech existuje funkciaf : A” — |, kde je mnoZzina nezapornych
celychc¢isel, tato funkcia je definovana takto

f (x) = drzka re’azcax
Ukazte, Ze toto zobrazerfige morfizmus z( AD,D) na( ,+).

Z definicie funkcid vyplyva, Ze plati

f(xOy)= f(x)+ f(y)
t. j. dizka spojeného fazca xOy sa rovna sttu dizok je zloZiekx ay. Téato funkcia
evidentne nie je 1-1-ztina.

5.4. Boolova algebra

Elektronické obvody v pfitacoch a v podobnych zariadeniach su charakterizobar@&nymi
vstupmi a vystupmi (rovnajucimi sa 0 alebo 1), sfam€m&cia vstupu na vystupu sa
uskut@nuje prostrednictvom elektronického obvodu, ktory oriv jadro tohto
JLransform&ného” zariadenia, pozri obr. 7.1. Elektronicky obbvendZze by formalne
simulovany tvz. Boolovaufunkciou, ktora transformuje binarnych vstupnych premennych
na n vystupnych binarnych premennych.

)
m binarnych) ————— elektronicky n binarnycl
vstupov . obvod vystupov
-

2 George Boole (1815-1864), anglicky matematik, k&a svojou kniholwLaws of Thought1854) zasl(zil
0 moderny rozvoj vyrokovej logiky ako Specialnejasti algebry, ktora je nazvana jeho menom — Bamlov
algebra.
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Obrazok 7.1. Znazornenie elektronického obvodu, ktory mmabinarnych vstupov a binarnych vystupov.
Cinnog’ elektronického obvodu spiva v transformacii binarnych vstupnych hodnét rinatme vystupné
hodnoty.

VSeobecna definicia Boolovej funkcie jef :{0,3" - {0,3", tato funkcia

transformuje binarny vektorizky m na binarny vektor idky n. M6Zeme si polo¥i otazku,
ako realizové tuto Boolovu funkciu, aby mala vopred Specifikogamlastnosti? Tento
problém je realizovany pomocou Boolovej algebrypr&t pomocou premennych s 0-1
ohodnotenim (t. j. bindrnych) premennych a pomodwoch elementarnych algebraickych
operéacii a jednej unarnej algebraickej operaciscjgpna dostatoe vSeobecne modelava
Boolove funkcie s vopred Specifikovanymi vlasttersi. Poznamenajme, Ze Boolova algebra
ma dva zname modely, prvym je vyrokova logika ehgima algebra tedrie mnozin. Pretoze
obe tieto zdanlivo athZité discipliny maju rovnaku ,metateériu”, exigtunedzi zakonmi
vyrokovej logiky a formulami tedrie mnozin ,dualizist, pomocou ktorého ku kazdému
zakonu vyrokovej logiky priradime 1-1-zftvee formulu te6rie mnozin a naopak. Dobrym,
ilustrativnym prikladom tohto dualizmu su De Morgae formuly, ktoré vo vyrokovej logike
a v teorii mnozin maju tvary

-(pOg)=(-p0-q = Av B= AJ E
-(pOg)=(-pO-q = A B= A E
V tychto formulach, vo vyrokovej logike unarna lok@ spojka negacie ma ekvivalent v teorii
mnozin v unarnej algebraickej operacii doplnku,0dgbne, vo vyrokovej logike binarne
spojky konjunkcie a disjunkcie maju ekvivalentyedtii mnozin v binarnych algebraickych
operaciach prieniku resp. zjednotenia. Na zaveojeebné poznametiaze vyrokova spojka
ekvivalentnosti ma v te6rii mnozin ekvivalent vaal rovnosti. Tieto priradenia vo
vyrokovej logike a v tedrii mnozin mézeme zosunmare takto
vyrokové premenng,q,r,...= mnoziny,B,C,.
spojka negacie —= operacia doplnkt
spojka konjunkcié] = operéacia prieniku
spojka disjunkcié] = operacia zjednotenie
spojka ekvivalentnost& = relacia rovnost

Definicia 7.1.Boolova algebraje algebraicka Struktira Specifikovana usporiada@dicou
(B,+,060,1), kde B={a,b,...,x,y,}je neprazdna mnoZina elementov (premennych

Boolovej algebry), ktora obsahuje dva SpecialnéSedé elementy - konstanfy10B a nad
ktorou su definované binarne operaciéisa a s@tu

0BxB - B (7.1a)
+:BxB - B (7.1b)
a unarna operacia komplementu
GB- B (7.1c)
ktoré vyhovuju tymto podmienkam
(1) komutativno&
xLy = yLX, X+ Yy=y+ X (7.1d)
(2) asociativnas
(x0y) = e y03, (x+y)+ 2= xe( v 3 (7.1¢)
(3) distributivnos:
xiy+2)=(x0)+ (203, x+(y)=(x+ Yl » 3 (7.1
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(4) vlastnog konstanty0:
X=Xx+0, x[X=0 (7.19)
(5) vlastnos konsStantyl :
x=x01, x+x=1 (7.1h)

V literatire existuje mnoho alternativnych notaBidbolovej algebry. Napriklad operacia
s&inu sa alternativne vyjadruje symbolmialebo ], podobne, operacia &i symbolmill a

O . Pre zjednoduSenie notacie budeme vyneah&ymbol sdinu, formulu xy budeme
zjednoduSene pigsaako xy. Z formul (7.1g-h) vyplyva, Ze konStanfa (0) ma ulohu
neutralneho (jednotkového) prvku pretisi(stet). Z bezného pdadu na formuly (7.1g-h)
by niekto mohol odvodi zaver, Ze vyrazx je inverzna formula pre. Pripoméme si, Ze
v kapitole 6 bol inverzny element definovany pomoodastnosti x(X =1, avSak poth
pravej formuly (7.1g) platk[X =0, z¢oho vyplyva, Ze vyrax nema vlastnosti inverzného
prvku (tak vzitadom k operacii giiu, ako aj sdinu).

Priklad 7.1. NajjednoduchSia Boolova algebra (sTkym vyznamom v informatike
a v logike) je zaloZzena na dvojprvkovej mnoZiBe={O,]} . Binarne operacie sinu, sttu
a unarna operacia komplementu st pomocou multipijeh tabuliek definované takto

+/0[1 L|0]1 b| b
R o/lo]o0 0| 1
1/1]1 1/0[1 1] 0

Jednoducho sa mbéZeme presied Zze pre takto Specifikované operacie su splnené
podmienky (7.1a-h), t. j. algebraicka étruktt@mtﬂ_ ,0,1) je Boolova algebra.

Priklad 7.2. Nech A={a,b,c,.}.je neprazdna mnozina, polozre= (A). Operacie. a +

su realizované pomocou mnozinovych operacii resp. [, operacia komplementu je
realizovana ako mnozinovy komplement Vatiom k mnozind,, X = A- x. Potom plati:
(a) binarne operacie su asociativne, komutativne,
(b) medzi binarnymi operaciami platia distributivne @ayk,
(c) prdzdna mnozina ma vlastnosti jednotkového elementu pre operdciu
(OXDOB)(XOD =00 X= X)
(d) mnozinaA ma vlastnosti jednotkového elementu pre operaciu
(OXOB)(Xn A= An X= X
(e) pre kazdéX 0 B existuje komplemenX O B taky, ze

(OXOB)(Xn X=0)

(OXOB)(XO X= A
To znamena, Ze podmienky (7.1a-h) su splnené, t. algebraicka Struktura
( (A),0,n ,_,D,A) je Boolova algebra.

Priklad 7.3. Nech B={ p,q,r,..} je mnozina vyrokovych formul, ktorda je uzavreta
vzh'adom k binarnym operéacia konjunkcig)( disjunkcie [J) a k unarnej operacii negacie
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(). Pre tato mnozinu je definovana aj relacia ekhmtnosti =, dve formuly su
ekvivalentné vtedy alen vtedy, ak maju rovnaklvgreostna interpretaciu (logicky
ekvivalentné). Z mnozin vyberieme formulu kontradikciu (napp[l-p) a oznaime ju
symbolom 0; podobne formula tautoldégia (nagrll-p) je ozn&ena symbolom 1. To
znamena, Zze symboly 0 a 1 patria do mnoBnire kazdua formulp platia tieto vZahy
pUd0=00p=p
pUl=10p=p
Pretoze logické spojky konjunkcie a disjunkcie sdmktativne a asociativne, pre tieto
operacie platia taktiez distributivne zakony, poeimky z definicie 7.1 su splnené, t. j.
algebraicka struktaré,d,0 ~ 0,1) tvori Boolovu algebru.

5.5 Vlastnosti Boolovej algebry

V Uvodnej ¢asti kapitoly 7.1 bol zmieneny princip duality meddgebrou teérie mnozin
a vyrokovou logikou. UkadZzeme, Ze tento princip mikeovatd’ny aj pre rézne Boolove
algebry.
Postulujme nejaky vyrok (alebo formulu), ktorygeatny v Boolovej algebre. Dualnu
formu vyroku dostaneme tak, Ze urobime zamenu sloubo
O- +,+ - [0-1a1-0

Napriklad, uvazujme formulu Boolovej algebl(y§+ y) [XOy=0, dudlny tvar tejto formuly je
(x[y)+ x+7y=1. Axiomy Boolovej algebry (7.1d-h) su uvedené pmijtbrach dualnych

formul. To znamena, Ze ak v ramci Boolovej algetmlyodime nejakd formulu, tak potom aj
jej dualna forma je odvodifea pomocou postupu, ktory je ,dualny“ k postupugpfermuly.

Veta 7.1 (princip dualnosti) Kazda veta Boolovej algebry je taktieZz vetou ajudalnej
forme.

V predchadzajucej kaptole bola dokdzanBmievSeobecna veta 6.1 o jednogmasti
jednotkového (neutralneho) elementu. Tento dokdzzhlmZeny na predpoklade existencie
jednotkového elementu, rovnaky dévod méze Ippuzity aj pre dokaz jednozdreosti
jednotkovych elemento¥ aO0.

Veta 7.2 Jednotkové elementlya0 existuju jednoznae.

Podobne sa da dokdzaj jednozn&nog’ existencie inverznych elementov v Boolovej
algebre.

Veta 7.3. Pre kazdy element[d B existuje jednoznane elementx [0 B taky, ZzZex[(X=0 a
x+X=1 (t. ] .su splnené podmienky 7.1g-h).

Veta 7.4.Nech(B,+,DG,O,1) je Boolova algebra, potom platia tieto formulu
(1) Involutivhos” komplementu
(OxOB)(%= ¥ (7.2a)
(2) Idempotentnas
(OxO B)( xx= X (7.2b)
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(OxOB)(x+ x= % (7.2c)
(3) De Morganove zakony

(Ox,y0 B x+ y="Ty) (7.2d)
(Ox,y0 B)( xy="%+ ) (7.2€)
(4) Nulitnog’
(OxOB)(x+1=1) (7.2f)
(OxO B)(xM=0) (7.29)
(5) Absorpcia
(Ox,yO B)( x+( X0y = V()
(OxOB)(xt x+ y) = ¥ (7.2i)
(6) Komplementy konstant
0=1 (7.2))
1=0 (7.2k)
(7) Vlastnosti konstant vdladom k binarnym operaciam
0+0=00+1=1H O 1% % (7.2
0M=00I=Q 11 QD% (7.2m)

Do6kaz tychto vlastnosti prenechame na&ewie.

5.6 Boolove funkcie

V Gvode ktejto kapitole bola Boolova funkcia defiand ako funkcia nad binarnymi
premennymi{o,]}. Tento pomerne zjednoduSeny path na Boolovu funkciu bude teraz

rozSireny tak, aby koncepcia Boolovej funkcie bt@a’ou Boolovej algebry. Zakladny pojem
pre definiciu Boolovej funkcie je pojem Boolovejeptennej. Pouzijeme analogicky pristup,
aky sa pouziva pre definiciu realnej premenng jeeli¢ina, ktorda mdze nadobigdlhodnoty

z mnoziny reélnycliisel.

Definicia 7.2.Nech(B,+,00G0,1) je Boolova algebra. Potom,

(1) Boolova premennge taka premenna, ktora nadobuda hodnoty z mndZiny
(2) komplement premennek, ozn&eny X, je takd premennda, ktorej hodnota sa rovna

komplementu hodnoty premenneit. j. ak x = b0 B, potomX = b0 B,
(3) literal je Boolova premenndéalebo jej komplemenx .

V d’alSom texte budeme pouziviaotaciu, ktord umozni rozliSliteral

- :{x (pre e= 1)

X (pree=0) (7-3)

Podobne ako pre realnu premennu, aj Boolova pregnemive by kombinovana do tvaru
Boolovych formul pouzitim binarnych operéacisiu, s&tu a komplementu.

Definicia 7.3.Nech (B,+,DG,O,1) je Boolova algebra. PotoBoolova formulg obsahujuca
Boolove premenng,,x, ,...,X, je definovana takto:
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(1) konstanty0 al st Boolove formuly,
(2) Boolove premenné,, X, ,...,% st Boolove formuly,

(3) ak X aY su Boolove formuly, potom aj vyrazyX [Y), (X +Y), X a Y su Boolove
formuly.

V dalSom texte budeme pouzivkonvenciu, Zze ak bude jasné o aku formulu sa jethia
termin “Boolova formula” budeme skracovea “formula”. Podobne, ako vo vyrokovej logike
mézeme si definovarasticu prioritu operacii takto: (1), (2) sdin a (3) komplement.

Napriklad, formulu((x )+ z) mézeme pomocou tejto konvencie vyjadrizjednodusenom

tvare bez zatvoriekx[y+ z. Kone&ne, podobne ako v Standardnej algebre, budeme
vynechavé znak sdinu, napriklad predchadzajuci ilustrg priklad ma tvarxy + z.

Priklad 7.4. Zjednoduste formul(x+ y) {x+7)).

Pouzitim distributivheho zakona a (7.1g-h)

(x+y)E%+9)) = (3 +(5Ty+( yT¥+( Ty= ¢ Sy "y Ty Ty
0

0

Definicia 7.4.Dve Boolove formule sékvivalentné(aleborovné) vtedy a len vtedy, ak jedna
pomocou konéného pdétu aplikacii axiom Booloej algebry je pretransforana na druhu
formulu.

Pod’a prikladu 7.4 formulep, =(x+y){X+y) a ¢,=xy+Xy st ekvivalentné, pretoze
druhd formulu ziskame z prvej pouzitim kéného pdétu aplikacii axiom Boolovej algebry,
potom¢, =¢,.

Konetne sa dostavame k definicii Boolovej funkcfe(x,x, ,...,%) ako Boolovej formuly,
ktora obsahuje premenng, x, ,...,x. Napriklad

F (%% %)= %( %+ )

Definicia 7.5.Nech(B,+,00G0,1) je Boolova algebra.
(1) Boolova funkcia f(xlx2>g) premennychx ,X,,...,x, je zobrazenief B" - B,

pricom f (xlx2 >Ig) je Specifikovana ako Boolova formula.
(2) VSetky Boolove formule, ktoré su navzajom ekvivaten definuji rovnakua funkciu.

Z tejto definicie vyplyva, Ze ekvivaletné Booloverrhuly Specifikuju rovnakd Boolovu
formulu. Napriklad, mame dve funkcie

f:B? =B f(x.%)=%x(X%+ %)

g:B* - B 9(x.%)= xx%
Pouzitim distribdného zakona rahko dokazeme, Z7e formuly su ekvivaletné,
X, (% + %) = X %, potom funkcief ag st rovnakeé.
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Pretoze Boolova funkcia moéZzetbyyjadrena mnohymi r6znymi formulami, ktoré su
navzajom ekvivaletné, vznikéa otdzka, ako efektivoehodndi, ¢i dve Boolove formuly su
ekvivalentné, alebai dve Boolové funkcie su rovnaké. Ukazeme postupryknie je
zaloZeny na transformécii jednej formuly na druaidly sme rozhodlii funkcie st rovnakeé,
ale navrhne sa ,kanonicka" reprezentacia Boolowek€ie, podla ktorej mézeme jednoducho
rozhodndi, ¢i dve Boolove funkcie su rovnaké alebo nie.

Definicia 7.6.S0¢inova klauzulapremennychx,,x, ,...,X je Boolova formula, ktora obsahuje
s&in n literalov (t. j. premennu alebo jej komplemen® gazdu premennd.

Ako priklad s@inovej klauzuly premennych, ,X, ,% sSu tieto formuly:x X, X, XXX, XX, X,
XXX,y X% %. Ak pouzijeme formalizmusx®, potom sdinova klauzulu premennych
X, % ,....%, ktora je Specifikovana binarnym vektorceew (g .6 ,...,e) , ma tvar

[, = X2 X5 .. % (7.4)
Napriklad, pree =(11013 sttinova klauzula ma tvar

1oy =X0EX %= XXX X, X

Pretoze binarnych vektoroez(el,g «r—;-) je 2', potom ajr6znych s&inovych klauzul je
2",
Definicia 7.7.Su0¢tova klauzulapremennychx ,X, ,...,% je Boolova formula, ktora obsahuje
stetn literalov (t. j. premennu alebo jej komplemen® gazdd premennd.

Podobne ako pre &imova klauzulu, mézeme aj &dvu klauzulu pre premenng,x, ,..., %
Specifikova binarnym vektorome=(g ¢ ,...,g)
L=x X+ f 7.9
Pre e=(10100 sttova klauzula ma tvar
L =X 4+ %+ X+ K= X+ 7%+ %+ Ty
Pretoze kazda stova klauzula premennych ,x, ,...,Xx je Specifikovana binarnym vektorom
e=(e .8 ,....e), potom pdet sitovych klauzul je taktiez2

Tymto sa dostavame k formulacii hlavného vysletdjto kapitoly, Ze kazda Boolova
funkcia méze by jednoznéne vyjadrend ako sumaciacsiovych klauzal (tento tvar sa
nazyva vo vyrokovej logikdisjunktivna normalna forma skratka DNF).

Priklad 7.5. Vyjadrite Boolovu funkciux X, (% + %) pomocou séu st&inovych klauzdl
(DNF)
X% (X %) = X% X+ %% %
XX KT XK= XX XXX

X
= X1+ X% %= X %( X+ T+ X%
= XXX+ XX X%+ X %%
X %X3

XXXt XXX
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Veta 7.5.Kazda Boolova funkciaf (xlx2 ),g) , ktora sa identicky nerovna nule, moze’ by
Specifikovana ako sumad&@novych klauzul

f (X% 00%)=Y f(e.8 .8 XX .o
:z f (el ’% """ ﬁ) (!EL,e2 o) (76)

Presny dokaz tejto vety vykonany pomocou matemaitickiukcie je pomerne fuavy, preto
ho nebudeme uvadza Nazn&ime jednoduchy konstruktivny dbkaz. Boolova funkcia

f(%.,%,....%) je vlastne Specifikovana jej futlkymi hodnotamif (g e ,....g) pre v3etky
hodnoty binarneho vektorae:(el,g ﬁ) Hovorime, ze funkciaf je Specifikovana
tabu’kou funkénych hodnot, ktora obsahujé 2adkov

#l e=(g.&,p lo o .g)
(00........ 00) 0

2 (00........ 01) 1

@ d L) 1/0

e E—

Steinova Klauzulal, , o (%, %,....%)= ® % ..k ma zaujimavd vlastndsjej funkina

hodnota sa rovnalen pre(x,%, ,...%) =(e, & ,...8), kde g 0{0,1} , pre v3etky iné pripady
funkéna hodnota j®

(1 (pre(x.% .0 =(e & .8))

0 (pre(x.%.,...X)%(e & ,..8))
To znamena, Ze pre konstrukciu (7.6) su pre naszdéllen funkné hodnotyl, funkcné
hodnotyO nie su podstatné pre nas konstruktivny dékaz.rdidste Boolovu formulu ako
sumaciu tychto klauzul (t. j. v DNF tvare)

F(%,%)=> f(e.e...9 o s (7.8)

e

Z konstrukcie tejto Boolovej funkcie, vyplyva, Zej jfunkéné hodnoty su Specifikované
tabu’kou funkénych hodn6t Boolovej funkcief()g,)g,...,)g). To znamena, Ze Boolove

(7.7)

funkcie f (X% ,....%) @ F(X,% ..., %) st ekvivalentné, t. j. maji rovnaké funk hodnoty

pre rézne hodnoty argumentov. Tymto smeiziivjednoduchy intuitivny konStruktivny
dokaz vety 7.5.

Poznamenajme, Ze DNF tvar Boolovej funkcie je&en§ jednoznéne az na
permutacie argumentov v&avych klauzulach, alebo az na permutaciét®iych klauzul.
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Tato nejednozrmogs’ DNF tvaru vyplyva zo skutmosti, Ze binarne operaciecsui a sdinu

su komutativne. M6Zeme teda konStatovee DNF su z&kladné charakteristiky (ftieako
odtlatky prstov alebo zlozenie DNA) Boolovych funkcii. YAlsme odstranili pripadné
nejednoznénosti zapisujeme DNF v tzv. kanonickom tvare, tjednotlivé argumenty sa
zapisuju postupne pdd rasticeho indexu (tym sme odstranili nejednéosti v désledku
kumutativnosti stinu) a potom jednotlivé sinové klauzule su pisané v poradi rastucej

giselnej hodnoty indexu‘e=(g g ,....€).

Priklad 7.6. Zostrojte Boolovu funkciuf (xlxz) = X+ X% vtvare DNF. Poth vety 7.5 DNF
tvar tejto funkcie je

F(x%)= 100 X%+ f(0)%x+ {19 xx+ {1} x
kde jednotlivé funkné hodnoty su uvedené v tdke

#le| el fleLe)
1100 0
201 1
3/11]0 1
4111 1

Potom funkcig ma tvar
F(%0%) =0X%+ 136+ 1%+ 1%
=XX% T X% X%
Lahko dokdzeme, Ze takto definovana funkdifx ,x,)=%%+ XX+ %% je ekvivalentna
s pévodnou Boolovou funkciod (X ,%,) = X + X,

1 1

F(x.%) =%+ X%+ X%= X% XX X¥ M[‘# } % (X% }e «

Priklad 7.7. Zostrojte Boolovu funkciuf (% ,x,,%) = % %+ % x v tvare DNF. Tato Boolova
funkcia je utena tabikou funikcnych hodnot

€ €63t €163

O~NOOUIAWNPRH
RPRPRPPFPOOOO|DP

RROORRKROO®P

ROoORroORORO®

RPOOORrROOOP

RPOROOOOO|P

POPFRPORFRLROOO

Potom funkciaf (xlx2 >g) (uvazujeme len jednotkové futike hodnoty) ma DNF tvar
f(%0% %) =065+ % %+ X%)
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Pouzijeme dudlny princip z vety 7.1, veta 7.5 mim tento dualny tvar

Veta 7.6.Kazda Bolova funkciaf (xlx2 >Ig) ktora sa identicky nerovna jednotke, moze
byt Specifikovana ako $in suma&nych klauzul

06 ) =] (e 8 ot B e 5.3

e

|:| (f(eu% o) + }q,@,..:ﬁ)) (7.9)
M(r@+L)

kdee=(g & ,.5¢)=(1- £1- £ .1y .k

Tato veta reprezentuje hlavny duéalny vysledok tkgtpitoly, Ze kazda Boolova funkcia moze
byt jednoznane vyjadrena ako sin stovych klauzul (tento tvar sa nazyva vo vyrokovej
logike konjunktivna normalna forma skratka KNF).

Priklad 7.8. Vyjadrite f (x,%)= x( %+ %) v KNF tvare.
V prvom kroku zostrojime talfiku funkénych hodnot tejto Boolovej funkcie

#le | e ete | efete)
1lo0/0]| o 0
2ol 1] 1 0
3[/1/0] 1 1
4111 1 1

Pouzitim (7.9) dostaneme vyjadrent Boolovu funkei{x,x,) = x ( %+ %) v KNF

f(><u><z)={f(0,0)+>s+ szEE f(0)+ >£+‘>5JEE 10+ >§}EE f 1)+

0 0 1

1 1

= (% + %) 0% +%)

Z tohto prikladu vyplyva, Ze pre konstrukciu KNFdilezité nulové funkné hodnoty
danej Boolovej funkcie. Tato vlastribge dudlnu k vlastnosti DNF, kde su relevantné
jednotkové funkné hodnoty Boolovej funkcie. Z tohto faktu vyplywkutanos’, Ze si
zvolime DNF tvar Boolovej funkcie vtedy, &etabd’ka obsahuje v prevaznej miere nulové
funkéné hodnoty, KNF si zvolime vtedy, KeabUka obsahuje v prevaznej miere jednotkové
funkéné hodnoty. V pripade, Ze tda obsahuje rovnaky pet nulovych a jednotkovych
funkénych hodnét z pdiadu ,zlozitosti“ konStrukcie je jedno, aky tvar Bowej funkcie sme
zvolili.

Priklad 7.9. Zostrojte KNF Boolovej funkcief (x,% ,%)=(%+ %){%+%). Tabuka
funkénych hodnét ma tvar

Dl

#le | e | 63
110/0] o0

&|a*e | a+s | (§+e)lg+Ty
1 1 1 1

[ERN
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21001 1] 0 1 1 1
3{]0]1,0] 1| 1 1 1 1
4,011, 1| 0 1 1 1
5/1]0] 0] O 1 0 1 0
6|10 1] 0 O 0 0 0
/7{1]1| 0| O 1 1 1 1
8/1]1]1] 0] 0 1 0 0

KNF ma potom tvar (vyuzivame len tri riadky s nudawyslednou funénou hodnotou)
F (%% 06) =(%+ %+ x) 00+ x+ )07 7))

Cviéenia

Cvicenie 5.1.Pre kazdy uvedeny pripad, rozhodnite,symbol x[y Specifikuje binarnu
operaciu na mnozin&. Ak nie, tak vysvetlite pre.

(@) xOy=x-vy, A= , =(0,»).

(b) xOy=z, kdez< x+ y,preA= ={..-2-1012,}.

(c) xOy=x, A= , =(0,0).

(d) xOy=maximalny spolony delite’ x a y, A={1,2,3,4,6,8 2}.
(e) xOy= x+ y, A={matice rovnakého tygt.

Cvi¢enie 5.2.Nech binarna operacia na mnozine  obsahujlucejaéddia, je definovana

ako rozdiel,xOy = x- y. Rozhodnite¢i tdto operacia je

(a) asociativna,

(c) komutativna,

(d) existuje jednotkovy element.

Cvi¢enie 5.3.Nech A je kon€nd mnoZzina a nech pre tito mnoZiAye binarna operacia
definovana pomocou multiplikaej tabiky. Na zéklade&oho je mozné rozhodipomocou
tejto tabwky, i

(a) binarna operacia je komutativna,

(b) existuje jednotkovy element.

Cvi¢enie 5.4.Nech X = (A) binarna operacia nad touto mnozinou je definovaké
prienik mnoil’n,(Dx,yD (A))(ny: x1 Y, rozhodnitefi

(a) binarna operacia je komutativna,

(b) ¢o je jednotkovy element,

(c) ktoré elementy maju inverzné elementy (ak existuju)
Cvicenie 5.5. NechX = (A) binarna operacia nad touto mnoZzinou je definovaka

symetricky rozdieI(Dx,yD (A))(ny=( - yO( ¥ *)
(a) Dokazte, Ze operacia je binarna operacia,
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(b) Je tato operacia komutativna?

(c) Je tato operacia asociativna?

(d) Existuje jednotkovy element v mnoziXe?

(e) Ak existuje jednotkovy element, existuje potom kaz#ému prvkuxO (A)

inverzny elemenx™ 0 (A)?

Cvi¢enie 5.7. Nech mnoZina X={a,b,c,(}, binarna operacia pre tuto mnozZinu je
definovana pomocou multiplikaej tabiiky

Ola b c d
ala b c d
b|b d a a
c|lc a b d
d/d a b c

(a) Je tato operacia asociativna?
(b) Je tato operacia komutativna?

Cvi¢enie 5.8 Nech mnozin&X obsahuje matice typ(Q,Z) (Stvorcové matice majuce dva

stipce a dva riadky).
(a) Pre tato mnozinu definujme binarnu operaciu akeéesdvoch matic,

(Ox,yO X)( xdy= x+ Y. Preo takto Specifikovana algebraicka Struktiiva,+) je

grupa.
(b) Ak zamenime binarnu operaciwtui za sdin, ukazte, Ze takto Specifikovana algebraicka
Struktara nie je grupa?

Cvi¢enie 5.9. Nech X je neprazdna mnozina a binarna operacia definowatahom
xOy = x, pre kazdex,yl X.

(a) Dokazte, Ze algebraicka Strukt(rx ,0) je pologrupa.
(b) Rozhodnitegi tato algebraicka Struktara je monoid.

Cvi¢enie 5.10 Nech dve algebraické StruktarX,0) a (Y,) st grupy. Definujte na
kartezianskym sfinom X xY binarnu operaciu takto

(%) (6 %) =(%0% .y )
pre kazdéx, ,x,0 X a y;,y,0Y.
(a) Ukazte, Zze je binarna operacia Ka<Y .
(b) Ako je definovany jednotkovy element naxy ?

(c) Ako je definovany inverzny elemefik,y) " ?
(d) Dokazte, ze algebraicka Strukt(r% xY,) je grupa.

Cvi¢enie 5.11Nech( ,0) je algebraicka Struktra, kde  je mnoZina obsatwuj
nezaporné celésla. Binarna operacia je definovana takto
xOy=max x,y
(a) Dokazte, Ze algebraicka Strukt({ra ,0) je pologrupa.
(b) Rozhodnitegi ( ,0) je monoid.
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Cvi¢enie 5.12 Uvazujme neStvorcovy obithik, ktorého vrcholy st ozsané¢islicami 1, 2, 3

ad.
2

L,
L,
2 2 2 3 4
C, C,
—_— —_—
4 3 4 3 4 3 2 1
2 2 1 2 4 3
— —>
4 3 3 4 3 1 2

Tento obdZznik ma Styri operéacie symetrie

C, : rotéacia o 0 stupiov okolo stredu oHdnika,

C, : rotacia o 180stupiov okolo stredu okdnika,

L, : reflexia priamkol; a

L, : reflexia priamkotL,.
Pre lepSie pochopenie tychto elementov symetrigetmuSpecifikovaich aplikaciou na
postupnos (1,2,3,4)

c.(1234=(123%
C,(1,2,34=(3412
L(1234=(214)

L,(1234=(432)

Pre takto definované elementy zostrojte ich komgiaZbinarnu operéaciu), napriklad

C,0L(1,234=GC(L(1233)=C( 214B=( 439F L
(a) Zostavte multiplik&nu tabwku pre kompoziciu dvoch operacii symetrie.
(b) Dokéazte, Ze algebraicka étruktL'(rA:{Cl .G .L,L} D) je grupa.

Cvic¢enie 5.13.Nech (XD) je komutativny monoid. Ukazte, Ze mnozina idempioigch
elementov X'={x;(xD X)O( x0Ox= >§} tvori algebraicki StruktGfX',0), ktora je
podmonoid.

Cvicenie 5.14 Nech algebraicka étruktl’n(ax E) je grupa. Stred tejto Struktury je definovany
ako podmnozinaX, ktorAd obsahuje elementy komutujice so vSetkylamentami X,
Xeemse ={ X:(x0 X) O(Oy( x0 y= y0 §)} . Dokézte, Ze algebraickd Strukitif e ) je

pogrupa grupY X ,0), (Xeemerr) O (X 0.
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1 n
Cvicenie 5.15 NechX je mnoZina, ktora obsahuje matiE:g J , kden je celécislo.

(a) Ukazte, Ze algebraicka §trukt(@( D) kde binarna operacid je priradena maticovému
s&inu, je grupa.
(b) Dokéazte, ze zobrazenie: X -, kde je mnozina celyatisel, ktoré je definované

(5 -

je izomorfizmus medz{X ,0) a ( ,+).
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