6. kapitola

Algebraické Struktiry I — algebraické Struktiary, grupoidy,
grupy, zakladné vlastnosti grupy, morfizmy

6.1 Binarne operacie

Jeden z Castych pristupov v matematike je kombinovat’ prvky (elementy) mnoziny, pricom sa
pozaduju Specidlne vlastnosti kombinacie prvkov. Teoria algebraickych Struktur Studuje
vSeobecné vlastnosti takychto systémov, ktoré obsahuji mnozinu prvkov, nad ktorou st
obvykle definované binarne operacie. Ako priklad takejto algebraickej Struktiry je mnozina
celych ¢isel, nad ktorou je definovana binarna operacia suctu (alebo rozdielu, sucinu a pod.).
Vo vSeobecnosti moZzeme povedat, ze tedria algebraickych Struktur obsahuje dve hlavné
sucasti: mnoziny a pravidla, pomocou ktorych sa zprvkov mnozZin tvoria prvky taktiez
z tychto mnozin.

Definicia 6.1. Binarna operacia na mnozine X je funkcia

f:XxX—>X (6.1a)
ktora dvom prvkom X,y € X jednoznaéne priradi prvok z=x*y = f (X,y) e X
vxvydlz(z=x*y=f(xy)) (6.1b)

Pozn.: zapis 3!X oznauje, Ze existuje prave jeden prvok x, ktory spifia dané podmienky.

Definicia 6.2. Usporiadana dvojica (X ,*) obsahujica mnozinu X a bindrnu operaciu * nad

touto mnozinou tvori najjednoduchsiu algebraicku Struktdru a ¢asto sa nazyva grupoid.

Priklad 6.1.
(1) Algebraické struktara (Z,+) obsahuje mnozinu celych Cisel Z a bindrnu operaciu sucet
nad touto mnozinou. Podobnym sposobom moézeme definovat dalSie dve algebraické
Struktury (Z,-) a (Z,x), ktoré su zalozené na binarnych operaciach rozdiel resp. sucin.
(2) Nech X = P(A) je poten¢na mnozina pre mnozinu A. Operécia zjednotenia a prieniku
priradi dvom podmnozindm z A nejaki podmnozinu z A
U:P(A)xP(A)—> P(A)
N:P(A)xP(A)—> P(A)
Potom existuju dve jednoduché algebraické Struktary (X ,u) a (X ,m).
Binarna operacia “* "~ mdze byt Specifikovana pomocou multiplikacnej tabul’ky (ktora

sa v anglosaskej literatire nazyva Caleyho tabulka). Napriklad pre X ={a,b,c,d} tato

tabul’ka modze mat’ tvar
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Riadky astlpce tejto tabulky st oznatené prvkami mnoZiny X, potom riadok oznadeny
prvkom X a stlpec oznac¢eny prvkom Yy obsahuje vysledok bindrnej operacie X *.

Definicia 6.3.
(1) Binarna operacia * sa nazyva asociativna na mnozine X vtedy a len vtedy, ak pre kazdé
X,¥,2e X
(x*y)*z:x*(y*z) (6.2a)
alebo
f(f(x,y),z)z f(x,f(y,z)) (6.2b)
(2) Binarna operacia * sa nazyva komutativna na mnozine X vtedy a len vtedy, ak pre kazdé
X,y e X
X*Yy =Yy*xX (6.32)
alebo
f(xy)="f(y.x) (6.3b)
(3) Prvok e e X sa nazyva neutralny vzhl'adom k binarnej operacii * na mnozine X vtedy a
len vtedy, ak pre kazdé x e X
X*¥e=ge*X=X (6.4a)
(4) Prvok ye X sa nazyva inverzny vzhladom k prvku X e X a k binarnej operacii * na
mnozine X vtedy a len vtedy, ak
yEX=X*y=¢e (6.4b)

Inverzny prvok y ¢asto oznacujeme symbolom X', aby sme zdéraznili jeho vztah k prvku x.

V Ccasti (3) tejto definicie bol definovany ,,neutralny* prvok. V pripade, ze binarna operacia *
sa interpretuje ako sucin, potom neutralny prvok sa nazyva ,,jednotkovy* prvok, ak je binarna
operacia interpretovana ako sucet, potom neutralny prvok sa nazyva ,,nulovy* prvok.

Priklad 6.2.
(1) Pre algebraicku Struktiru (Z,+) neutralny prvok je nula, pre kazdé celé ¢islo x € Z plati

podmienka (6.4a)
0+x=x+0=x
Pre dané celé &islo X € Z existuje prvok (—X) e Z , ktory spliia podmienku (6.4b)

(=x)+x=x+(-x)=0
Alternativne oznadenie pre tento inverzny prvok je X' = (—x) .
(2) Pre algebraicka Struktaru (Z,x) neutralny prvok je Cislo jedna, pre kazdé celé cislo

X € Z plati
Xxl=1xX=X
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Mozeme si polozit’ otazku, ¢i kazdy prvok X e.Z ma inverzny prvok. Napriklad, polozme
X =5, potom inverzny prvok y vzhl'adom k tomuto prvku je taky, ¢o vyhovuje podmienke
Sxy=yx5=1

Tato podmienka nema rieSenie v mnoZine celych &isel, —3(y € Z)(5x y = yx5=1). Preto,
v ramci algebraického systému (Z,x) nema zmysel hovorit’ o inverznom prvku vzhl'adom
k binarnej operacii "sucin’.
(3) Studujme algebraicka $truktiru (73 ( A) ,m,u) , definovanu pre poten¢nii mnozinu s dvoma
bindrnymi operaciami ‘prienik’ a ‘zjednotenie’. Neutrdlny a inverzny prvok pre tento
algebraicky systém musime zaviest’ separatne pre operaciu zjednotenia resp. prieniku. Kazda
z tychto operacii ma svoj neutralny prvok, pre kazdé x e P ( A)

XNA=ANX=X

XD =JUX=X
To znamena, Ze pre binarnu operaciu prieniku (zjednotenia) ako neutralny prvok je mnozina A
(prazdna mnozina &J). Komplement X =A-X patri do potenénej mnoziny pre kazdé
xeP(A), v(x eP(A))3(yeP(A))(y=X). Takto definovany komplement X = A—X nic
je inverzny prvok vzhl'adom k podmnozine x € P ( A)

XNX=XNx=J

XUX=Xux=A
pretoze na pravych stranach nemame neutralne prvky pre dant binarnu operaciu.

Veta 6.1. Nech * je binarna operacia na mnozine X. Ak existuje neutralny prvok ee X,
potom tento neutralny prvok existuje jednoznacne.

Predpokladajme, Ze existuju dva neutralne prvky e, ,e, € X, potom sti€asne plati
€ €, =€, %6 =¢
€, *€ =€ *€, =¢,,

preto musi platit’ e =¢e,

Veta 6.2. Nech * je asociativna binarna operacia na mnozine X, ktora ma neutralny prvok
ee X . Ak pre kazdy prvok Xxe X existuje inverzny prvok, X*X ' =X *X=e€, potom tento
inverzny prvok existuje jednoznacne.

Predpokladajme, Ze X ma dva inverzné prvky U a Vv, potom podla (6.4a) plati

X*U=U*X=¢€

X*¥V=V*X=¢€
Potom

U=u*e=ux(x*v)=(u*x)*v=exv=v

Poznamenajme, Ze v dbokaze jednoznacnosti inverzného prvku klucovi tulohu hrala
podmienka asociativnosti st¢inu *, ak tento sucin nie je asociativny, potom nevieme
zabezpecit’ tuto jednoznacnost’ inverzného prvku.

Priklad 6.3. Budeme Studovat’ binarnu operaciu * nad mnoZinou X = {a,b,c,d} , ktora je

uréena multiplikacnt tabul’kou

6. kapitola, str. 3 (26. 4. 2007 0 22:07)



*|la|blc|d
ajlal|bjc|d
bjd|{c|a]|a
clc|blald
d|jd|b|c|a

Dokazeme, ze takto definovana binarna operécia nie je asociativna.
bx(c*d)=bxd=a
(b*c)xd=a*d=d

to znamena, ze pre tento konkrétny vyber troch prvkov z mnoziny X sme dokazali
bx(cxd)=(b*c)*d

t. j. binarna operacia nie je asociativna.

6.2 Pologrupy, monoidy a grupy

V tejto kapitole budeme Studovat jednoduché algebraické Struktary, ktoré obsahuji
asociativnu binarnu operaciu. Jedna z takychto algebraickych Struktar je pologrupa.

Definicia 6.4. Nech G je neprazdna mnozina a * je binarna operacia nad touto mnozinou.
Algebraicka Struktura (G *) sa nazyva pologrupa vtedy a len vtedy, ak binarna operacia * je
asociativna

(VX,y,2€G)((x*y)*z=x*(y*2)) (6.5)
Ak binarna operacia * je aj komutativna, potom algebraicka $truktura sa nazyva komutativna
pologrupa (alebo Abelova® pologrupa).

Priklad 6.4.
(1) Algebraické struktary (/V,+), (/V,x) st komutativne pologrupy. Binarne operécie suctu

a suc¢inu nad mnoznou celych ¢isel /V su asociativne a komutativne. Tieto dve algebraické
Struktiry moZeme zovieobecnit’ na mnozinu R redlnych &isiel, potom Struktary (R,+),
(R,x) su taktiez komutativne pologrupy.

(2) Nech A:{a,b,c,...} je konetna mnozina symbolov nadej abecedy. Retazce dizky n

obsahujuce znaky tejto mnoZiny tvoria n-nasobny karteziansky produkt A"; napriklad mnoZina
A’ ={aa,ab,ac,...,.ba,bb,bc,..} obsahuje vsetky retfazce dizky 2. Zjednotenim tychto

mnozin, A" ={e} U A" U A’ U..., ziskame mnoZinu, ktord obsahuje vietky mozné retazce nad
A, vratane prazdneho retazca €. Nech o, e A" st dva retazce, potom zavedieme binarnu
operaciu ,,zretazenia“, ktora vytvori novy retazec y= (oc+B) e A". Priklad tejto operacie je

spojenie retazcov a=ab a B=caa na novy retazec y=a+[p=ab+caa=abcaa. Tato

' Niels Henrik Abel (1802-1829), nérsky matematik, prispel k teorii algebraickych rovnic a nekone&nych
Ciselnych radov. PredCasne umrel na tuberkul6zu, rok po jeho smrti mu parizska Akadémia udelila Vel'ku cenu
za matematiku.
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bindrna operacia je asociativna a nekomutativna (a+B#p+o, pre o #[). Algebraicka
Strukthra (A* ,+) je nekomutativna pologrupa.

(3) Pre mnozinu A= {a,b,c} definujme binarnu operaciu pomocou multiplikacnej tabul’ky

«|a b ¢
ala b c
b|b ¢ a
c|lc a b

Tato multiplikacna tabul’ka je symetricka podla hlavnej diagonaly, z coho plynie skuto¢nost’,
7e binarna operacia je komutativna. Dokaz asociativnosti binarnej operacie je netrivialna
zalezitost, pre vSetky mozné usporiadané trojice s opakovanim musime dokézat’, ze plati
zakon asociativnosti

V(x,y,ze A)(x*(y*z)=(x*y)*2)
o vyzaduje 3° = 27 kontrol pre rézne trojice prvkov. Potom, algebraicka $truktura (A,*) je

komutativna pologrupa.

Definicia 6.5. Pologrupa (A,*) sa nazyva monoid vtedy a len vtedy, ak ma neutralny prvok.

Priklad 6.5.
(1) Algebraicka Struktira (N, x), kde mnoZina &V, obsahuje kladné celé &isla je monoid,
existuje neutralny (jednotkovy) prvok "1°, ktory zachovava sucin x#*1=1%X=X. Podobna
algebraicka Struktara ([V+ ,+) , ktorda je pologrupou, nie je monoid, pre operaciu sucet
neexistuje v ramci mnoziny /V, neutralny prvok ‘0" (pretoze 0¢ /V, ), ktory zachovava stcet
X+0=0+Xx=X.
(2) V priklade 6.4.2 bola popisana nekomutativna pologrupa (A* ,+) retazcov z mnoziny A",
ktora obsahuje vSetky mozné retazce znakov nad abecedou A, pricom tato mnozina obsahuje
aj prazdny znak €. Binarna opericia je definovana ako spojenie dvoch retazcov do nového
retazca. Tato algebraickd Struktira ma neutrdlny prvok ¢ , ktory je neutrdlny vzhl'adom
k bindrnej operacii spojenia retazcov

V(XG A*)(s+x: X+€=X)

Preto, algebraicka Struktira (A* ,+) je monoid.

(3) Algebraicka struktara z prikladu 6.4.3 je monoid, neutralny (jednotkovy) prvok je prvok a,

z multiplikacnej tabul’ky vyplyva, Ze je neutralny vzhl'adom k zvolenej binarnej operacii
V(xeA)(axx=x*a=x)

(4) Uvazujme algebraické Struktary (X,0) a (X,n) zprikladu 6.1.2, kde X =P(A) je

poten¢na mnozina pre mnozinu A. Obe tieto Struktiry st pologrupy, pretoze mnozinové

operacie zjednotenia a prieniku su asociativne. Tieto Struktiry tvoria monoidy, pretoze prva
(druhd) struktira ma neutrdlny prvok prazdnu mnozinu & (mnozinu A)

V(X eP(A)(DuX=Xu@=X)
V(X eP(A))(AnX =XNA=X)

Mnohé algebraické Struktiry, ktoré maju asociativnu binarnu operaciu a neutralny
prvok vzhl'adom k tejto operacii (t. j. monoidy), maju eSte dodatocnu vlastnost’, ku kazdému
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prvku z mnoziny existuje inverzny prvok. Potom takyto monoid sa nazyva grupa. Algebraické
Struktiry tohto typu nasli Siroké uplatnenie nielen v mnohych oblastiach matematiky
a informatiky, ale aj vo fyzike, chémii a pod.

Definicia 6.6. Monoid (G,*) sa nazyva grupa vtedy alen vtedy, ak ku kazdému prvku
x € G existuje inverzny prvok X' €G. Plati teda, 7e algebraickd $truktiira (G,*) je grupa

vtedy a len vtedy, ak su splnené tieto tri podmienky:

(1) binarna operacia * je asociativna,

(2) existuje neutralny prvok eeG,

(3) pre kazdé x € G existuje inverzny prvok X' €G .
Mohutnost mnoziny G sa nazyva rad grupy (G ,*) , oznacuje sa |G|

Pripomenime, podla vety 6.1 plati, Ze ak existuje neutralny prvok, potom tento neutralny
prvok je ureny jednoznacne; podobne, podla vety 6.2 ak ma algebraicka Struktira
asociativnu binarnu operaciu a neutrdlny prvok, plati, ze ak existuje ku kazdému prvku
inverzny prvok, potom je urceny jednoznacne. Obe tieto skutocnosti st platné pre algebraicku
struktaru grupa, kde sa postuluje existencia neutralneho prvku a inverzného prvku.

Priklad 6.6.
(1) Algebraicka struktura (Z ,+), kde Z je mnozina celych ¢isel, je komutativna grupa.

Binarna operacia sti€et '+’ je asociativna a komutativna, ¢islo 0 € Z méa charakter neutralneho
prvku vzhl'adom k operacii '+, 0+ X =X+0 = X, pre kazdé ¢islo X ; podobne, pre kazdé ¢islo
X € Z existuje 'inverzné’ &islo (—x) e Z také, Ze (—X)+X=X+(-x)=0.

(2) Nech algebraicka Struktara (R, x), kde R, =(0,) je mnoZina kladnych realnych &isel,

pouziva ako binarnu operaciu Standardny sucin. Tato algebraickd Struktura je komutativna
grupa, bindrna operacia je asociativna a komutativna, existuje neutrdlny prvok le R ,

1xx=xx1=X, pre kazdy prvok X, a taktiez ku kazdému X existuje inverzny prvok X' =1/x,

pre ktory plati xx(1/x)=(1/x)xx=1.

(3) Nech algebraicka Struktira (Z ,*) ma binarnu operaciu definovanu vztahom
X*y=X+y+1

Dokazte, Ze tato Struktira je grupa.

Binarna operacia * je komutativna. Dokaz jej asociativnosti je zalozeny na podmienke, aby

pre l'ubovolné X,Y,z € Z bola splnena rovnost’ tychto dvoch formul

(xxy)*z=(X+y+1)*Z=X+y+1+2+1=X+y+2+2
xx(y*z)=x*(y+z+41)=X+y+z+1+1=X+y+2+2
Porovnanim ich pravych stran dostaneme, ze binarna operacia * je asociativna na mnozine Z.

Neutralny prvok e € Z vyhovuje defini¢nej podmienke
exX=X*e=X=>e+X+l=Xx=e=-1

pre kazdé x € Z . To znamena, ze prvok (—1) € Z posobi ako neutralny prvok na mnozine Z,
pre kazdé¢ x e Z plati (—l) *X=X* (—1) = X . Na zaver, zostrojime pre kazdé X e Z inverzny

prvok X' e Z,
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XX =X+ X' +l=-1=X"'=-2-X
Potom, pre kazdé Xe Z existuje inverzny prvok X' = (—2 - X) e Z, ktory vyhovuje
podmienke X*X ' =X'#*Xx=e=-1. Tymto sme dokazali, Ze algebraicka Struktira (Zx*)

tvori komutativnu grupu.

Veta 6.3. Ak algebraicka Struktira (G ,*) je grupa, potom existuje ,kratenie” zl'ava a sprava,
pre kazdé a,x,y € G plati
(a) kratenie zl'ava

akx=axy=—x=y (6.62a)
(b) kratenie sprava

Xka=y*a=x=Y. (6.6b)
Predpokladajme, e plati a*Xx=a*y, existuyje inverzny prvok a ', potom

a” *(a* X) =a" *(a* y) = (a’I *a)* X :(a" *a)* y = X =Y. Podobne by sme dokazali aj

kratenie sprava. Tato veta podstatne ulahcuje algebraické upravy v teorii grap, mdzeme
jednoducho kratit’ prvky vo vyrazoch, ktoré sa vyskytuja zl'ava alebo sprava.

Veta 6.4. Ak algebraicka Struktira (G ,*) je grupa, potom pre I'ubovolné a,b € G plati

(a) rovnica a* X =Db ma jednoznaéné riesenie X =a ' *b,
(b) rovnica x*a=b ma jednoznaéné riesenie X =b*a'.

Nech plati a*x=b, postupnymi upravami dostaneme
a*x=b=a'x(a*x)=a'*b=(a'*a)*x=a'*b=>x=a"*b

Jednoznacnost’ tohto rieSenia vyplyva zo skuto¢nosti, Ze inverzny prvok a ' existuje
jednoznacéne. Podobnym spdsobom ziskame rieSenie aj druhej rovnice.

Veta 6.5. Ak algebraicka Struktira (G,*) je grupa, potom v multiplikacnej tabul’ke binarne;j

operacie * sa v kazdom riadku alebo stipci vyskytuje kazdy prvok z G prave len raz.

V multiplikadnej tabulke si vyberme jeden riadok adva rozne stipce (pozri obr. 6.1).
Predpokladajme, ze a*X=a*Yy, pouzijeme vetu 6.3 o krateni, potom predpoklad mbdzeme
zjednodusit’ do tvaru x =y, &o je vSak v spore, Ze stipce sii rozne. Tymto sme dokézali, Ze
v kazdom riadku multiplikaénej tabulky sa nemozu opakovat’ prvky grupy. Dokaz pre stipce
je podobny.

X y

al - QEX | eeeeer QEY | oo
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Obrazok 6.1. Multiplikacna tabulka bindrnej operacie * grupy (G,*). V tabulke je vybrany riadok patriaci

prvku a a dva stipce patriace prvkom x a 'y, pricom X # y.

Z tejto vety vyplyva jednoduché kritérium toho, &i algebraicka Struktira (G,*) je
grupa, ak v prislugnej multiplika¢nej tabul’ke sa v nejakom riadku alebo stipci opakuju prvky,
potom Struktira (G ,*) nie je grupa. Poznamenajme vsak, skuto¢nost’, ze v tabul’ke v kazdom

stipci alebo riadku sa neopakuju prvky, nie je postatujucim dévodom k tomu, aby §truktira
(G,*) bola grupou.

Definicia 6.7. Hovorime, Ze algebraicka Strukttra (H ,*) je podgrupa grupy (G,*) vtedy
alen vtedy, ak H =G a (H,*) je grupa, Go budeme zapisovat (H,*)c (G ,*).

Poznamenajme, 7e ak (H,*) < (G,*), potom obe Struktury st grupy a obe binarne operécie su
rovnaké. Kazdéa grupa ma aspon dve trividlne podgrupy. Prva je s mnozinou H = {e} a druha

s mnozinou H =G, vSetky ostatné podgrupy (ak existuju) nazyvame netrividlne.

Veta 6.6 (Lagrangeova). Nech (H,*)<(G,*), potom rad mnoziny |G| je delitelny radom
, teda existuje také kladné celé &islo k, ze |G|=k|H|
(H)=(6.9)= (el =K H) ©

podmnoziny |H

Nebudeme dokazovat’ tato vetu, jej dokaz vyzaduje mnoho d’alSich pomocnych pojmov, ¢o
presahuje rdmec tejto prirucky. Je zaujimava tym, Ze ndm poskytuje jednoduché kritérium
toho, ¢i nejakd podmnozina H moze tvorit’ podgrupu, ako vyplyva z vety podiel |G| / | H | musi
byt kladné celé Cislo; ak nie je, potom H nem6Zze tvorit’ podgrupu grupy (G ,*) .

Nasledujtica veta riesi problém ako efektivne verifikovat, ¢i grupa (H ,*) je podgrupa

grupy (G,*).

Veta 6.7. Nech algebraicka Struktira (G,*) je grupa anech H = G je kone¢na podmnozina.
Algebraicka Struktura (H ,*) je podgrupou vtedy a len vtedy, ak V(X, yeH )(X x*yeH ), t. j.

podmnozina H je uzavreta vzhl’adom k binarnej operacii *.

Dokaz tejto vety spoCiva v tom, ze vychadzajuc z jej predpokladov ukézeme, ze pre kazdy
prvok mnoziny H existuje v tejto mnozine aj jeho inverzny prvok. Nech XeH , potom
v dosledku uzavretosti H vzhladom k operacii * plati x" e H, pre kazdé kladné ¢islo n.
Pretoze mohutnost’ H je kone¢na, v mocninach X" sa musia opakovat’ ¢leny. Nech pre r >
plati x" =x°, alebo x*x"° = x°. PouZijeme zdkon kratenia zl'ava (veta 6.3), dostaneme

XI’*S — e
Tymto sme dokazali, Ze mnozina H obsahuje neutralny prvok. Taktiez plati
X Xr—s—l — Xr—s -

r—s—1

potom prvok X ma inverzny prvok X', Tymto sme dokézali, ze pre kazdy prvok xe H

existuje inverzny prvok v H.
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Obrazok 6.2. Prvky symetrie rovnostrann¢ho trojuholnika, ktorého vrcholy st oznaené Cislicami 1, 2 a 3.
V Tavom stipci st uvedené tri operacie symetrie L, L, a L; spocivajuce v zrkadleni podl'a uvedenych priamok,
ktoré prechadzajii vrcholom a polia protilahli stranu. V pravom stipci st uvedené tri operacie symetrie C;, C,
a Cs, ktoré spocivaju v rotécii trojuholnika okolo taziska proti smeru hodinovych ruciciek o 0° stupnov, 120°
stupilov a 240° stupniov.

Priklad 6.7. Zavedieme grupu obsahujuce geometrické transformécie rovnostranného
trojuholnika, ktora sa nazyva dihedralna grupa. V chémii je vel'mi popularna, popisuje
symetrické vlastnosti niektorych molekul.

Uvazujme rovnostranny trojuholnik, ktorého vrcholy su oznacené ¢islicami 1, 2 a 3,
pozri obr. 6.2. MnoZina prvkov obsahuje 6 operacii symetrie, z ktorych tri st reflexie L, L,
L; arotacie Cy, C,, C5 . Ak zadkladnu poziciu trojuholnika vyjadrime pomocou postupnosti
(123), potom aplikacie operacii symetrie na tato postupnost’ Specifikuju vysledny
transformovany trojuholnik

L (123)=(132),L,(123) =(321), L, (123) =(213),

C,(123)=(123),C, (123) =(312),C, (123) = (231)

Potom mézeme zostrojit’ multiplika¢ntl tabul’ku

* C1 C2 C3 L1 L2 |-3
o G C, Cs L Lo Ls
C, G, G Ci Ls L Lo
Cs Cs C C, L, Ls Ly
I—l I—l I—2 I—3 Cl CZ C3
I—2 I—2 I—3 I-l C3 Cl C2
L3 L3 L1 Lz C2 C3 Cl
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Z multiplikacnej tabul’ky plynie, Ze tato mnoZina operacii ma prvok C,, ktory mézeme
klasifikovat’ ako neutralny. Z multiplikacnej tabulky taktiez zistime, ¢i pre kazdu operaciu
symetrie existuje inverzny prvok

-1 -1 -1
C =C,C, =C,,C, =C,
-1 -1 -1
L'=L. L =L, L =L
Podobnym spdsobom mozeme dokazat, Ze binarna operacia sucinu tychto operacii symetrie
je asociativna. Potom, algebraicka Struktara (D3 ={L,L,.L,,C,.C,.C,} ,*) je grupa.

Grupa permutacii
Ukézeme, Ze mnozina permutacii n objektov reprezentovanych mnoznou A= {1,2,...,n} pri
vhodnej definicii binarnej operacie * tvori symetrickl grupu (Sn = {Pl,Pz,...} ,*), kde S, je

mnozina tvorena vsetkymi permutidciami n objektov. Permutacie boli uz Specifikované
v kapitole 4.2. Permutaciu P mézeme chapat’ ako bijektivne zobrazenie P:A— A, ktoré
kazdému objektu i€ A priradi objekt p, € A, priCom z podmienky bijektivnosti vyplyva

podmienka V(i j e A)(i #j=p %P, ) Permutéciu P vyjadrime formulou
[ 1 2 .. n J
P=
Pp Py o Py
alebo v kompaktnej forme tak, ze vynechame horny riadok ako redundantny
P=(p P, - )

Mnozina S, obsahuje vSetky mozné permutacie n objektov, jej mohutnost’ je |Sn| =n!

Binarna operacia * zobrazuje z dvoch permutacii novu permutaciu
*:5 xS, — S,
1 2 .. n , 1 2 .. n ; . ..
Nech P= a P'=| | , | su dve permuticie, ich sucin
N o K < [ S o

P"=P=P’ je definovany tak, ze ak horny riadok v P" preusporiadame tak, aby bol totozny
s dolnym riadkom permutécie P, potom dolny riadok takto upravenej permutécie Specifikuje

permutaciu P”
I 2 .. n I 2 .. n
P” = P * P’ = % , , ,
PP Py Pi Py o Py
:[1 2 .. n}{p1 p, .. pn)
R O A N~ (N A o
_[ 1 2 ..n j
plﬂ pzn prl]/
Priklad takto definovaného sucinu permutacii je ukdzany na obr. 6.3. Sucin dvoch permutacii
mozeme interpretovat’ ako kompoziciu dvoch zobrazeni P a P,

Sucin dvoch permutécii musi byt’ asociativnou operaciou, pre sucin 'ubovolnych troch
permutacii B,P,,P, plati
R*(P*P)=(R*P,)*P,
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Lahko sa presved¢ime pomocou obrazka 6.4, ze tato podmienka je splnena. Problém
existencie inverznej permutacie je rieSitel'ny jednoduchou ,,inverziou*

|

1 2 . n)jplz(p1 P,
p, P, . Py 1 2
HSILIEE

(1 2 3>* ;

RN (123
Bial s

Pn
n

Obrazok 6.3. Znazornenie su¢inu dvoch permutacii (3 2 1)*(2 1 3). Dolny riadok ilustruje alternativnu

moznost konstrukcie sicinu permutéacii tak, ze horny riadok pravej permutacie upravime do poradia
$pecifikovaného druhym riadkom prvej permutacie. Dolny riadok takto upravenej permutacie reprezentuje

vysledok sucinu.

1 2 2 | | |
(PV4P?) £ P® P (PPx PY)
(1) @ )
1 : 3
F f I: p® P v
A A ’
| ‘l’ ‘], 3 r ‘{ ‘1’ \

le ; ; ol le J : -
2. ! - - A S pupY e
3 : 3 IR
3o ° ® ’ ’ ) _— |

R

[ =]

ne

[ =]
[
=

n
ne L)

n
[ ]

on

Obrazok 6.4. Dokaz asociativnosti binarnej operacie sucinu nad permutdciami. Lavy (pravy) diagram
znazornuje zatvorkovanie (R * Pz)* P,, kde vysledok prvého sucinu je reprezentovany prerusovanou ciarou

(P *(P, *P3), kde vysledok druhého sucinu je reprezentovany prerusovanou ciarou). V oboch pripadoch,

vysledné zloZené zobrazenie je totozné.

Priklad 6.8. Zostrojte multiplikacni tabulku permutacii troch objektov. Jednotlivé

permutacie oznacime takto

P, = (123), P, =(231), P, =(312),
P, =(132), P, =(321),P, =(213)

Potom multiplika¢na tabul’ka pre tieto permutacie ma tvar

PP | PP P, P; P, Ps P
P, | P, Ps P Ps Pg Py
P, | P, P P, P Py Ps
P, | P Ps Ps P Py P
P, | Ps P, Ps P, P Py
Ps | P Ps  P. Py Py P

Z tejto tabul’ky vyplyva, Ze neutralny prvok je permutacia P, inverzné permutacie st urCené

takto
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Pl_l =P, Pz_1 =P, Pz_l = PZ,P4_1 = P4'P5_1 =P, P6_1 =P
Potom podmnozina S; ={P,P,,P,} = S, tvori podgrupu (S, *) <= (S, .*).

6.3 Morfizmy

Porovnajme grupy z prikladov 6.7 a 6.8, ktoré majui uplne odli$nt interpretaciu, prva grupa
obsahuje prvky symetrie priestorovej dihedralnej grupy, zatial ¢o druha grupa obsahuje
permutacie 3 objektov. Ich multiplika¢né tabul’ky maja tvar

Podrobnym porovnanim tychto tabuliek zistime, zZe ak medzi tabul’kami urobime priradenie
jednotlivych prvkov takto
C,ePRC PR, CoeP,LeP,LLePR, L oP
potom multiplikaéné tabul’ky st totozné. Preto moZeme povedat, Ze aj grupy (D;,*) a (S, *)

su si podobné.

Definicia 6.8. Hovorime, ze medzi grupami (G,*) a (G’,o) existuje izomorfimus (alebo, ze
grupy s izomorfné), ¢o znag¢ime (G,*)=(G',e), vtedy alen vtedy, ak existuje bijekcia
f:G—>G', ktoré

V(x,yeG)(f(x*y)=Tf(x)of(y)) (6.8)

Priklad 6.9. Uvazujme dve grupy (R,+) agrupu (R, x), kde R, =(0,00) je mnozina
kladnych realnych ¢isel. Dokazte, ze funkcia f (X) =2" definuje izomorfizmus medzi tymito
dvoma grupami, (R,+) = (R, ).

Funkcia f (X) =2" je rydzo rastuca, ¢ize je aj 1-1-zna¢na. Funkcia ma zaujimavu vlastnost,
(vx,yeR) f(x+y)=f(x)-f(y), pomocou ktorej sa jednoducho zostroji izomorfizmus

medzi grupami, f : R —> R, .

Veta 6.8. Ak f:G — G’ je izomorfizmus medzi grupami (G,*) a (G',°), potom

(1) Ak e je neutralny prvok v grupe (G ,*) , potom f (e) je neutralny prvok v grupe (G’,o) .

(2) Grupa (G,*) je komutativna vtedy a len vtedy, ak (G',°) je komutativna grupa.

(3) Ak x' je inverzny prvok vzhladom k prvku X v grupe (G ,*) , potom f (X"l) je inverzny
prvok vzhladom k prvku f (x) v grupe (G',0).

(4) Inverzné zobrazenie f™':G'—G definuje izomorfizmus z grupy (G',0) do grupy (G,*).
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(5) Ak (H,*) je podgrupa grupy (G,x), potom (H'y), kde H'={f(x);Xe H}, je
podgrupa grupy (G',e) a (H,*)=(H'.).

Tato veta nam pomaha zistit, ¢ medzi grupami (G,x) a (G',) existuje
izomorfizmus. Napriklad, ak grupa (G ,*) je komutativna a grupa (G',o) nie je komutativna,

potom medzi tymito grupami nemdze existovat’ izomorfizmus. Vo vSeobecnosti teda plati, ze
ak chceme zistit, Ze dve grupy nie st izomorfné, musime najst’ taka vlastnost’ prvej grupy,
ktora sa nevyskytuje v druhej grupe.

Priklad 6.10. Dokaste, 7e ak A={a,b}, potom monoidy (P(A),u) a (P(A),m) st
izomorfné.
Potenéna mnozina ma tvar P(A)z{@,{a} {b} ,{a,b}}. Multiplikativne tabulky pre tieto

monoidy maju tvar

Sl e @ b [ay ~ [ @ @ b (ab
o | @ {a (b {ab) o | o o o o
) |  fa) (b} {ab) @2 @ 2 (@
o | b} fab) (b} fab) b |2 2 @
fab) | {ab} fab) {ab} {ap) @l | 2 fa) (b {an)

1-1-znaé¢na funkcia f : 73( ) - P(A) , ktora zobrazuje prvu tabulku na druhti ma tvar
a,bj, f

f(2)={ab}. 1 ({a})={a). £ ({8}) = {b}. f({ab}) =2

I
Potom medzi monoidami (P(A) ,u) a (P(A) ,m) existuje izomorfizmus.

Definicia 6.9. Hovorime, ze medzi algebraickymi StruktGrami (G,*) a (G',o) existuje
homomorfizmus vtedy alen vtedy, ak existuje zobrazenie f :G — G', ktoré zachovava
relevantné vlastnosti Struktury, ako neutralne a inverzné prvky, a pre binarne operacie plati

V(x,yeG)(f(x*y)=f(x)ef(y)) (6.9)

Ak medzi dvoma algebraickymi Struktirami existuje izomorfizmus, potom tieto Struktury su
,»skoro totozné“. Ak odstranime podmienku bijektivnosti funkcie f:G — G', potom tato

,»skoro totoznost™ sa straca, druha algebraicka Strukttra (G',o) uz nemusi mat’ vSetky detaily

prvej Struktiry.

Priklad 6.11. Uvazujme mnoZinu A={a,b,c}, mnoZina A" obsahuje vietky mozné retazce
(vratane prazdneho ret'azca €). Potom algebraicka Struktura (A* ,*), kde binarna operacia *

reprezentuje spajanie retazcov, je monoid (existuje neutralny prvok reprezentovany prazdnym

retazcom €). Nech existuje funkcia f : A" —> &, kde NV je mnozina nezapornych celych

Cisel, tato funkcia je definovana takto
f (x) = dizka ret'azca X
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Ukazte, Ze toto zobrazenie f je homomorfizmus z (A* ,*) na (NV,+).
Z definicie funkcie f vyplyva, Ze plati
f(xxy)="f(x)+f(y)
t. j. dlzka spojeného retazca Xx*y sa rovna suctu dlzok jeho zloziek X ay. Tato funkcia
evidentne nie je bijekcia.

CvicCenia

Cvicenie 6.1. Pre kazdy uvedeny pripad rozhodnite, ¢i symbol x#*Yy Specifikuje binarnu
operaciu na mnozine A. Ak nie, tak vysvetlite preco.

(@) xxy=x-y, A=R, =(0,).

(b) xxy=z,kde z=x+y,pre A=Z={..-2,-1,0,1,2,..}.

(c) xxy=x", A=R, =(0,).

(d) x* y = maximalny spolo¢ny delitel' x a y, A={1,2,3,4,6,8,24} .

Cvifenie 6.2. Nech bindrna operacia na mnozine R obsahujucej realne Cisla, je definovana

ako rozdiel, x*y = x—Yy. Rozhodnite, ¢i tato operacia je
(a) asociativna,

(b) komutativna,

(c) existuje neutralny prvok.

Cvifenie 6.3. Nech A je konetnd mnozina a nech pre tito mnozinu A je bindrna operacia
definovand pomocou multiplika¢nej tabul’ky. Na zaklade ¢oho je mozné rozhodnit’ pomocou
tejto tabulky, ¢i

(a) binarna operacia je komutativna,

(b) existuje neutralny prvok.

Cvitenie 6.4. Nech X =P(A), binarna operacia nad touto mnoZinou je definovana ako
prienik mnozin, (VX, yeP ( A))(X Y =XN y) , rozhodnite, ¢i

(a) binarna operacia je komutativna,
(b) ¢o je neutralny prvok,
(c) ktoré prvky maju inverzné prvky (ak existuju)?

Cvitenie 6.5. Nech X =P(A), binarna operacia nad touto mnoZinou je definovana ako
symetricky rozdiel (VX, yeP( A))(X xy=(x-y)u(y- x)) . Pouzite Vennove diagramy na
odovodnenie odpovedi na nasledujtice otazky

(a) Je operacia * binarna operacia?

(b) Je tato operacia komutativna?

(c) Je tato operacia asociativna?

(d) Existuje neutralny prvok v mnozine X ?
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(e) Ak existuje neutralny prvok, existuje potom ku kazdému prvku x e P(A) inverzny

prvok X' e P(A)?

CviCenie 6.6. Nech mnozina X ={a,b,c,d}, binarna operacia pre tato mnoZzinu je

definovana pomocou multiplika¢nej tabul’ky
k

o O T oD

o O T 2|
L O O TT
T OO0
O QY OO0

(a) Je tato operacia asociativna?
(b) Je tato operacia komutativna?

Cvicenie 6.7. Nech X je neprazdna mnozZina abinarna operdcia definovana vztahom
X*Yy =X, prekazdé X,ye X .

(a) Dokazte, Ze algebraickd Struktara (X ,*) je pologrupa.

(b) Rozhodnite, ¢i tato algebraicka Struktura je monoid.

Cvitenie 6.8. Nech dve algebraické Struktiry (X,x) a (Y,o) sG grupy. Definujte nad
kartezianskym su¢inom X xY bindrnu operaciu takto

(Xl’yl).(x21y2):(xl XY Oyz)
pre kazdé x,,x, e X a y,,y, €Y.

(a) Ukazte, ze » je bindrna operaciana X xY .
(b) Ako je definovany neutralny prvok na X xY ?

(c) Ako je definovany inverzny prvok (X, y)f1 ?
(d) Dokazte, Ze algebraicka Struktura (X xY ,-) je grupa.

Cvicenie 6.9. Nech (N ,*) je algebraicka Struktura, kde /V je mnozina obsahujtca nezdporné

celé ¢isla. Binarna operacia je definovana takto
X *y =max{Xx,y}

(a) Dokazte, Ze algebraickd §truktura (/V,*) je pologrupa.
(b) Rozhodnite, & (A ,*) je monoid.
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Cvicenie 6.10. Uvazujme nestvorcovy obdlznik, ktorého vrcholy su oznacené Cislicami 1, 2, 3

a4,
1 2

LZ
L,
2 2 2 3 4
C, C,
< <
4 3 4 3 4 3 2 1
2 2 4 3
L, L,
— —~»
3 3 3 2

Tento obdiznik ma $tyri operacie symetrie

C. : rotacia o 0° stupiiov okolo stredu obdiZnika,

C, : rotacia o 180° stupiiov okolo stredu obdiZnika,

L, : reflexia priamkou L; a

L, : reflexia priamkou L,.
Pre lepSie pochopenie tychto prvkov symetrie ich budeme $pecifikovat’ ich aplikaciou na
postupnost’ (1,2,3,4)

C,(1,2,3,4)=(1,2,3,4)
C,(1,2,3,4)=(3,4,1,2)
L (1,2,3,4)=(2,1,4,3)
L, (1,2,3,4)=(4,3,2,1)

Pre takto definované prvky zostrojte ich kompoziciu (binarnu operaciu), napriklad
C,*L(1,2,3,4)=C,(L (1,2,3,4))=C,(2,1,43)=(43,2,1) = L,

(a) Zostavte multiplikacnu tabul’ku pre kompoziciu dvoch operacii symetrie.

(b) Dokaézte, Ze algebraicka Struktara (A ={C,.C,.L,.L,} ,*) je grupa.

Cvicenie 6.11. Pred rieSenim tohto prikladu je potrebné dodefinovat pojem ,,podmonoid*
v duchu tedrie grup. Nech algebraicka Struktiara (X ,*) je monoid, potom ak pre neprazdnu

podmnozinu X' X algebraicka Struktira (X',*) je taktieZ monoid, hovorime, Ze (X',*)je
podmonoid, (X ’,*) c (X ,*). Nech (X ,*) je komutativny monoid. Ukazte, ze mnozina
idempotentnych prvkov X'= {X; (xe X)A(xxx= X)} tvori algebraicku Struktiru (X',*),

ktora je podmonoid.

Cvicenie 6.12. Nech algebraicka Struktura (X ,*) je grupa. Stred tejto Struktary je definovany
ako podmnozina X,  ktora obsahuje prvky komutujice so vSetkymi prvkami X,
X sontre = {X; (xe X)A(Vy(xxy=y=* X))} . Dokazte, 7e algebraickd Struktira (X . .*) je

podgrupa grupy (X ,#), (X e *) < (X *).
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