8. kapitola

Maticova algebra I — definicia matice, Specialne matice, maticova
algebra, hodnost’ matice, inverzna matica

8.1 Definicia matice

V mnohych pripadoch data maja Struktiru dvojrozmernej tabul’ky, ktord ma m riadkov a n
stipcov. Jednoduchy priklad dét tohto druhu je tabulka, ktora pre pit’ §tudentov ozna¢enych
A, B, C, D a E obsahuje znamky v bodoch (v rozsahu 0 az 100) z predmetov Matematika,
Logika a Programovanie.

predmet
Matematika Logika Programovanie
A 88 98 67
£ B 75 91 73
'g C 92 81 75
@ | D 98 100 98
E 55 61 82

Riadky tejto tabulky si priradené jednotlivym Studentom, zatial &o stipce st priradené
predmetom. Na priesecniku daného riadku (Student — predmet) je uvedeny pocet bodov, ktoré
ziskal dany Student pre dany predmet. Ak ztejto tabul’ky odstrdnime redundantny popis
riadkov a stipcov dostavame matematicku §truktiru, ktora sa nazyva matica

88 98 67
75 91 73
A=[92 81 75 (8.1)
98 100 98
55 61 82

Definicia 8.1. Nech I={l,2,...,m} je mnozina riadkovych indexov a J={l,2,...,n} je

mnozina stipcovych indexov, priom m a n st kladné celé ¢isla, m,n>1. Maticou nazgvame
mnozinu obsahujicu m-n &isel, ktoré su $pecifikované riadkovym (i) a stipcovym ()
indexom

A={4;;iel, jeJ} (8.2)

[j b
Typ matice je usporiadana dvojica kladnych prirodzenych ¢isel, ktoré st rovné mohutnostiam
mnozin indexov / a J

t(A)z(m,n) (8.3)
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Struktara matice 4 moze byt jednoducho znizornena pomocou tabulky, ktora
obsahuje m riadkov an stlpcov, pricom na priesecniku i-tého riadku aj-tého stlpca je
umiestneny prvok 4;;, pozri obr. 8.1. a formulu (8.1).

Jj-ty sﬂpec

A= A ) i-ty riadok

Obrazok 8.1. Znazornenie matice 4 pomocou tabul’ky, ktora obsahuje m riadkov a n stipcov.

Niekedy sa pouziva aj ,skratkové™ oznaCenie pre maticu A :(Al.i), priCom sa

implicitne predpoklada pocet riadkov a stipcov tejto matice.

Priklad 8.1. Urcite typ matice:

(@ A:[_zl ;‘j ((4)=(2.2).

(b) A:(_Z1 3 ;j,t(A)=(2,3).

© B=(1 0 -3 2),1(B)=(14).

1
@ X=| 1| ¢x)=(31).
-3

Zakladna terminologia

(1) Ak m=n, matica sa nazyva §tvorcovd, v opaénom pripade sa matica nazyva obdlZnikovd.
(2) Prvky A; matice A sa nazyvaju diagondlne, vsetky diagondlne prvky tvoria (hlavni)
diagondlu matice, pozri obr. 8.2.

(3) Ak vsetky prvky matice st nuly, potom sa matica nazyva nulova matica.

(4) Stvorcova matica, ktora mimo diagonaly ma nulové prvky a na diagonale ma aspoii jeden
nenulovy prvok sa nazyva diagondlna matica.

(5) Specialny pripad diagondlnej matice je jednotkovd matica (budeme ju znaéit E), kde
vSetky diagonalne prvky su jednotky
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Obrazok 8.2. Znazornenie diagonalnych prvkov v matici A, ktora je typu #(A) = (m,n). Diagonala zacina v prvku
Ay akonéi v prvku 4, (ak m < n), alebo v prvku 4,, (ak m > n). V pripade, Ze matica je Stvorcova (m = n),
potom diagonala za¢ina v 'avom hornom rohu a konéi v pravom dolnom rohu matice.

(6) Nech A je matica typu #(4) = (m,n), potom matica transponovand k tejto matici, oznacena
A", sa vytvori z matice A tak, Ze vzajomne zamenime stipce za riadky a naopak, potom #(4")
= (n,m) (pozri obr. 8.3). Nazorne hovorime, Ze matica A" vznikla z matice A jej preklopenim
(otocenim o 180°) okolo diagonaly. Transponovana matica je ilustrovana prikladom

1 2
(123]T
=12 1
210
30
A= —> 4=

Obrizok 8.3. Schematické zndzornenie vzniku transponovanej matice A” pootoenim pdvodnej matice A okolo
diagonaly.

(7) Stvorcova matica sa nazyva symetrickd matica, ak plati A’=A. Jednoduchy priklad
symetrickej matice je
10 2Y (10 2
0 3 1|=0 31
2 1 -1 2 1 -1
(8) Matica A typu (m,n) sa nazyva trojuholnikovd matica’, ak pod diagonalou ma nulové
prvky a na diagonale ma nenulové prvky (pozri obr. 8.4)
0 (prei > j, pod diagonalou st nulové prvky)
i {;t 0 (pre i = j,na diagonale su nenulové prka)

[lustracny priklad trojuholnikovej matice je

'V anglickej literatiire sa beZne ako trojuholnikové matica berie iba matica typu (n,n).
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Obrazok 8.4. Schematické znazornenie trojuholnikovej matice, ktorej prvky na diagonale su nenulové a pod
diagonalou ma len nulové prvky.

(9) Ak matica A typu #A) = (m,n) ma pocet riadkov (m) alebo pocet stipcovr (n) rovny 1,
potom takato Specialna matic’a sa nazyva riadkovy vektor (m = 1) resp. stlpcovy vektor
(n=1). Priklady riadkovej a stlpcovej matice st

Aplikaciou operécie transpozicie, stipcovy vektor sa meni na riadkovy vektor a naopak, pre
predchadzajice dve matice dostaneme

0
B'=|-1|, A"=(0 1 -1)
2

Pomocou riadkovych alebo stipcovych vektorov mdzeme vyjadrit kazda maticu ako
,Lkompoziciu“ tychto elementdrnych matic. Nech A4 je matica (8.1) typu #A) = (5,3).
Definujme pit riadkovych vektorov

n=(88 98 67)
rn=(75 91 73)
rn=(92 81 75)
r,=(98 100 98)
r=(55 61 82)
a tri stipcové vektory

88 98 67
75 91 73
5, =921, s, 81 |,s,=| 75
98 100 98
55 61 82

Pomocou tychto vektorov vyjadrime maticu 4 (8.1) dvoma alternativnymi sposobmi takto
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8.2 Operacie nad maticami

Nad maticami je mozné definovat’ rzne binarne operacie, pomocou ktorych sa definuje tzv.
algebra matic, ktora podstatne ulahcuje a zefektiviiuje ich aplikacie v matematike.

Definicia 8.2.
(1) Nech matice A = (4;;) a B = (B;;) st rovnakého typu, #(A4) = (B) = (m,n). Hovorime, ze
tieto matice sa rovnajit, A = B, vtedy a len vtedy, ak
V(iel)V(jeJ)(4,=B8,) (8.4)
(2) Nech matice 4 = (4;) a B = (B;j) su rovnakého typu, #A) = (B) = (m,n). Hovorime, ze
matica B je a-ndsobkom matice A, B = oA, vtedy a len vtedy, ak
V(iel)V(jeJ)(B,=04,) (8.5)
(3) Nech matice 4 = (4;), B = (Bj) a C = (C}j) st rovnakého typu, #(4) = {B) = t(C) = (m,n).
Hovorime, Ze matica C je suctom matic A a B, C = A + B, vtedy a len vtedy, ak
V(iel)V(jeJ)(C,=4,+B,) (8.6)
(4) Matica 4 = (4;)) je typu t(A) = (m,k), matica B = (B;) je typu #«(B) = (k,n) a matica C = (C})
je typu #C) = (m,n). Hovorime, ze matica C je sucinom matic A a B, C = AB, vtedy a len
vtedy, ak

k
V(iel)V(je J)[Cl.j => A4,B,=A4,B,+4,B, +..+ Al.kBij (8.7)
p=1
C A B
m @) - m i-ty riadok N
" k g
n

Obrazok 8.5. Znazornenie su¢inu matic C =4B pomocou stéinu riadkového vektora matice A4 a stipcového
vektora matice B.

NajzlozitejSia binarna operacia je sucin dvoch matic. Definicia (8.7) st¢inu dvoch
matic 4a B mbze byt podstatne zjednoduSend pouzitim riadkovych vektorov matice
A a stipcovych vektorov matice B (pozri obr. 8.5). Nech r; je i-ty riadkovy vektor matice 4 a
sjjej-ty stipcovy vektor matice B, potom prvok Cjj je zadany takto
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) k
C,=r-s,=(4, 4, .. 4) 7 |=>4,B (8.8)

Priklad 8.2. Nasobenie matic

A:an a12=1 2 B=b11 b12:_10r
a, ay -1 3) b, b, 1 2

Definujme riadkové vektory matice A4 a stipcové vektory matice B
n=(1 2),rn=(-1 3)

[ )e(3)

Potom prvky matice C = AB st urcené takto

Gu=nesi =0 2 =060

Comros =1 {5 =0+ E)2) =6

Potom sucin AB je uréeny
I 2)(-1 0 1 4
AB = . =
-1 3 1 2 4 6

Podobnym spdsobom zostrojime aj maticu BA
-1 0)\(1 2 -1 -2
BA= . =
1 2){-1 3 -1 8

Vo vSeobecnosti plati, Ze su¢in matic nie je komutativna operacia (pozri priklad
8.2)
AB#BA (8.9a)
Dalsia dolezita vlastnost’ je, e jednotkova matica E posobi ako ,jednotka® pre maticovy
sucin
EA=AE=A (8.9Db)
Zakladné vlastnosti suftu a si€inu matic mozno zosumarizovat do tvaru tzv.
,maticovej algebry*:
(1) Sucet matic je komutativny
A+B =B+A (8.10a)
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(2) Stcet a sucin je asociativny
A+(B+C)=(A+B)+C, A(BC)=(AB)C

(8.10b)
(3) Sucin je distributivny vzhl'adom k st¢tu matic
(A+B)C=AC+BC (8.11a)
A(B+C)=AB+AC (8.11b)
(at+p)A=aA4+pA (8.11c)
o(A+B)=oA+oB (8.11d)
(4) Asociativnost’ operacie nasobenia matice ¢islom vzhl'adom k operacii sucin matic
A(aB)=0(AB) (8.12a)
o(BA)=(a)A4 (8.12b)

Algoritmus pre nasobenie matic

Nech matica 4 = (4;) je typu #(A) = (m,k), matica B = (B} je typu #(B) = (k,n) a matica C =
(Cy) je typu #(C) = (m,n). Podla definicie 8.2 prvky matice C st ur¢ené vztahom (8.7), ktory
moze sluzit’ aj ako algoritmicky podklad pre implementaciu programu pre nasobenie dvoch
matic (pozri algoritmus 8.1 napisany v pseudokdde Pascalu).

Algoritmus 8.1.

procedure matrix_multiplication(A,B,C : matrices);

for 1:=1 to m do

for jJ:=1 to n do

begin sum:=0;
for p:=1 to k do sum:=sum+A[i1,p]1*BLp.il;
CLi,j]:=sum;

end;

Vypocitat’ jeden prvok Cj; podla (8.7) vyzaduje ksucinov a (k—1) suctov (vySSie
uvedeny algoritmus ma pre p=1 zbytocny sucet, o je vyvazené¢ jednoduchostou
pseudokodu). Pretoze matica C ma mn prvkov, potom algoritmus vyzaduje kmn sucinov a (k—
1)mn stétov. Mdzeme teda konstatovat’, e zlozitost’ algoritmu rastie umerne n°, pri¢om sa
predpoklada, ze dimenzie matic st si rovné, kK = m = n. Je prekvapujuce, zZe uz tak jednoduchy
algoritmus ako tento moze byt akcelerovany. V 60-tych rokoch minulého storocia bol
navrhnuty algoritmus, ktorého zlozitost” rastie nﬁ, pretoze J7<3 , tento novy algoritmus je
o trochu efektivnejsi ako nas§ algoritmus 8.1. Tento vylepSeny algoritmus sa stava
efektivnej§im ako klasicky algoritmus 8.1 az pre dimenzie matic radovo tisic.

A A, A A, A, A
2,3) (G4 &) 2,3) (G4 &5
24 60
(4,4,) (4,4;)
(2,4) 3,5
40 30
(A,4,)4, A4,(4,4;)
2,5) 2,5)
$=04+40=64 $=60+30=90
A B

Obrazok 8.6. Vypocet sucinu troch matic pre dve rézne zatvorkovania. V prvom pripade A je potrebnych 64
sucinov, zatial' ¢o v druhom pripade B je potrebnych 90 sucinov. To znamend, ze pre vypocet suc¢inu troch
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danych matic musime preferovat’ zatvorkovanie (AlAz)A3 , ktoré vyZaduje menej elementarnych sucinov nez

ako druh¢ zatvorkovanie A, (4,4, ).

Problém nasobenia ret’azca matic
Pretoze nasobenie matic je asociativna operacia, nezalezi na zatvorkovani jednotlivych
medzivysledkov. Tak napriklad pre vypocet stcinu troch matic A4 4,4, existuji dva rézne

spOsoby zatvorkovania, avSak v dosledku asociativity sucinu matic musi platit
(A4,A,) A, = A (A,A,). Preto by sme sa mohli domnievat’, Ze z pohl'adu algoritmizacie tohto
problému vypoctu sucinu retazca matic (ktorych dimenzie st také, ze ich sucin existuje) je
irelevantny sposob zatvorkovania. Zial’ nie je to pravda, aj ked’ vysledna matica je invariantna
vzhladom k zatvorkovaniu, numerickd ndrocnost’ (napriklad celkovy pocet elementarnych
sucinov maticovych prvkov) vypoctu je uz zavisla od spésobu zatvorkovania. Zvol'me tieto
jednoduché typy matic: ¢(A4,)=(2,3), #(4,)=(3,4) a t(4,)=(4,5). Vypotet sicinov
tychto troch matic je zndzorneny na obr. 8.6. Z tohto jednoduchého ilustraéného prikladu
vyplyva, zZe pre vypocet sucinu retazca matic existuje optimalne zatvorkovanie
medzivysledkov, ktoré poskytuje minimalny pocet elementarnych sucinov pre vypocet celého
ret’azca matic.

Uvazujme n matic A;, Ay, ..., Ay , ktoré s typu #(4;) = (p.,g;), pricom pre susedné
matice A; a A;;; musia byt splnené podmienky, aby existoval ich st¢in ¢g; = p;+1, kde typ
suCinu tychto matic je #A4;A4i+1) = (pi,qir1). Pre vypocet maticového suéinu A;A4;1; je
potrebnych

m(AiAi+1):pi Xq; x4, (8.13)
elementarnych sucinov. Tymto sme dospeli k formulécii nasledujuceho problému: Ako urcit’
zdtvorkovanie sucinu n matic A A,...A, tak, aby pocet elementdirnych sucinov pri vypoctu
sucinu tohto ret’azca matic bol minimdlny?

V prvom kroku upriamime naSu pozornost’ na enumeracny problém urcenia poctu
roznych zatvorkovani retazca matic A4 A4,...4, .OznaCme pocet moznych zatvorkovani ret'azca

matic 4 A,...A, symbolom P(n). Vytvaranie zatvorkovania m6zeme uskuto¢nit’ jednoduchym

rekurentnym sposobom. Nech U je mnozina, ktord obsahuje retazce k matic pre rdzne
zatvorkovania, kde k=1, 2, ..., n — 1. Potom mnozinu U, vytvorime tak, Ze pre vSetky mozné
dvojice podmnozin U, a Uy vytvorime mozné zatvorkovanie

i 1 1

v =U0U,  vUU, ,u..0U U, wU, U, (8.14)
Potom pocet roznych zatvorkovani retazca n matic je
1 (pren=1)
P(n)=1 . (8.152)

ZP(k)P(n —k) (pre n 1)
i=1
Bolo ukazané, ze pocet zatvorkovani je ur¢eny pomocou binomického koeficientu
- 2n-2)!
P(n)=l(2(” 1)j=u (8.15b)

n{ n-1 (n)!(n—l)!
Prvé hodnoty P(n) su
P(1)=1,P(2)=1,P(3)=2,P(4)=5P(5)=14,...

Na obrazku 8.7 je znazorneny rekurentny postup konstrukcie mnozin U;, U,, Us a Us.
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Obrazok 8.7. Rekurentny postup konstrukcie prvych styroch mnozin U;, U, , U a Us.

S

Konstrukciu optimalneho zatvorkovania budeme realizovat pomocou jednoduchej
heuristiky, ktord sa nazyva ,.greedy” algoritmus. Pre hl'adanie optimalneho zatvorkovania
spoCiva jeho podstata vtom, Ze postupne v danej etape vyberieme také zatvorky, ktoré
poskytuji minimalny vysledok, tento postup opakujeme tak dlho, az zostrojime kompletné
zatvorkovanie celého retazca A A,...4, . Tento postup budeme ilustrovat’ pomocou ret'azca

stcinu Styroch matic 4,4, 4,4, , ktorych typy nech su $pecifikované takto

t(Al) = (4’5)’t(A2) = (5’3)’t(A3) :(3’5)’t(A4) :(5’2)
Pre tieto matice vytvorime postupnost’ dimenzii matic (predpokladame, ze podmienky ¢g; =
pi+1 pre existenciu saéinu matic A; A+ st splnené) (4,5,3,5,2), ktora sa v priebehu algoritmu
vyuziva k vypoctu aktualneho poctu elementarnych sucinov, pozri obrazok 8.8. V texte, ktory
doprevadza tento obrazok, st Specifikované aj zakladné myslienky ,.greedy” algoritmu.
Z uvedeného ilustracného prikladu vyplyva, Ze aj napriek jednoduchosti tohto algoritmu je
v tomto pripade vysledok totozny s optimalnym vysledkom.

Il ee od e &l
/ E’ ;4?;\(75 2;,\\‘(4 52 / \
ST, & L8 Ta., &0 JTa an e

60 30 50 100 60 30 60

. v v v oo

4.2) 42) (4.2) (4.2) 42) (42) l_l_\Pj
Gl o am 81wl oans irs ’
40 40

40 24 24 40 N=10
N=160 N=114 N=165 N=215  N=114

Obrazok 8.8. (A) Lavy obrazok vyjadruje metddu spitného prehladavania pre konstrukciu tplného stromu
rieSeni. Vo vrchole tohto stromu je retazec matic A4 .A4,A4,4, bez zitvorkovania. Na d’alSej trovni si vzdy

zvolime dvojicu susednych matic 4;4,.; pre ktoré vykoname sucin (reprezentovany spojkou ), vysledny

pocet elementérnych sucinov je uvedeny pod kazdym retazcom matic. Tento proces opakujeme tak dlho, aZ su
vykonané siciny dvojic matic (v tomto pripade tri). Kazda vetva stromu rieSeni nam Specifikuje jedno mozné
zatvorkovanie pdvodného ret'azca matic, jej vysledné ohodnotenie N je tvorené sumou poctu elementarnych

sucinov na kazdej Grovni stromu. Zo stromu vyplyva, ze optimalne zatvorkovanie je (A1 (A2 (A3A4 ))), ktoré

obsahuje minimalny pocet elementarnych sucinov N=100. (B) Pravy obrazok vznikol ako vysek avého uplného
stromu rieSeni a reprezentuje podstatu ,,greedy* algoritmu, ktora podstatne redukuje velkost’ stromu rieSeni. Na
kazdej Grovni vyberieme lokdlne minimélnu moZnost’ sii¢inu susednych matic. Tymto spésobom strom rieSeni
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m4 len jednu Uplna vetvu, ktora reprezentuje vysledné rieSenie ,,greedy® algoritmu, v naSom pripade celkové
ohodnotenie tejto vetvy je N=100, ¢o je vysledok totozny s presnym rieSenim z celkového stromu rieseni.

Na zaver tejto podkapitoly poznamenajme, Ze heuristika ,,greedy* je vel'mi efektivna,
v mnohych pripadoch nam umoziuje jednoducho arychlo ziskat rieSenie, ktoré nie je
vzdialené¢ od optimalneho rieSenia. Mozno konStatovat, ze patri medzi najefektivnejSie
heuristiky, ako priblizne riesit’ zlozité¢ kombinatorické problémy.

Binarne matice
Matica A, ktora obsahuje len binarne prvky 0-1 sa nazyva binarna matica. Algebraické
operacie nad takymito maticami su zalozené na logickych spojkach konjunkcie a disjunkcie

1 (aka=b=1)

anb=1 (8.16a)
0 (inag)
1 (akazlalebobzl)

avb= _ (8.16b)
0 (1néé)

Nad binarnymi maticami definujeme tri binarne operacie:
(1) Nech 4 = (4;) a B = (B;) st binarne matice rovnakého typu #(4) = «(B) = (m,n), potom
matica C = (Cy) sa nazyva konjunkcia matic A a B, C = A A B, jej maticové prvky st
V(iel)V(jeJ)(C,=4,1B,) (8.17)
(2) Nech A = (4;) a B = (By)) st binarne matice rovnakého typu #A4) = #B) = (m,n), potom
matica C = (Cy) sa nazyva disjunkcia matic A a B, C = A v B, jej maticové prvky su
V(iel)V(jeJ)(C,=4,vB,) (8.18)
(3) Nech binarna matica 4 = (4;) je typu #A) = (m,k), bindrna matica B = (By) je typu #(B) =
(k,n) a bindrna matica C = (Cy) je typu #(C) = (m,n). Hovorime, Ze matica C je sucinom matic
A a B, C=A®B, jej maticové prvky st
V(iiel)V(je J)(Cl.j :(Al.1 /\BU)\/(Al.2 /\sz)v...v(Aik /\Bkj)) (8.19)
Pretoze su¢in binarnych matic je asociativna operacia, moézeme definovat’ -t
mocninu Stvorcovej bindrnej matice A = (4;) , kde 7 je kladné celé ¢islo » > 1
A=A AR..® A (8.20)

r—krat
Ako interpretovat’ operacie nad bindrnymi maticami? Binarna matica moéze byt
chdpana ako maticovad reprezentdcia binarnej relacie R X x X, kde X ={xl,x2,...,xn}.

Prvok 4, #0 implikuje, Ze usporiadand dvojica (xl.,xj) € R (pozri kapitolu 3.1).
Jednoduchymi tavahami je mozné dokizat, 7e matica A>=A® A je reprezentaciou
kompozicie R’ = Ro R . Formulu (8.16) prepiseme do tvaru

V(iel)¥(jeJ)(C, =maxmin{4, B,}) (8.21)

kde sme pouzili formule a Ab=min{a,b} a avb=max{a,b}(pozri kapitolu 11 v u¢ebnom

texte Matematickda logika [xx]). Ak porovname (8.21) s definiciou kompozicie dvoch
binamych relacii (3.8), dospejeme k zaveru, Ze definicia sucinu binarnej matice (8.19) je
formalne totozna s kompoziciou R* = RoR. Pomocou grafovej interpreticie relacie R a jej
mocnin (pozri obr. 8.9) méZeme potom alternativne interpretovat’ n-té mocniny matice A tak,
ze ak ma jednotkovy prvok v pozicii (i,j), potom existuje postupnost’ n hran z i-t€ého vrcholu
grafu do j-tého vrcholu grafu.
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,)NH
w [\S] —
w e =
e 2 2
w e =
w [\S] —
w2 [3*] —_
W [38] —
w o —_
w o —_

Obrazok 8.9. Grafova reprezenticia relacie R (diagram A) ajej mocnin R (diagram B), R® (diagram C), R*
(diagram D) a R® (diagram E). Diagramy B — E obsahujii aj rekurentnt tvorbu relacii R" z predchadzajiceho
vysledku R™.

Priklad 8.3. Nech A4 a B su binarne matice

1 0
1 10
A=|0 1|, B=
011
1 0

Zostrojte su¢in AR B.
(lAl)v(O/\O) (lAl)v(O/\l) (IAO)V(O/\I)
A®B=|(0A1)v(1A0) (0A1)v(1AT) (0A0)v(IATD)
(lAl)v(O/\O) (lAl)v(O/\l) (IAO)V(O/\I)
Ivo 1v0 0vO 1 10
=/0v0 Ovl Ovl|=|0 1 1
IvOo 1v0 0vO 1 10

Priklad 8.4. Zostrojte vSetky mocniny matice

0 0 1
A=[1 0 0
1 10
V prvom kroku spo&itame A*
1 10
A =A0A=0 0 1
1 0 1
Postupne v d’alSich krokoch spocitame vysSie mocniny matice
1 01
A=4A"®A4=|1 1 0
111
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1 11
A'=4A®A4=1 0 1
I 11
1 11
A=4"®A4=11 1
1 11

Poznamenajme, Ze tieto mocniny matice 4 mézeme jednoducho urcit’ pomocou grafovej
interpretacie relacie R, pozri obr. 8.9. Potom vysSie mocniny matice A su urcené

111
V(n=5)A"=4=1 1 1
111

8.3 Hodnost’ matice

Hodnost' matice 4 je celé kladné Cislo oznacené h(A), ktoré patri medzi dolezité
charakteristiky matic. Nez pristapime k definicii tejto veliCiny, zavedieme d’alsi dolezity
pojem linearnej zavislosti/nezavislosti stipcovych (riadkovych vektorov). Pre jednoduchost
budeme tieto uvahy uskuto¢iiovat’ pre stipcové vektory, automaticky budii platit’ aj pre
riadkové vektory, a naopak.

Definicia 8.3. Nech ay, as, ..., a, je n stipcovych (riadkovych) vektorov z R? (t. j. vektory

maju p prvkov). Hovorime, ze tieto vektory su linedrne zavislé vtedy a len vtedy, ak existuji
také koeficienty (Cisla) oy, ob,..., o, z ktorych je aspon jeden nenulovy, aby ich linearna
kombinacia bola rovna nulovému vektoru 0

oa, +o,a,+..+o,a =0 (8.22)
Veta 8.1. Stipcové (riadkové) vektory ai, aa, ..., a, su linearne zavislé prave vtedy, ak
jeden z nich mézeme vyjadrit’ ako linearnu kombinéciu ostatnych vektorov, napr.
a =0.a,+..+B,a, (8.23)

Dokaz tejto vety je vel'mi jednoduchy. Na zaklade definicie 8.3 z predpokladu linearnej

zavislosti vektorov a;, a», .., a, vyplyva, ze aspon jeden koeficient je nenulovy.
Predpokladajme, Ze o, # 0, potom (8.22) mdzeme upravit’ do tvaru

a, = —&a2 -

, @,

Tymto sme dokazali, ze z predpokladu o, # 0 vyplyva (8.23), ¢im je dokaz zaviSeny.
Veta 8.2. Stipcové (riadkové) vektory ay, a, ..., a, st linedrne nezdvislé vtedy a len vtedy, ak
oa, +a,a,+..+o.a, =0 (8.24)

len pre nulové koeficienty, o, =a, =...=a, =0.
Této veta je jednoduchym dosledkom definicie 8.3.

8. kapitola —str. 12 (10. 6. 2007 o 13:54)



Priklad 8.5. Majme trojicu stipcovych vektorov

1 0 0
a=\0( a,=|1]|, a,=|0
0 0 1

Lahko dokazeme, Ze tieto vektory su linearne nezavislé. Uvazujme podmienku (8.24) z vety
8.2.

1 0 0 o, 0
oa, +o,a,+oa,=0,|0|+a,l1|+o,|0|=|a, |=0=|0
0 0 1 oy 0

Porovnanim poslednych vektorov dostaneme, Ze o, =a, =a,=0. To znamend, Ze tato

linearna kombinacia sa rovnd nulovému stlpcovému vektoru len pre nulové koeficienty,
potom podl’a vety 8.2 vektory st linedrne nezavislé.

Definicia 8.4. Hovorime, e matica 4 ma stlpcovii (riadkovit) hodnost’ rovnu k vtedy a len
vtedy, ak ma maximalne £ linearne nezavislych stlpcovych (riadkovych) vektorov.

hy, (A) =k (8.25)

Veta 8.3. Pre kazda maticu A typu #A) = (m,n) riadkova a stipcova hodnost’ sii rovnaké,
pricom hodnost’ je zdola ohranicend 0 (pre nulové matice) a zhora ohranicend minimalnou
hodnotou m a n

0<h (A)=h,(A4)=h(A)<min{m,n} (8.26)
Priklad 8.6. Majme maticu
I 11
A=|0 1 1
0 01
Riadkové vektory tejto matice maju tvar
n=(11 1),r2 =(0 1 1),r3 =(0 0 1)
Studujme linearnu kombinaciu
o,(1 1 1)+0,(0 I 1)+0,(0 0 1)=(0 0 0)
Koeficienty st urc¢ené rovnicami
o, =0
o, +o,=0
o, +o,+a,=0

Postupnym rieSenim tohto systému dostaneme rieSenie o, =a, =0, =0. To znamend, Ze

riadkové vektory su linearne nezavislé, maximalny pocet linearne nezavislych vektorov je 3,
t. j. riadkova hodnost’ matice je 3.
Stlpcové vektory matice 4 st
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1 1 1
=0s,=1]s=|1

sl
0 0 1
Ich linedrna kombinAcia sa rovna nulovému stipcovému vektoru
1 1 1 0
Bi| O |+B,| I |+B5|1|=|0
0 0 1 0
Koeficienty st urc¢ené rovnicami
B +B,+B,=0
B, +B;=0
B;=0

RieSenim tohto systému dostaneme B, =3, =3, =0. To znamena, Ze stipcové vektory st

linedrne nezavislé, ¢ize matica ma stipcovii hodnost’ 3.
Tymto sme dokdzali, Ze matica A ma stlpcovu a riadkova hodnost’ 3, ¢ize hodnost’
matice je 3, i(A) = 3.

Definicia 8.5. Hovorime, ze matice A a B su ekvivalentné, A ~ B, vtedy a len vtedy, ak maju
rovnaku hodnost’, 4(A) = hA(B).

Veta 8.4. Nech matica B vznikne z matice A pomocou jednej z tychto 4 operacii:
(1) vzajomnou vymenou poradia dvoch riadkov (stipcov),
(2) vynasobenim riadku (stipca) nenulovym ¢&islom,
(3) pripo¢itanim riadku (stlpca) k inému riadku (stipcu),
(4) vynechanim riadku (stipca), ktory bud’ obsahuje len nulové prvky alebo je linearnou
kombinaciou ostatnych riadkov (stipcov).
Potom matice 4 a B su ekvivalentné, i(A) = h(B).

Jednotlivé kroky z tejto vety budeme ilustrovat’ pomocou matice A4 = (s,,sz,...,sn) , kde s; je

i-ty stipcovy vektor: '
(1) Vymena poradia dvoch stlpcov

(2) Stipec je vynasobeny ¢islom a0
A=(8,....8,,...8,) > B=(s,,....as,,...5,)
(3) Vynechanim stipca, ktory je bud’ linearnou kombinaciou ostatnych stipcov alebo je nulovy

A= (s,,...,sifl,sl.,s sn) —>B= (sl,...,sl;,,smj,...,sn)

i+l
(4) K stipcu pripogitame iny stipec
A= (sl,...,sl.,...,sj,...,sn ) —>B= (sl,...,si,...,sj + si,...,sn)
Podobné znazornenie elementarnych operacii méze byt vykonané aj pre riadkové vektory
matice 4.
Dokaz vety 8.4 vyplyva priamo zo skuto¢nosti, ze 4 povolené operacie nad riadkami

alebo stipcami matice nemenia jej hodnost, tj. zachovavajii pocet linearne nezavislych
riadkovych a aj stlpcovych vektorov.
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Veta 8.5. Trojuholnikové matica A4 typu #(4)=(m,n), kde m < n, ma hodnost’
h(A)=m (8.27)

Pri dokaze tejto vety pre jednoduchost’ predpokladajme, Ze trojuholnikova matica 4 ma
rovnaky pocet riadkov a stlpcov, m = n. Vyjadrime ju pomocou riadkovych vektorov

K 4, A4, .. A4,
Pl no_ 0 4, .. 4,
r 0 0 ... 4

n m
Pripomenime, Ze jej diagonalne prvky 4, #0. Studujme linedrnu kombinaciu jej riadkovych
vektorov, ktorti poloZime rovnu riadkovému nulovému vektoru 0
ol +ar +..+o,r, =0
Koeficienty st ur€ené systémom rovnic
o, 4y =0
oAy, + o, Ay =0

o4, +o,4,, +.+a, A =0

Pretoze, ako uz bolo poznamenané, diagonalne prvky trojuholnikovej matice st nenulové,
4, # 0, systém moZeme postupne riesit, dostaneme

o,=0,=.=a,=0

Tymto sme dokazali, ze riadky trojuholnikovej matice su linearne nezavislé, Cize plati
h(A) =m.

Veta 8.5 v kombinacii s vetou 8.4 umoziuje implementaciu efektivneho algoritmu pre
stanovenie hodnosti matice. Pre danii maticu 4 budeme pomocou vety 8.4 vykonavat také
elementdrne transformacie (ktoré nemenia jej hodnost’), aby vyslednd matica bola
trojuholnikova, potom pomocou vety 8.5 hodnost’ vyslednej matice sa rovna poctu riadkov.

Priklad 8.7. Nech matica 4 ma tvar

N O N
—_— = O

0 2
1 0
2 1

S O O

0 1 1 0

1. krok. Vykoname také elementarne transformacie, ktoré budu viest’ k zaniku nenulového
prvku 2 v prvom stlpci pod diagonalou. Treti riadok vynasobime Cislom -1 a potom k tomuto
riadku pripoc¢itame prvy riadok

20202)(2 02 0 2) (20 2 0 2
01010 |0 10 ol lo 1 0 1 0
@102 1] |2 -10-=2-1]|0-12 =21
010100 101 0)lo1 0 1 0

2. krok. Vykoname vynulovanie prvkov pod diagondlou v druhom stipci. Stvrty riadok
vynasobime ¢islom -1 a potom k tretiemu a k stvrtému riadku pripoc¢itame druhy riadok
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2 0 2 0 2 2 0 2 0 2 2 0 2 0 2
0 1 0 1 0 0 1 0 1 O 01 0 1 O
0 2 21 0o -1 2 21 00 2 -1 1
0 0 1 0 0 -1 0 -1 O 000 O O
3. krok. V tomto poslednom kroku vynechame Stvrty riadok, ktory obsahuje len nulové prvky
20 2 0 2
2 0 2 0 2
010 1 O
~0 1 0 1 O
00 2 -11
00 2 -1 1
——6—0—96

Postupnymi elementarnymi upravami sme pretransformovali povodnii maticu 4 na
trojuholnikova maticu, ktora obsahuje tri riadky, potom

h(A)=3
Pri tychto Gpravach treba dat’ pozor na pripad, kedy by sme dostali maticu, ktord ma pod
diagonalou nuly a na diagonale tieZ nulu, ale v tom istom riadku ma este nenulové prvky,
potom treba prehodit’ stipce, aby na diagonéle bol nenulovy prvok.

8.4 Inverzna matica

Nech A je Stvorcova matica typu #(4) = (n,n), problém existencie takej matice B, pre ktoru
plati AB = BA = E, kde E je jednotkova matica typu #A) = (n,n), nie je zarueny pre
I'ubovolnt §tvorcovli maticu, ale len pre urcité Specidlne matice, ktoré nazyvame regularne
matice.

Definicia 8.6. Stvorcova matica A, typu #(4) = (n,n), sa nazyva reguldrna vtedy a len vtedy,
ked’ pre jej hodnost plati A(A) = n.

Z definicie regularnej matice plynie, Ze tak stipcové ako aj riadkové vektory si linearne
nezavislé. MoZeme teda parafrazovat’ definiciu regularnej matice takto: Stvorcova matica A4 je
regularna vtedy a len vtedy, ak jej riadkové (stipcové) vektory su linedrne nezavislé. Tento
pohlad na regularnost matice 4 nam bude napomocny, ked budeme hladat’ pomocou
determinantov (pozri 9. kapitolu) algebraické kritérium regularnosti.

Definicia 8.7. Matica A sa nazyva inverznou maticou vzh'adom k regularnej matici A vtedy
a len vtedy, ak spiiia podmienku A4 =A4"'A=E .

Definicia inverznej matice v mnohom pripomina definiciu 3.16 inverznej funkcie, kde sa
pozaduje, aby funkcia bola bijektivna. MozZno konstatovat’, ze analdgiou k tejto podmienke
v teorii matic je podmienka regularnosti.

Veta 8.6. Pre reguldrnu maticu 4 existuje prave jedna inverzna matica 4™
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Tento dokaz jednoznacnosti inverznej matice vykoname nepriamo. Budeme predpokladat’, ze
vzhl'adom k reguldrnej matici 4 existuji dve rzne inverzné matice oznacené¢ B a C
AB=BA=E (»)
AC=CA=E (%)
Zo vztahu (a) vyberieme BA = E , ktory vyndsobime sprava maticou C, dostaneme
BA=E=BAC=EC=BE=C=B=C
E C B

Veta 8.7. Inverzna matica vyhovuje vztahom
(41) =4 (8.282)

(4B)' =B'A4" (8.28b)

Vztah (8.28a) vyplyva priamo z defini¢nej podmienky A4~ = A4"'A4=E , ktora mdzeme
interpretovat’ tak, Ze matica A je inverznou maticou k matici 4™, t. j. musi platit (A’1 )_1 =A.
Vztah  (8.28b) dokaZzeme pomocou  vztahu (B’IA’I ) -AB=FE. Pocitajme:
(B'A4")-AB=B"'(A4'4)B=B'EB=(B'E)B=B'B=E. Tymto sme dokazali, Ze

su¢in B"'A™" dava vysledky aké by davala matica (AB)f1 . Pretoze podla vety 8.6 inverzna

matica existuje jednoznacne, tak potom relacia (8.28b) urCuje inverzni maticu jednoznacne.
Zostavajucu cast’ tejto kapitoly venujeme metode konstrukcie inverznej matice, ktora
je velmi podobna metdéde stanovenia hodnosti matice. Budeme Studovat’ dvojicu matic

(A|E ) , nad maticami tejto dvojice budeme vykonavat’ postupnost’ elementarnych operacii
z vety 8.4 tak, Ze vybrana elementarna operacia je sucasne aplikovana na obe matice, priCom
sa snazime pouzivat také elementarne operdcie, ktoré transformuju lavi maticu 4 na

jednotkovi maticu E. Kazda elementarna transformacia aplikovana na nejaku maticu X je
vyjadrite'na pomocou suc¢inu matic BX, formalne

X ele.transf . X! — BX

Ked dvojicu (A|E ) transformujeme postupnostou #n elementarnych transformacii urcenych
maticami B, B,,..., B, , dostaneme

(A|E)—(B,...B,BA|B, .B,BE)
Ako uz bolo povedané, tieto elementarne transformacie stt vykonané s ciel'om transformacie
matice A na jednotkovil maticu

B,..B.BA=E— A"'=B,.B,B,

N ——

S

Potom dostaneme

(A|E)~>| B, .B.BA|B, .B.BE | (E|4")

E 4!

Postupnost’ elementarnych transformacii rozdelime na tri etapy:
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1. etapa — nulovanie maticovych prvkov pod diagonalou (podobne ako v metdde stanovenia
hodnosti matice),

2. etapa —nulovanie maticovych prvkov nad diagonalou,

3. etapa —nasobenie riadkov ¢islami tak, aby na diagonale zostali len jednotkové prvky.

V pripade, ze tato postupnost’ nie je vykonatel'na (napr. dostaneme nulovy riadok), procediru
transformécie ukoncime, pretoZe matica nie je regularna (teda ani invertibilnd). Naznaceny
sposob konstrukcie inverznej matice moze byt pouzity ako konstruktivny dokaz vety 8.8,
ktora je zoslabenim vety 8.6 (nehovori sa v nej o jednoznacnosti).

Veta 8.8. Ku kazdej regularnej matici 4 existuje inverzna matica A™.

Priklad 8.8. Najdite inverznl maticu k matici
2 4

A=
1 4

2 41 0
X, =
1 40 1
V prvej etape vykonadme taku elementarnu operdciu, ktora nuluje prvok pod diagonalou,

vykondme elementarnu operéciu ep;, ze druhy riadok vynasobime —2 a k takto upravenému
druhému riadku pripoc¢itame prvy riadok

ep, 1, =-2r+r
Dvojica Xj sa pretransformuje na X;
2 41 O
X, =
0 -4l -2
V druhej etape budeme nulovat’ prvky nad diagonalou, vykoname elementarnu operaciu ep;,
ze k prvému riadku pripocitame druhy riadok

ep, h =h+r
Dvojica X sa pretransformuje na X,
2 02 2
X, =
0 —4i1 -2
V tretej etape prvy riadok vynasobime 1/2 a druhy riadok vynasobime —1/4, dostaneme
finalnu dvojicu

Zostrojime dvojicu matic

R 0 T
Lo 1-1/4 12
E

Afl

Potom inverzna matica ma tvar

O

Lahko sa presvedc¢ime, Ze tato matica je inverzna

v S
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. 1 -1\(2 4 1 0
-1/4 1/2){1 4 0 1
Cvicenie 8.1. Stanovte typ matice a jej nazov

1 2
(a)[3 _J,
(b)(—z 1 0 1}
1 2 -11
(1 2 1 -1),
1

(d |0
-1

Cvicenia

Cvicenie 8.2. N4jdite hodnoty a, b, ¢ a d tak, aby platilo
3¢ b ) (1 3
¢ 2d+1) (-1 2

Cvicenie 8.3. Rozhodnite o pravdivosti tychto tvrdeni:

(a) {A' A je jednotkova matica} c{A; A je symetrickd matica} ,
(b) 1A, A je symetrickad matzca} {A; A je diagondina matica} ,

1
(©) [ j A A je jednotkova matzca}
(d) {A A je Stvorcova matlca} {A; A je diagondlna matica} ,

(e) 1 A; A je jednotkova matzca} {A;A jediagonalna matica}.

Cvicenie 8.4.
(a) Zostrojte matice A = (4;), B = (By) a C = (Cy), typu (3,2), pre ktoré plati
A =i—j, B,=i-2j, C,=4i+3]

(b) Zostrojte maticu 4 = (4;) typu (4,4), ktora je symetrickd a ma tieto vlastnosti:
A, =i, Ay=4,,=0, 4,=3, A, =4, =4, +A4,,, A, =4, —A4,.

12

() Zostrojte maticu, ktora je su¢asne riadkovym a stipcovym vektorom.

(d) Najdite x a y pre maticu
x+y 10
A: Ll =
(4) (zx_y 4j

pre 4,=4, a 4, :A21/2‘

Cvicenie 8.5. Zostrojte transponované matice k maticiam
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4

2 b 11 2 1 0 2 d0—
(a)oa()(_ ),(C)2 ’()0
2

-1

Cvicenie 8.6. Pre matice

[1 —1} [0 1j (1 0 3)
A= , B= , C=

20 2 2 1 2 2
vypocitajte matice (ak existuji)

(a) 24,

(b) A+ B,

(c) A+C,

(d) AC,

(e) CB,

(H C'B.

0
Cvicenie 8.7. Pre maticu B = (2 2} rie$te rovnicu

2X+B=E
kde X je matica typu (2,2) a E je jednotkova matica typu (2,2).

Cvicenie 8.8. Pre riadkové vektory u a v spocitajte uv’ (ak existuje) pre
(@u=(1 2 0 -1),v=(0 -2 0 2),

O u=(1 2 1), v=(-1 1 2),
(c)u=(1 0 -1),v=(-1 1 2).

Cvitenie 8.9. Dokézte, Ze pre u=(u, u, .. u,) plati uu’ >0, priGom rovnost’ plati len

pre nulovy vektor.

Cvicenie 8.10. Pre kazdu dvojicu matic 4 a B ur€ite ich typ a ¢i sifin matic existuje, ak
existuje, tak ho vypocitajte.

4 1 2
(@) A=|-1 2|, B= ]
3 21
5 4
4 0
-1 0
(b) A= , B=|1 2
0 0
3 -1
2 0
(c) A=(1 4 2 -5), B :
C = =), =
3 3
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2 3 4 1 _
Cvicenie 8.11. Nech A= [O ] a B= (2 J, vypocitajte
(a) A+2B,
(b) 34-6B,
(c) 4B,
(d) 4%,
(e) BA,
() B(A4B),
(8) (AB)A,
(h) A(4-B),
(i) 4B,
() (4B)" .

—_

0 -1 0 0
Cvicenie 8.12. Nech A=|0 2 0|a B=| 0 2 0] siadiagonalne matice, vypocitajte
3 0 0 1

(e)

AB ,BA, A* a B~

Cvicenie 8.13. N3jdite greedy algoritmom také zatvorkovanie produktu tychto matic, aby sa
vykonal ¢o mozno najmens$i pocet elementdrnych sucinov (greedy algoritmus nezaist'uje
globalne minimum).

(a) Nech matice maju typ #(A4,)=(4.5), 1(A4,)=(5.8), t(4,)=(8,3) a #(4,)=(3.2).

(b) Nech matice maju typ 7(A4)=(23), t(A4,)=(3.8), 1(4,)=(82), 1(4,)=(2.5),
1(A4;,)=(54).

Cvitenie 8.14. Ukézte, 7e ak A je $tvorcova matica, potom A+A4” je symetricka matica.

Cvicenie 8.15. Dokazte tieto vlastnosti transponovanej matice:
(@ (A7) =4
(b) (4+B) =A"+B",
(c) (4B) =B"A".

9

Cvicenie 8.16. Stanovte hodnost’ matic

1 0 1
(@ A=|1 1 0],
01 1
2 0 2 0 2
b 4|0 1O 1O
21 0 2 1
01010
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1 2
(c) pre ktoré hodnoty p, ma matica A = ( j hodnost’ 1,

p -1
1 2 3
(d) A= -1 1 0
0 2 -1/
I 1 2
1 0 2 -1
. _ 2 1 -1
(e) pre ktoré hodnoty parametrov p a ¢ ma matica 4 = b1 hodnost’ 2.
g 1 -3 3

Cvicenie 8.17. N4jdite inverzni maticu (ak existuje) k matici:

2 2 -6
@ A=[-1 1 2|,
-3 5 3
1 1 1
) A=|2 -1 3|,
4 1 5
© 4= > _3j
-3 2
-4 8
@ 4= 3}
4 2
© 4= 3}
1 1 0
M A=[1 0 0],
1 1}
1 2 3
(g A=14 5 6],
7 8 9
2 3 2
() A=| 1 2 -1
-2 1 0

Cvicenie 8.18. Dokazte matematickou indukciou formulu
(4A4,..A4,) " =4, A A"
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Cvicenie 8.19. Nech A4, B a C su Stvorcové matice rovnakého typu (n,n). Dokazte, ze ak A je
regularna matica, potom zo vztahu AB = AC vyplyva B = C.

Cvifenie 8.20. Ukazte, ze ak A a B su Stvorcové rovnakého typu (n,n) a A je regularna
matica, potom (A’lBA)2 =A'B’A.

Cvicenie 8.21. Ukazte, ze ak A a B su Stvorcové rovnakého typu (n,n) a A je regularna
matica, potom (A’IBA)" = A'B" A, pre kazdé kladné celé &islo n.

Cvicenie 8.22. Nech A je regularna matica, ukazte, ze (A” )71 = (A"1 )n

Cvicenie 8.23. Nech matice 4 a B maju blokovu Struktiru

1 -11]4
0 3 |-1
4 212 1 3 - T
1 3]0 -2 3
1 4|2
1 011

Potom ich formalne m6zeme pisat’ v tvare

B B
A=(A4 A B=| ' ?
(4, 4) a (33 BJ

Vypocitajte AB a ukazte
AB = (AIB1 +A4,B, AB,+ AZB4)

BT:[BIT B3T]
B’ B/
2 4

11 0 1
Cvicenie 8.24. Nech A= (0 ] a B :( OJ su binarne matice, zostrojte

Ukazte taktiez

1 1
(a) ANB,
(b) AVB,
(c) A®B.
1 0 1 0 1 1
Cvicenie 8.25. Nech A=|1 1 0| a B=|1 0 1] sibinarne matice, zostrojte
0 0 1 1 01
(a) ANB,
(b) AVB,
(c) A®B.

Cvicenie 8.26. Nech A je binarna matica, dokazte AnA=A4a AvA=A.
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