Maticova algebra |

e definicia matice
e Specialne matice
e maticova algebra

e hodnogs’ matice
. INVerzna matica
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V mnohych pripadoch data maju Struktdru dvojrozraptabd’ky, ktora mam

riadkov an siipcov.

Matice

e

predmet
Matematikal Logika |Programovani
A 88 08 67
c| B 75 91 73
S C 02 81 75
w| D 08 100 08
E 55 61 82

Riadky tejto tabtky su priradené jednotlivym Studentom, zhté@ sipce su
priradené predmetom. Na priéaé&ku daneho riadku (Student — predmet) j¢
uvedeny poet bodov, ktoré ziskal dany Student pre dany prédme

~
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Ak z tejto tabliky odstranime redundantny popis riadkov lpciv dostavame
matematicku Strukturu, ktora sa nazywatica

Definicia 8.1. Nech | ={12...,n}je mnozina riadkovych indexov
J={1,2,...,1} je mnoZzina dpcovych indexov, ptiom m a n st kladné cel
¢isla, m,n=1. Maticou nazyvame mnozinu obsahujucmLn cisel
(celcxziselnych, racionalnych alebo realnych), ktore slecBjxovane
riadkovym () a stpcovym () indexom

A={A ;iOl,j0J]
Typ matice je usporiadana dvojica kladnych prirodzenyghkel, ktoré si

rovné mohutnostiam mnozin indexbaJ
t(A)=(m,n)
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Mnozinova struktura matice moze by jednoducho znazornena pomocou
tabu’ky, ktora obsahujen riadkov an sfipcov, préom na prieseniku i-t€ho
riadku aj-teho slpca je umiestneny elemedy,

j-ty stipec

A= - i-ty riadok
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Niekedy sa pouziva aj ,skratkové“ ozeaie pre maticub\:(Aj ) pricom

sa implicitne predpoklada pet riadkov a $pcov tejto matice. Skutnog’, Ze
maticaA ma typt(A) =(m,n) a jej elementy su realiigsla, sa niekedy zapisuje

AOR"™xR"
Priklad
A=(_21 g],t(A):(Z,Z) B=(1 0 -3 2,t(B)=(14)
A:(Z ) 1],t(A):(2,3) X = i 1(X)=(31)
-1 0 2 s
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Zakladna terminoldgia

(1) Ak m=n, matica sa nazyvstvorcova v opa&nom pripade matica sa nazyvq

obdZnikova

(2) Prvky maticeA; sa nazyvajlidiagonalne vSetky diagonalne prvky tvoria

diagonalu matice
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(3) Ak vSetky prvky matice su nuly, potom maticansayvanulova matica

(4) Stvorcova matica, ktora mimo diagonaly ma nélpwky a na diagonale ma
aspa jeden nenulovy prvok sa nazygeagonalna matica

(5) Specialny pripad diagonalnej matice jednotkova matica(budeme ju
zn&it E) vSetky diagonalne elementy su jednotky

A :{%) ((%rreeiijcjj))
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(6) NechA je matica typu(A) = (m,n), potom maticaransponovanak tejto
matici, ozn&endA' , sa vytvori z matica tak, Ze vzajomne zamenimépse za
riadky a naopak, potort{A") = (m,n) (pozri obr. 8.3). Nazorne hovorime,
maticaA' vznikla z maticeA jej preklopenim okolo diagonaly. Transponovane}i

matica je ilustrovana prikladom
r (1 2
1 2 3
=12 1
2 1 0
3 0
( ~
4 N
A= —» 4'=
. J
\ )
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(7) Stvorcova matica sa nazysgmetrickamatica, ak platA'=A. Jednoduchy
priklad symetrickej matice je

(1 0 2
0 3 1
2 1 -1 (2 1-1

T

[
o
w
=

(8) MaticaA typu (m,n sa nazyvarojuholnikova matica,ak pod diagonalou
ma nulové prvky a na diagonalne ma nenulove prvky

1 2 1 0 O0
0 2151
O 0 210
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(9) Ak A matica typu t) = (m,n) ma pa@et riadkov () alebo poet stpcov )
rovny 1, potom takato Specialna matica sa nazwdkovy vektor(m = 1) resp.
st/pcovy vektorn = 1). Priklady riadkovej algicove] matice su

(0
A=l 1|, B=(0 -1 2
\_1
Aplikéaciou operacia transpozicie|tovy vektor sa meni na riadkovy vektor

a naopak, pre predchadzajuce dve matice dostaneme
(0

AT=(0 1 -1, B"=| -1
L 2
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Priklad

Pomocou riadkovych alebolgtovych vektorov mézeme vyjadrkazdi maticu
ako ,kompoziciu“ tychto elementarnych matic

(88
75
A=|92
08
55

98
91
81
100
61

67)
73
75
08

82

Priesvitka 113




-

—_— -
w N

—_
D

Ul © O~y 0
G100 N o1

-
(&)

88 (98 [ 67)

98 6
01 75 91 73
81 7 ts =192|,s=| 81|,5=| 75
100 99 08 100 08
61 82

55 61 82

A=|r,| alebo A=(s s )
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Operacie nad maticami

(1) Nech maticeA = (A;) aB = (Bj) su rovnakého typufA) = t(B) = (mn).
Hovorime, ze tieto matice savnaju, A = B, vtedy a len vtedy, ak

0@ 01)0(j 03 )(A; =8;)

(2) Nech maticeA = (A;) aB = (Bj) su rovnakého typufA) = t(B) = (mn).
Hovorime, ze maticB je a-nasobkommaticeA, B = oA, vtedy a len vtedy, ak

0(io1N)o(j0J) (8, =aA )
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(3) Nech maticéA = (A;), B = (Bj) aC = (Cj) su rovnakeho typu(A) =t(B) =

t(C) = (m,n). Hovorime, ze matic& je su¢tom maticA aB, C = A + B, vtedy
a len vtedy, ak

O(im)o(j B3)(c; =A +8)

(4) MaticaA = (A;) je typut(A) = (m,K, maticaB = (B;) je typut(B) = (k,n) a

maticaC = (Cj) je typut(C) = (m,n). Hovorime, ze matic& je si¢inom maticA
aB, C = AB, vtedy a len vtedy, ak

O(ion)o(j 0 )(Cij :Z:aip =l TRl + R @j

C A B
m - m i-ty riadok . .
2
n K ki 2
n
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S&in dvoch matic AaB mbze by podstatne zjednoduSena pouzitim

riadkovych vektorov maticé a sipqovych vektorov matic®. Nechr; je i-ty
riadkovy vektor maticé\ as je j-ty stpcovy vektor matic®, potom element;

je zadany takto

=|Z:,A|13
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Nasobenie matic

A:(ql
1

Priklad
1

i I g

Definujem riadkové vektory matiok a stpcové vektory matic®

4,
B,

r1:(1 2),|’1=(—1 3)

0

i

Priesvitka 164




Potom elementy matide = AB su utené takto
Ca= 5= (1 z)tﬁ‘fj:(l)(—:w(a(;
C=nis = A |=()(9+(3(3= -
Caznis=(-1 97 =(-9-9+(30)
-(-(9+(3(3= ¢
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(0) S&in matic nie je komutativna operacia
ABZBA

(1) S&in je asociativny
A(BC)=(AB)C

(2) S&in je distributivny vzliadom k sdtu matic
(A+B)C=AC+BC
A(B+C)=AB+AC

(3) Asociativnos operacia nasobenia vektatiglom vziadom k operacii siin
matic

A(aB)=a(AB)
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Algoritmus pre nasobenie matic

procedure matrix multiplication(A B : matrices);
for 1:=1 to mdo
for j:=1 to n do
begi n sum =0;
for 1:=1 to k do sum =sumtAli,|]*B[Il,]];
cl[i,]]:=sum
end,;

Mo6Zeme teda konStatofaZe zloZitog algoritmu rastie Umerng®, pricom sa
predpoklada, ze dimenzie matic su si rowhe,m =n. Je prekvapujlce, ze uz
tak jednoduchy algoritmus akym je tento, m6zé pydstatne akcelerovany, bol
navrhnuty algoritmus, ktoré ho zlozitogastie n'’, pretoieﬁ < 3, tento novy
algoritmus je o trochu efektivnejSi ako nas algaus.
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Binarne matice

Matica A0{0,3" x{ 03", ktora obsahuje len binarne elementy 0-1 sa nazy}ya

binarna matica. Algebraické operacie nad takymitmicami su zalozené na
logickych spojkach konjunkcie a disjunkcie

ano={ {(ing) >

an:{f ((iﬂESZ "=9

Priesvitka 2()




Nad binarnymi maticami definujeme tri binarne opara

(1) NechA = (A;) aB = (Bj) su binarne matice rovnakého tyfl) = t(B) =
(m,n), potom matic&C = (C;;) sa nazyv&onjunkcia maticA aB, C=A [IB, je]
maticove elementy su

o(iono(jod)(c, =A 08 )

(2) NechA = (A;) aB = (Bj) su binarne matice rovnakého tygih) = t(B) =
(m,n), potom matice&C = (C;) sa nazyvalisjunkcia maticA aB, C = A UB, je]
maticové elementy su

o(iono(jod)(c, =A 08 )
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(3) Nech binarna matica = (A;) je typut(A) = (m,K, binarna matic# = (Bj)
je typut(B) = (k,n) a binarna matic& = (C;) je typut(C) = (m,n). Hovorime, ze
maticaC je sU¢inom maticA aB, C = ALIB, je] maticové elementy su

[NDUDUDU@%%AﬁBﬂDU&D%ﬁlLK@DQ»

Pretoze s&in binarnych matic je asociativha operacia, mozdefenova r-tu
mocninu Stvorcovej binarnej matidi= (4;) , kder je kladné cel&islor > 1

A =AOAD..OA

r —kréat
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Interpretacia sucinu binarnych matic

Binarna matica moéze Bychapana ako maticova reprezentacia binarnej eslag
RO Xx X, kde X ={x,% ,....x}. ElementA #0 implikuje,

dvojica ()g,)g)D R. Jednoduchymi Gvahami je mozné dokédzae matica

A® = A0 Aje reprezentaciou kompozickf = Ro F.

Pomocou grafove] interpretacie relackR ajej mocnin,

alternativne interpretovan-t¢ mocniny maticeA tak, ze ak ma jednotkovy
element v poziciii(}), potom existuje postupnda hran zi-teho vrcholu grafu

doj-tého vrcholu grafu.

Ze usporiadana

mozeme potom
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Diagramaticka interpretacia mocnin binarnej matice
1 1 R . R 1 1 R2 1 1 R2 . R 1 1 R3 1
S R DRR
3 3 3 3 3 30— 3 3 3
B C
1 R3 . R 1 1 R4 1 1 RA : R 1 1 RS 1
3 3 3 3 3 3 3 3
D E
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Priklad

Nech A aB su binarne matice
(1 0

1 10
A=0 1|, B=
011

10

Zostrojte sdin AL B.
(1090(o0g (1m3n( @)
A=|(0090(100 (o003o(1m)
(109)0(009 (1D30(@ ) (D po( @ )
1 O
11
1 G

100 100 000 (1
=/ 000 001 0J1|=| O
(100 100 000 | 1
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Priklad

Zostrojte vSetky mocniny matice

A=

R, P O

V prvom kroku speitameA?®

A°=A0A=

— O O
o O B
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Postupne WalSich krokoch spotame vySSie mocniny matice

AP=A*TA=

Poznamenajme, zZe tieto mocniny ma##icen6zeme jednoduchodit’ pomocou
grafovej interpretacie relacie R, pozri obr. 8.6tdM vySSie mocniny matice

A sU ugené

111

O(n=5)

A =AOA=

/

\

S S

A" = AS =

, O K

N

N

P R R

AT =ATOA=

R R B
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Hodnos®> matice

Hodnog maticeA, je celé kladng&islo ozn&enér(A), ktoré patri medzi dolezité
charakteristiky matic. Nez pristupime k definigjtd velciny, zavediemel’alSi
dolezity pojem linearnej zAvislosti/nezavislosti Istovych (riadkovych
vektorov). Pre jednoduchpsudeme tieto Gvahy uskuitova’ pre sipcové
vektory, automaticky budu plétaj pre riadkove vektory, a naopak.

Definicia. Nechay, ay, ...,a, je n sipcovych vektorov ZRP (t. j. vektory majlp

riadkov, alebop elementov). Hovorime, ze tieto vektory Wiearne zavislé

vtedy a len vtedy, ak existuju také nenulové koefity Cisla)aq, a,,...,d,, aby
ich lineadrna kombinacia bola rovnha nulovému vekioru
a,a ta,a,+..+a,a =0
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Veta. Ak stipcové vektoryay, ay, ..., a, SU linearne zavislé, potom aspieder
z nich mozeme vyjadtiako linearnu kombinaciu ostatnych vektorov, napr.

a =PB,a,+..+B,3,

Dbokaz tejto vety je Jémi jednoduchy. Z predpokladu linearnej zavislost]
vektorov a;, a,, ..., a, vyplyva, ze aspd jeden koeficient je nenulovy.
Predpokladajme, ze, # 0, potom

=-f2,_ %
AT BT

Tymto sme dokazali, Zze z predpoklaalyz O vyplyvaa, =p,a,+...+3,a,, ¢im
je dokaz zakseny.
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Negaciou definicie linearnej zavislosti dostaneméledtu vetu, ktora
charakterizuje linearne nezavislé vektory.

Veta. Spcové vektong,, ay, ..., a, stlinearne nezavisléitedy alen vtedy, al

ich linearna kombinacia poskytuje nulovy vekior
o, +taa,+..+a,a =0
len pre nulove koeficientyg, =a, =...=a_, =0.
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, Priklad
Majme trojicu skpcovych vektorov

1 0 0
a=0]|, a=/1, &=0
0 0 1
Dokazeme, ze tieto vektory su linearne nezavislé
1 0 (0) (aq,
aa +ta,a,+ta.a,=a,/0|+ta,1l{+a4 O0|=a,/=0
|0 0 1) \a,

Porovnanim poslednych vektorov dostanemegzea, =a,=0. To znamena,
Ze tato linearna kombinacia sa rovna nulovénipcevému vektoru len pre

nulove koeficienty, potom vektory su linearne negiév

0
0
0
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Definicia. Hovorime, Ze matic& ma st/pcovd (iadkovu) hodnog’ vtedy
a len vtedy, ak ma maximalikdinearne nezavislych lgicovych (riadkovych
vektorov.

s(r) (A) =K

Veta. Pre kazdd matic typu t(A) = (m,n) riadkova a $pcova hodog’ su
rovnaké, prtom hodnos je zdola ohrarend 1 a zhora ohraminé
minimalnou hodnotom an

1<h (A)= h(A= K A< mif m}
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Priklad

Riadkove vektory matice su
n=(1 1 J,r,=(0 1 Jr,=(0 0 )

oyl 1 D+a,(0 1 J+a,(0 0 }=(0 0

a,+a,+a,=0
a,+a,=0
a,=0
Postupnym riesenim tohto systému dostaneme rieSemwen, =a,=0. To
znamena, ze riadkove vektory su linearne nezawviséximalny pdet linearne
nezavislych vektorov je 3, t.j. riadkova hodtiosatice je 3.
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Stipcové vektory maticé su

1 1 (1
S = 0 , S = 1 , §= 1
0 0 1
(1 (1 1 0
Be| O +B2| 1{+Bs| 1= O
o) (o) (1 Lo
Bl+BZ+B3:O
B, +B,=0
B;=0

Riesenim tohto systému dostaneBne 3, =3, =0. To znamena, Zelptové
vektory su linedrne nezéaviskéze matica ma §covi hodnos3.
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Definicia. Hovorime, ze matic& aB su ekvivalentng A ~B, vtedy aen
vtedy, ak maju rovnaku hodng$i(A) = h(B).

Nech.A je mnozina vSetkych moznych matic. Tuto mnozinzende rozdefi
na disjunktné podmnoziny

A=AO0AD0..0AD.

kde A; je mnozina, ktora obsahuje matice s hodoos.
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Veta. Nech maticaB vznikne z maticé& pomocou jednej z tychto 4 operacii:
(1) transpoziciou dvoch riadkov {gtov),
(2) vynasobenim riadku (gica) nenulovyngislom,
(3) pripotitanim riadku (dpca) k inému riadku (kicu),
(4) vynechanim riadku (fgica), ktory bd’ obsahuje len nulové prvky alebo
je linedrnou kombin&ciou ostatnych riadkougsov).
Potom matice A a B su ekvivalentringA) = h(B).




Jednotlivée kroky 1z tejto vety budeme ilustrévapomocou matice
A=(s.,s,....§), kdes jei-ty sipcovy vektor:

(1) Transpozicia dvochigtov
A:(sl,...,si, S §) - B:( SienS 4eeS h,%

(2) Sipec je vynasobenislomaz0
A=(s,...5,5) - B=($,.0 5,.,9

(3) Vynechanim $pca, ktory je bd’ linedrnou kombinaciou ostatnycHpstov
alebo je nulovy

A:(sl,...,$_1,$,§]j nS) - B=( S8 18 n)s

(4) K stipcu pripa&itame iny sipec
A:(sl,...,si, eeerS §) - B:( S 1e4S ey St is,..n,}
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Veta. Trojuholnikova matic@ typut(A)=(m,n), pricom m< n, ma hodnas

h(A) = m
(n) (A A o A
a0 A A,
Im) O 0O ... A,
alA_Lm =0
ar+og,+. oy =0 = Tt 0Ay =0
0

a,=a,=..=a,=0
Tymto sme dokazali, ze riadky trojuholnikovej matstl linearne nezavislé,
¢ize platih(A) =m.
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Dokazana veta umdagje implementaciu efektivneho algoritmu pre stamos/
hodnosti matice. Pre dand matiddbudeme vykonauva také elementarr
transformacie (ktoré nemenia jej hodtf)ps aby vysledna matica bg
trojuholnikova, potom hodnésyslednej matice sa rovnadio riadkov.

Priklad

2 0 2 0 2

O 1 010
A=

2 1 0 2 1

O1 010
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1. krok. Vykoname take elementarne transformacie, ktorkibues k zaniku
nenuloveho prvku 2 v prvomlpti pod diagonalou. Treti riadok vynasobimg

¢islom -1 a potom k tomuto riadku prigitame prvy riadok

2. krok. Vykoname vynulovanie elementov pod diagonalourwhdm skpci.
Stvrty riadok vynasobimeéislom -1 a potom k tretiemu a k Stvrtému riadky

pripacitame druhy riadok

2 0 2 0 2 2 0 2 O 2 0
OlOlODOlOl 0 1
0 2 -2 1 0 -1 2-2 0 O
O@OlO 0-10-1 0 O

2 0 2 0 2 2 0 2 0 2 2 0 2 O

010100 101 00101
@102 1 |-2-10-2-11]0-1 2-2
0101010 101 0o0l0 101

\r

¢

[

.
\
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3. krok. V tomto poslednom kroku vynechame Stvrty riaddkyy obsahuje len
nuloveé prvky

2 0 2 0 2

2 0 2 0 2
O 1 0 1 O

Jjo 1 0 1 O
0 0 2 -11

0 0 2 -11
—06—0—7—3—90

Postupnymi elementarnymi Upravami sme pretransfeath@évodnu maticltA
na trojuholnikovu maticu, ktora obsahuje tri riadggtom

h(A)=3
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Inverzna matica

NechA je Stvorcova matica typtfA) = (n,n), problém existencie takej matice
B, pre ktoru platAB = BA = E, kdeE je jednotkova matica typigA) = (n,n), je
zarwkeny nie prelubovolnt Stvorcovu maticu, ale len precité Specialne

matice, ktore nazyvame regularne matice.

Definicia. Stvorcova maticad, typu t(A) = (n,n), sa nazyvaegularna vtedy

a len vtedy, ké& je hodnos h(A) =n.
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Z definicie regularnej matice plynie, Ze talpsbvé ako aj riadkové vektory su
linearne nezavislé. M6zeme teda parafraZaediniciu regularnej matice takto:

Stvorcova matica je regularna vtedy atevtedy, ak jej riadkové (gtcové)
vektory su linearne nezavislé. Tento padh na regularnsmatice A nam bude
napomocny, k& budeme hada pomocou determinantov (pozri 9. kapito
jednoduché algebraickeé kritérium regularnosti.

Definicia. Ak je Stvorcova maticA regularna, potom existujaverzna matica
oznaendA™, ktora siia podmienkuAA™ = AA=E.
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Veta. KaZda regularna matidama prave jedna inverzna matied.

Budeme predpokladaze vzifadom k regularnej mati@ existuju dve inverzné
matice oznéeneB aC
AB=BA=E (o)
AC=CA=E (%)

Zo vzahu @) vyberieme BA=E, ktory vynasobime lava maticouC,
dostaneme
BA=E=BAC=EC=BE=C= B=C
—_— —— ——

E C B
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Veta. Inverzna matica vyhovuje vahom
(A7) =A
(AB)" =B*A™

Prvy vzahvyplyva priamo z defithej podmienky AA™ = A"A=E, ktor(
moZeme interpretovaak, Ze matica je inverznou maticou k matié™ , t. j.

musi plat’ (A‘l)_1 = A.

Druhy vz'ah dokéZeme tak, Ze &itame (AB)" AB a taktieZ ajAB(AB)",

v obidvoch pripadoch dostaneme rouwhos

(AB) AB=B*A*AB=B'B=E

E

E

AB(AB) =ABB'A'=AA'=E

E

E
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Konstrukcie inverznej matice

Budeme $tudowadvojicu matic(A‘E), nad maticami tejto dvojice budeme

vykonava postupnog elementarnych operéacii tak, ze vybrana elementarha
operacia je stasne aplikovana na obe matipgicom sa snazime pouzivgake
elementarne operacie, ktoré transformfamu maticuA na jednotkovd maticu
E. Pretoze kazda elementarna transformacia aplikov@nnejaki maticX je
vyjadrited’na pomocou stinu maticBX, formalne

X O el X' =BX

Potom dvojicu (A‘E) transformujeme postupniml n elementarnych
transformaciiB,,B,,... B, dostaneme

(A|IE) - (B,..B,B,AB,..B,BE)
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Ako uz bolo povedané, tieto elementarne transforensic vykonané s diem
transformacie maticA na jednotkovu maticu

B...B,B,A=E=A"'=B_..B,B,

AV‘1

Potom dostaneme

(AlE) - | B,.B,BAB,.BBE |- (E[A™)

E Al
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Postupnos elementarnych transformacii rozdelime na dve etapy

l.etapa —nulovanie maticovych elementov pod diagonalou @boe akc
Vv metdde stanovenia hodnosti matice),

2.etapa — nulovanie maticovych elementov nad diagonal

3.etapa -nasobenie riadko¥islami tak, aby na diagonale zostali len jednotk
elementy.

V pripade, ze tato postupnosie je vykonatBna (napr. dostaneme nulovy
riadok), proceduru transformacie ukome, pretoze matica nie je regularng
(teda ani invertibilnd).

Priesvitka 4§




Priklad

N4ajdite inverznd maticu k matici

i

2 41 0
Xy =
1 40 1

Zostrojime dvojicu matic

Priesvitka 49




V prvej etape vykoname takld elementarnu operadaraknuluje element pod
diagonalou, vykoname elementarnu operag ze druhy riadok vynasobime —
2 a k takto upravenemu druhému riadku ptifeome prvy riadok

ep:r,=-2r,+r,

1 O
1 -2

Dvojica Xy sa pretransformuje &

2 4
X, =
0 -4

Priesvitka 5()




V druhej etape budeme nulavaelementy nad diagonalou, vykoname
elementarnu operacep, ze k prvému riadku prigétame druhy riadok

ep,.r,=r +r,

Dvojica X; sa pretransformuje nié

2 0
X, =
0 -4

2 -2
1 -2

Priesvitka 5]




V tretej etape prvy riadok vynasobife a druhy riadok vynasobimel/ 4,

dostaneme finalnu dvojicu

Potom inverzna matica ma tvar

c o191 -1
10 1-Y4 12
\"E | A
A_l_( 1 _1j
-4y

Priesvitka 534
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