10. kapitola

Teoria grafov I — definicia grafu, zakladné pojmy, podgraf, cesty
a kruZznice v grafe, orientované grafy, eulerovsky t’ah,
hamiltonovska kruZnica

10.1 Uvodné poznamky

Tedria grafov ako matematicka disciplina vznikla v 18. storoci hlavne zasluhou $vaj¢iarskeho
matematika Leonarda Eulera'. Ako jeden prvy priklad aplikacie tedrie grafov ukazeme jeho
rieSenie slavneho problému mostov v Kralovcei (vtedy Konigsberg v Prusku, teraz Kaliningrad
v Rusku). Toto mesto malo 7 mostov, ktoré spajali brehy rieky a2 ostrovy. Niektorych
obyvatel'ov mesta zaujal problém, ¢i existuje takd prechadzka mestom, aby kazdy most presli
prave raz a vratili sa domov. Leonhard Euler riesil problém nahradenim brehov a ostrovov
(spojitych izemi) vrcholmi a mostov hranami, ¢im vytvoril graf snasobnymi hranami.
Ulohou teraz bolo najst’ taky uzavrety tah v grafe, aby obsahoval kazda hranu prave raz.
Euler dokazal, ze pre danu ulohu je tento problém nerieSitelny (prislusni vetu uvedieme

neskor).
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Obrizok 10.1. Mosty v Kralovci a ich reprezentacia pomocou grafu. Uloha je prejst’ po vietkych mostoch prave
raz a vratit sa domov. Tento problém nema4 rieSenie — ak z nejakého vrcholu chceme vyjst’ a aj sa doitho vratit’
vZzdy inou hranou a pritom pouzit’ v§etky hrany, musi vrchol byt spojeny s parnym poctom hran. To musi platit’
pre vsetky vrcholy.

! Leonhard Euler (1707-1783) bol synom kalvinskeho kitaza v Bazileji vo Svajéiarsku. V 13. rokoch na Zelanie
svojho otca tam zacal Studovat’ na univerzite teologiu. Pod vplyvom ucitel'a matematiky Bernoulliho zo slavnej
rodiny matematikov zacal aj Euler §tudovat’ matematiku, a vo svojich 16 rokoch uspesne ukoncil univerzitné
vzdelanie. Na pozvanie Petra Vel'kého pracoval 14 rokov v Akadémii v Petrohrade, potom bol 25 rokov v
Berlinskej Akadémii, aby sa na koniec zivota vratil do Petrohradu. Euler bol neuveritel'ne tvorivy vo vsetkych
oblastiach matematiky, najma tedrii ¢isel, kombinatorike a analyze, rovnako ako v jej aplikaciach, napr. v hudbe
a stavbe lodi. Napisal 1100 publikacii, trvalo este 47 rokov po jeho smrti, kym ich vSetky uverejnili. Mal 13 deti,
dokazal pracovat’ a suc¢asne htipat’ deti na kolenach. Poslednych 17 rokov Zivota bol slepy, ale vd’aka fantasticke;j
pamiti to nespomalilo jeho pracu, svoje vysledky diktoval. Publikacia jeho sthrnného diela ma viac ako 75
zvazkov.
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Okrem uvedené¢ho ,,zabavného problému* existuju aj vel'mi uzitocné aplikacie grafov
— napr. pomocou tedrie grafov sa da rozhodnut’, ¢i obvod moze byt vyrobeny ako plosny
tlaceny spoj. V chémii chemické molekuly reprezentované grafmi, pomocou nich sa daju
odlisit’ tzv. izoméry, t. j. molekuly, ktoré maji rovnaké chemické zloZenie, ale odliSuju sa
svojou priestorovou Strukturou. Grafmi sa reprezentuju aj pocitacové alebo transportné siete,
kde sa grafovo-teoretické algoritmy vyuzivaju na ndjdenie najkratSej cesty.

Grafy pozostavaju z vrcholov (alebo, inak povedané, uzlov) a hran spajajtcich tieto
vrcholy. Podla druhov hran, ktoré mézu dvojice vrcholov spdjat’ (inak povedané, s s nimi
incidentné), sa rozliSuju orientované, neorientované a zmiesané grafy (obsahuju iba hrany so
Sipkami, neobsahuju hrany so Sipkami, obsahuju tak hrany so Sipkami ako aj bez nich) alebo
multigrafy (obsahujuce nasobné hrany, reprezentujice napr. ndsobné vizby v molekulach).
Sipkou sa pritom ozna¢uje smer hrany, teda z ktorého vrcholu vychadza (pogiatoény vrchol)
a do ktorého vrcholu vchadza (koncovy vrchol). Taky graf napriklad moze byt pouzity na
zobrazenie vysledkov Sportového turnaja, kde vrcholy su sutaziaci a kde Sipka je orientovana
od porazeného k vitazovi (alebo naopak), a hrana bez Sipky oznacuje remizu. Pod grafom bez
privlastku bezne chapeme neorientovany graf. Budeme sa d’alej zaoberat' iba konec¢nymi
grafmi, ktoré maji konecny pocet vrcholov a hran.

Definicia 10.1. Neorientovany graf G=(V,E) je definovany pomocou neprazdnej mnoziny
vrcholov V' = {vl,vz,...,vn} a mnoziny E ={e,e,.....e,} neorientovanych hran, pricom kazda

hrana e € E je reprezentovana neusporiadanou dvojicou vrcholov z V, e= {v, v’} cl.

Neorientovany graf napr. méze popisovat’ Zelezni¢nu alebo telefonnu siet’.

Definicia 10.2. Orientovany graf G=(V,E) je definovany pomocou mnoziny vrcholov
V:{vl,vz,...,vn} a mnoziny E:{el,ez,...,em} c V' xV hran, pricom kazdd hrana ec £ je

reprezentovand usporiadanou dvojicou e=(v,v')e¥ xV . Hovorime, 7e hrana e=(v,»') je

orientovana z vrcholu v do vrcholu v'.

Hrany v grafe m6zu byt Specifikované ako nasobné hrany. Budeme predpokladat, ze
definicia grafu je rozSirend o ohodnotenie hran kladnym celym c¢islom, f:E — {12}

Potom, ak f(e) =1, hovorime, Ze hrana e je jednoduch4, v opa¢nom pripade, ak f(e)>2,

hovorime, Ze hrana e je nasobna, jej multiplicita je Specifikovana Cislom f{e), pozri obr. 10.2.
Moznost' zavedenia nasobnych hran priblizuje matematicki koncepciu grafu k niektorym
prirodovednym aplikdcidm. Napriklad, matematické modelovanie Struktirneho vzorca
v chémii vyzaduje pouzitie grafu s ndsobnymi hranami (pripomenme, ze chemicka Struktirna
formula obsahuje aj nasobné vidzby — dvojné atrojné, ktoré st dobre formalizovatel'né
pomocou nasobnych hrén grafu).
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Obrazok 10.2. Diagram A zndzornuje graf s ndsobnymi hranami {1,5} a {2,4}, diagram B znédzorniuje graf
s mnozinou hran E = {e|, e,, e, es, es}, kde zobrazenie f je Specifikované takto: fle)) = 1, fle;) =2, flez) =1,

fle)) =3, fles)=1.

Pseudograf je taky graf, ktory neobsahuje orientované hrany, ale ktory modze
obsahovat’ nasobné hrany alebo slucky (slucka je hrana, ktora je vychadzajica a vchadzajica
do rovnakého vrcholu). Aj ked’ terminoldgia nie je ustdlend, vacSinou sa pouziva rozdelenie
podl’a tabul’ky 10.1

Tabul’ka 10.1. Nazvy grafov podl’a typu hran

Typ Hrany Nésobné hrany povolené Slu¢ky povolené
obycajny graf neorientované nie nie
multigraf neorientované ano nie
pseudograf neorientované ano ano
orientovany graf orientované nie ano
orientovany multigraf orientované ano ano

Grafy sa vyuzivaju v najroznejSich oblastiach vedy a techniky. V ekolédgii napriklad
orientované hrany moézu predstavovat’, ktory druh je potravou iného druhu. Ako uz bolo
uvedené vysSie, chemicka Struktirna formula je formdalne reprezentovand neorientovanym
grafom s ndsobnymi hranami. V psycholdgii sa grafy vyuzivaju na znézornenie, kto je koho
priatelom, alebo na znézornenie dominancie, v antropoldgii na znazornenie pribuzenskych
vztahov, v stitaziach na vysledky turnajov a napr. pri pocitacoch na znézornenie ¢asového
poradia uloh alebo toho, ktoré¢ ulohy mézu byt spustené sucasne.

S, S
\ ’
S, a=0
S, b=1
S, c=a+l
S, d=b+a
S, e=d+1
S, fi=c+d
S, S,

Obrazok 10.3. Priklad grafu planovania udalosti. Graf ukazuje, ze prikaz Ss nemoze byt vykonany pred
prikazmi §j, S5, a S;.

Pocitacové programy moézu byt rychlejSie spracované pri sucasnom spracovani
niektorych prikazov. Je dolezit¢é nevykonat prikaz, ktory vyZaduje vysledky eSte
nevykonanych prikazov. Zavislost' prikazov na predchadzajucich prikazoch moéze byt
reprezentovand orientovanym grafom. Kazdy prikaz je reprezentovany vrcholom, a z jedného
vrcholu do druhého ide hrana, ked prikaz reprezentovany druhym vrcholom neméze byt
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spracovany pred prikazom reprezentovanym prvym vrcholom. Budeme tieZ pozadovat, ze
premennd sa nemoze zaroven menit’ a byt pouzivanad v inom prikaze. Taky graf volame graf
planovania udalosti (precedence graph), priklad grafu pre poc¢itacovy program je na obr. 10.3.
Ukazuje, ze prikaz S5 nemoze byt vykonany pred prikazmi Si, S>, a Sa.

10.2 Niektoré zakladné definicie

Dva vrcholy u a v v neorientovanom grafe G sa volaju susedné (adjacent, neighbours) v G,
ked {u,v} je hrana grafu G. Ked e={u,v}, o hrane e sa hovori, Ze je incidentna (incident) s
vrcholmi # a v. O hrane e sa tiez hovori, ze spdja vrcholy u a v. Stupein vrcholu v
neorientovanom grafe je rovny poctu hran s nim incidentnych, s vynimkou faktu, ze slucka na
vrchole prispieva dvakrat k stuptiu vrcholu. Stupen vrcholu v sa oznacuje deg(v). Stupne
vrcholov st ilustrované na obr. 10.4.

c d e

Obrazok 10.4. Stupne vrcholov grafu na tomto obrazku su nasledujuce: deg(a)=1, deg(b)=5, deg(c)=4,
deg(d)=3, deg(e)=5

Vrchol stupna 0 sa vola izolovany; taky vrchol nie je spojeny zo ziadnym inym
vrcholom. Ked’ s¢itame stupne vSetkych vrcholov grafu, kazda hrana grafu prispieva k suctu
dvojkou. Sucet stupniov vrcholov je teda dvojnasobkom poctu hran. Pre neorientovany graf
(mo6ze mat’ aj ndsobné hrany a slucky) s |E| hranami teda plati

2|E| =Y deg(v) (10.1)

vel
Veta 10.1. Neorientovany graf mé parny pocet vrcholov neparneho stupna.

Dokaz: Nech ¥ a V, s mnoziny vrcholov parneho, resp. neparneho stupna neorientovaného
grafu G=(V,E). Potom

2|E| :Zdeg(v): Zdeg(v)+ Zdeg(v) (10.2)

vel vel| vel,

Pretoze deg(v) je parne pre veV, , prvy Clen na pravej strane je parny. Stcet na pravej strane
musi byt’ tiez parna, pretoze l'avé strana je parna. Preto aj druhy Clen na pravej strane musi
byt parny. Pretoze vsetky s¢itance tejto sumy su neparne, aby vytvorili parne ¢islo, musi ich
byt parny pocet. m

Orientované hrany sa vyjadruji pomocou usporiadanej dvojice vrcholov, napr. (u,v)
pre orientovanu hranu smerujucu z vrcholu u (zaciatocného vrcholu) do vrcholu v (koncového
vrcholu). V grafe s orientovanymi hranami pomenujeme vstupny stuperii vrcholu v pocet hran,

ktoré maju vrchol v ako koncovy vrchol. Tato hodnotu oznacujeme deg™ (v) Ako vystupny

stuperi vrcholu, deg” (v), oznatime podet hréan, ktoré z vrcholu v vychadzajt, teda ho maju

ako zacCiato¢ny vrchol.
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Veta 10.2. Nech G=(V,E) je graf s orientovanymi hranami. Potom
|E| = Zdeg+ (v)= Zdegi (v) (10.3)

velV velV

Dokaz: Pretoze kazda orientovand hrana ma svoj vstupny a vystupny vrchol, prispieva
rovnako jednotkou k sumam vstupnych a vystupnych stupiiov vrcholov, ktoré sa potom
rovnaju poctu orientovanych hran. m

Pre dany graf nie je zlozité najst’ postupnost’ stupniov vrcholov. Naopak, ked’ je dana
konecné postupnost’ celych nezapornych cisel 51, 52, ..., su, je otdzka, ¢i moéZeme zostrojit’ graf
s vrcholmi, ktoré maju po poriadku stupne rovné tymto ¢islam. Ak ano, postupnost’ volame
grafova postupnost. Aby postupnost’ bola grafovd, musi pre kazdy index i platit’ s,<n-1

. . n * r v r W b4 . : : r
a samozrejme aj E_IS[_]C parne cCislo. Nutnd a postacujica podmienka je vyjadrend
-

v Havlovej vete (tiez sa niekedy vold Hakimiho veta, podl'a autora, ktory priSiel na rovnaky
vysledok nezavisle o 7 rokov neskor)

Veta 10.3. Nech je dané nerastica postupnost’ nezapornych celych ¢isel pre n>3

S1y 82y vvvy Sns (10.4)
kde 1<s;<n-1. Postupnost’ (10.4) je grafova prave vtedy, ked’ je grafova tiez postupnost’
Sy =1 85 —1b aoosS, g =15 B ppeans, (10.5)

Vetu nebudeme dokazovat. Tato veta moze byt pouzitd rekurzivne k zisteniu, ¢i dlhSia
postupnost’ je grafova. Zakladny pripad je, Ze postupnost’ 0 je grafova. Ked v akomkol'vek
Stadiu rekurzie je 'ubovolny prvok novej postupnosti zaporny, ani pdvodna postupnost’ nie je
grafova. Poznamenajme, ze skratené postupnosti mozu vyzadovat’ preusporiadanie podla
velkosti, kym sa na ne veta znova pouzije. Veta sa da pouzit’ aj pre konStrukciu grafu pre
mnozinu vrcholov s danymi stupnami. Ked’ je postupnost’ grafova, zoberieme prvy vrchol o
stupni s; aspojime ho hranami ss; d’alSimi vrcholmi. Podobne postupujeme s d’alSimi
vrcholmi. Touto konStrukciou vytvoreny graf nemusi byt jediny pre mnozinu vrcholov
s danymi stupiiami, postupnost’ méze odpovedat’ aj vel'a inym neizomorfnym grafom.

Ako priklad kontroly, ¢i je postupnost grafova, si moézeme uviest postupnost
3,2,2,2,2,1. TG zmenime odobratim prvého ¢isla - trojky a odpocitanim jednotiek od
nasledujtcich troch ¢isel na postupnost’ 1,1,1,2,1, t usporiadame, dostaneme 2,1,1,1,1,
odobratim prvého cisla - dvojky aodpocitanim dvoch jednotiek dostavame 0,0,1,1, ta
usporiadame, dostaneme 1,1,0,0, odobratim prvého ¢isla - jednotky a odpocitanim jednotky
od d’alsieho ¢isla dostdvame 0,0,0,0. Teda postupnost’ je grafova.

Graf odpovedajuci tejto postupnosti zostavime ako na obr. 10.5.

Obrazok 10.5. Konstrukcia grafu odpovedajiicemu grafovej postupnosti 3,2,2,2.2.1.
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10.2.1. Niektoré Specialne typy grafov

Kompletny graf

Kompletny graf (alternativne volany aj uplny graf) o n vrcholoch, oznacovany ako K, je taky
graf, ktory obsahuje prave jednu hranu medzi kazdou dvojicou réznych vrcholov. Grafy K,
pre n=1,2,3,4,5,6 st zobrazené na obr. 10.6.

AN

K, K
Obrazok 10.6. Kompletné grafy
KruZnice
KruZnica dlzky n, alebo n-uholnik C,, n>3, pozostava z vrcholov vy, vy, ..., v, a hran {v, v,},

{v2, v3},.ots {Vi1, V), @ {vi, vi}. Na obr. 10.7 st n-uholniky Cs, C4, Cs a Cs .

v, v
j @ 02
C, c, Cs &« ¢, M

Obrazok 10.7. Kruznice

Bipartitné grafy

Graf, ktory ma vlastnost’, Ze jeho vrcholovd mnozina moéZe byt rozdelena na dve disjunktné
podmnoziny V' a V; tak, ze kazda hrana spaja vrchol z jednej z tychto podmnozin s vrcholom
z druhej z tychto podmnozin, sa vola bipartitny graf. Ako priklad mdézeme uviest’ graf
existujucich a minulych manzelstiev na dedine, kde hrana spéja vzdy manzela s manzelkou.
Taky graf sa da rozdelit na mnozinu manzelov na jednej strane a mnozinu manZzeliek na
strane druhej. Niektori z paru mézu byt spojeni s viacerymi vrcholmi druhej podmnoziny,
ked’ boli viackrat Zenati/vydaté za rozdielnych partnerov, ale aspoil na Slovensku sa zatial’
nenajde par zosobasenych muzov ¢i zZien.

Priklad 10.1. Su grafy Cs alebo K¢ bipartitné?

Graf Cs z obr. 10.7. je bipartitny, Vi={vi,vs3,vs}, Vo={va,v4,v6}. Graf K¢ z obr. 10.6. nie je
bipartitny, pri kazdom moZnom rozlozeni na dve vrcholové podmnoziny jedna z podmnozin
musi obsahovat’ asponl 2 vrcholy, ktoré podl'a definicie kompletného grafu musia byt’ spojené
hranou. V skuto¢nosti, ziadny graf o viac ako dvoch vrcholoch nie je kompletny a sti¢asne
bipartitny. Dalej zmiefiovany "kompletny bipartitny" graf je $pecialny typ grafu, ktory nie je
kompletny ako taky, teda l'ubovol'na dvojica vrcholov v fiom nie je spojena hranou.
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Ako mozné aplikéacie Specialnych typov grafov si mozeme uviest' lokalnu siet
pocitacov. Takato siet’ moze mat typicky jednu z dvoch topologii. Prvou typickou topologiou
je hviezdicova, kde vSetky zariadenia s prepojené s centralnym riadiacim zariadenim. Této
topologia mdze byt reprezentovana ako kompletny bipartitny graf, ktory zna¢ime K, , , kde
mnozinu V) tvori jeden vrchol, mnozinu ¥, tvori n vrcholov, a slovo kompletny tu znamena,
ze vsetky vrcholy z jednej mnoziny st prepojené so vSetkymi vrcholmi z druhej mnoziny.

Druhou typickou topologiou je kruhova topoldgia, kde kazdé zariadenie je spojené
presne s dvoma d’al§imi. Takéto topoldgie sa modelujii pomocou n-uholnikov C,, ako na obr.
10.7. Samozrejme existuju aj ich rézne kombinacie.

Ked chceme modelovat’ iba podproblém vicSieho problému (napr. dopravného),
mozeme z grafu odstranit’ uzly (mestd), ktoré nds nezaujimaji, a vSetky hrany s nimi spojené.
Tak dostavame z pdvodného grafu dopravnej siete jeho podgraf.

Podgraf a zjednotenie

Podgraf grafu G=(V,E) je graf H=(W,F), kde W< Va F cE. Zjednotenie dvoch grafov
G=(V1,E1) a Go=(V>,E») je graf s vrcholovou mnozinou V; U V; a hranovou mnozinou E; U
E,. Zjednotenie tychto grafov sa znac¢i G, U G,. Priklad je uvedeny na obr. 10.8.

a b f a b S a b J
)
c d e d e c d e
G, G, G,UG,

Obrazok 10.8. Priklad zjednotenia dvoch grafov. Grafy G, a G, su stfasne podgrafmi zjednoteného grafu
G1 o G2

10.3 Reprezentacia grafov a izomorfizmus grafov

Niekedy dva grafy su rovnaké v tom zmysle, ze ked’ vhodne posunieme vrcholy jedného grafu
nad druhy tak, aby sa prekryvali, aj vSetky hrany sa budu prekryvat’. Tato vol'ne povedant
definiciu mo6zeme preformulovat’ tak, Ze existuje medzi grafmi priradenie 1-1 vrcholov, ktoré
zachovdva hrany. V tom pripade hovorime, Ze grafy su izomorfné. Urcit, ¢i st grafy
izomorfné, byva niekedy vel'mi zlozity problém. Aby sa grafy dali pocitaCovo spracovat,
potrebujeme ich reprezentovat’ aj inak ako grafickym obrazkom.

Jednou z moznosti reprezentacie obycajné¢ho grafu je vypisat’ vSetky vrcholy a hrany
tohto grafu. Inou moznost'ou zépisu je zoznam susedov (adjacency list), ktory Specifikuje
susedné vrcholy pre kazdy vrchol grafu. U orientovaného grafu sa tak daju pre kazdy vrchol
pripisat’ vSetky koncové vrcholy hran zac¢inajucich u dané¢ho vrcholu grafu (obr. 10.9 a tab.
10.2).
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a b a b

Z\Q m}
G, G,

Obrazok 10.9. Pseudograf a orientovany graf na ukazku reprezentacie grafu.

Tabulka 10.2. Zoznam susedov pre grafy z obr. 10.9
Vrchol grafu G;  Susedné vrcholy  Vrchol grafu G,  Susedné vrcholy

a b a

b a c d e b a, e
c b, d c a b, d
d b c e d b

e b, d e e b e d

Matica susednosti (adjacency matrix)

Predpokladajme, ze G=(V,E) je obycajny graf, kde |V|=n. Predpokladajme, Ze vrcholy G st
zoradené nahodne ako vy, vy, ..., v,. Matica susednosti A gratu G vzhladom k danému
zoradeniu vrcholov, je nxn matica obsahujica iba nuly a jednotky, s prvkom a; rovnym 1
vtedy, ked’ s vrcholy v;, v; susedné, a rovnym 0, ked’ nie st spojené hranou. Teda A = (aj),
kde

ai/:{l pre{vi,vj}eEgraqu
0 inac¢
Vzhl'adom k tomu, Ze matica susednosti je zalozena na zoradeni (ocislovani) vrcholov, pre
graf o n vrcholoch méze existovat’ az n! roznych matic susednosti. Matica susednosti pre
obycajny graf je symetrickd, teda a;=a;; pre V i,j. Dalej, ked’ze oby&ajny graf nema Ziadne
slucky, prvky a;; na hlavnej diagonale su rovné 0.

Takéto matica sa d4 zovSeobecnit’ ako matica susednosti pre ndsobné hrany a slucky,

kde namiesto 1 ako vstupu a;; pre vrcholy v;, v; spojené hranou sa mdze nachadzat’ nasobnost’
hrany, a na diagonéle sa méze nachadzat’ 1, ked’ ma vrchol slucku (pozri obr. 10.10).

1 ) 01 00O
1 01 1 2
01 110
01101
02011
3 4 5

Obrazok 10.10. Graf a jeho matica susednosti-

Matica susednosti sa rovnako dd zovSeobecnit pre orientovany multigraf, kde
nenulovy vstup a;; pre vrcholy v;, v; spojené hranou oznacuje nasobnost’ orientovanej hrany
vychadzajicej z vrcholu v; a vehadzajucej do vrcholu v;. Pre grafy obsahujuce orientované
hrany matica nemusi byt’ symetricka.

Pre obycajné grafy sa tiez pouziva incidencnd matica (pozri obr. 10.11). Pre
neorientovany graf G=(V,E) sn vrcholmi am hranami je incidencnd matica pre dané
indexovanie hran a vrcholov vyjadrena ako nxm matica M = (m;), kde
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! ked’ hrana e, je incidentna s vrcholom v,
10 inak

Incidenéna matica moze byt tiez pouzitd na reprezentovanie nasobnych hran alebo sluciek.
Y

e € €& ¢ ¢é ¢
v (1.0 0 0 0O
v, |11 1 1 00
v, 1001 0 01 0
v, 100 1 0 11
v \O 0O 0 1 01

Obrazok 10.11. Graf a jeho inciden¢na matica

Pre zistenie, ¢i s dva grafy izomorfné, musime ndjst’ takl bijekciu medzi ich
vrcholmi, ktord zachovava hrany (aj ich multiplicitu). V opacnom pripade, ak chceme
dokazat’, ze dva grafy nie st izomorfné, staci Casto ukazat’, Ze sa liSia v nejakej vlastnosti,
ktor musia izomorfné grafy mat’ rovnakt. Taka vlastnost’ sa vola invariant vzhl'adom na
izomorfizmus obycajnych grafov. Izomorfné grafy musia mat’ rovnaky pocet vrcholov, hran,
multimnozinu stupnov vrcholov.

1 2 1 2 1 2
3 4 5 4 5 4 5
G, G, G,

Obriazok 10.12. Ktoré dvojice grafov st navzdjom izomorfné? (Pozor, ked sa hrany krizia, neznamena to, ze je
tam automaticky vrchol!)

Priklad 10.2. Zistite, ktoré z grafov na obr. 10.12. si navzijom izomorfné. Graf G, je
izomorfny s grafom G, pretoZe existuje funkcia f mapujica vrcholy grafu G| na vrcholy grafu
G, ktord zachovava hrany. Ked’ oznacime vrcholy grafu G, ako v; a vrcholy grafu G, ako w;,
kde flvi)=w1, f(vo)=wa, Av3)=wa, f(va)=ws, (vs)=ws , pre ktorakol'vek dvojicu vrcholov v;, vj,
ktord bola (nebola) spojena hranou, plati, ze je spojend (nie je spojena) hranou aj
odpovedajuca dvojica wi, wy, kde f(v))=wy, f{v;))=w,. Graf G3 nie je izomorfny s grafmi G, a G,
pretoze mu odpovedajice vrcholy maju stupne 2,3,3,4,4, zatial’ ¢o stupne vrcholov grafov G
a G, su 3,3,3,3.4. Takéto a iné pomocky a heuristiky sa vyuZzivaju pri zistovani izomorfizmu.
Aj ked ma algoritmus na zistenie izomorfizmu dvoch grafov v najhorSom pripade stale
exponencialnu zlozitost’, existuju algoritmy, ako napr. NAUTY, ktoré zvladnu ulohu pre 100
vrcholové grafy bezne riesit’ za menej ako 1 sekundu.

10.4 Suvislost’ v neorientovanych grafoch a eulerovské tahy

Nech G=(V,E) je graf. Postupnost’ (vo, e, vi, €2, ...,er,Vx) nazyvame sled, ak vy, vy, ..., ieV,
el ..., ex€E, ae;= {vi.1, vi} pre kazdé i=1,...,k. Sled, v ktorom su vSetky hrany navzajom rdzne
nazyvame fah asled, v ktorom si aj vSetky vrcholy navzijom rdzne nazyvame cesta.
Uzavrety sled je taky sled, v ktorom je prvy vrchol zhodny s poslednym. Uzavrety fah je taky
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tah, v ktorom je prvy vrchol zhodny s poslednym. KruZnica je uzavrety tah, v ktorom su
vSetky vrcholy navzdjom rdézne, s vynimkou prvého a posledného, ktoré sti zhodné. Tah je
eulerovsky tah, ked obsahuje kazda hranu (priklady pozri na obr. 10.13)%.

vychodiskovy sled

1 .
graf v
2 5 0&
6

uzavrety 1 uzavrety 1 kruznica 1 Eulerovsky 1
sled 3 tah y tah -

Obrazok 10.13. Postupnosti vrcholov vychodiskového grafu: Sled (6,2,1,2) — opakujt sa vrcholy aj hrany, tah
(4,6,2,1,3,6) — neopakujt sa hrany, cesta (4,6,2,1,3) — neopakujt sa vrcholy ani hrany, uzavrety sled (6,2,1,2,6)
— posledny vrchol totozny s prvym, uzavrety tah (4,6,2,1,3,6,5,1,4) — posledny vrchol totozny s prvym, kruznica
(6,2,1,3,6) — tah, posledny vrchol totozny s prvym, inak sa neopakuju, eulerovsky tah (4,6,2,1,3,6,5,1,4,3) —
prejde cez vSetky hrany

Neorientovany graf sa vold savisly, pokial' existuje cesta medzi kazdou dvojicou
rozdielnych vrcholov grafu (pozri napr. obr. 10.14). Napriklad v pocitatovej sieti mdzu
I'ubovol'né dva pocitace vzajomne komunikovat prave vtedy, ked’ je graf siete suvisly.

Graf, ktory nie je suvisly, je zjednotenim dvoch alebo viacerych suvislych grafov,
z ktorych ziaden par nema spolo¢ny vrchol. Tieto suvislé podgrafy (ktoré st maximalne v tom
zmysle, Ze neexistuje Ziaden dalSi vrchol, ktory by bol spojeny sich vrcholmi hranou
v povodnom grafu a kazda ich dvojica vrcholov musi byt v podgrafu spojend hranou, pokial
bola spojend v pdvodnom grafu) sa volajua komponenty grafu.

Niekedy odstranenim hrany alebo vrcholu zgrafu sa graf rozpadne na viac
komponentov. Taku hranu volame most a vrchol volame artikuldcia. Napr. v obr. 10.14 u
grafu G su artikulaciami vrcholy v4 a vs a mostmi st vSetky hrany, zatial' ¢o u grafu G
neexistuju ani artikulacie, ani mosty.

* Mozno zaviest’ aj zodpovedajiice pojmy pre orientované grafy, kedy mame tieto dvojice: sled — spojenie, tah —
trat,, cesta — orientovana cesta (draha), kruznica (n-uholnik) — okruh
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Obrazok 10.14. Priklad suvislého a nesuvislého grafu (graf G, je nesuvisly, ma dva komponenty s vrcholovymi
mnozinami {vi, v, v3, V4, Vs} a {vs, v7, g}, medzi dvojicami vrcholov z r6znych mnozin neexistuje cesta.

Uzavrety eulerovsky t'ah je taky eulerovsky tah, kde posledny vrchol je totozny
s prvym. Eulerova veta, prva veta teorie grafov z r. 1736, ktora riesi problém z obr. 10.1.:

Veta 10.4. Suvisly graf ma uzavrety eulerovsky tah prave vtedy, ked ma vsetky vrcholy
parneho stupna.

K dokazu tejto vety si najprv dokdzeme pomocnu vetu:

Veta 10.5. Kazdy vrchol grafu G suzavretym eulerovskym tahom je incidentny s hranou
aspoii jednej kruznice tohto grafu.

Dokaz vety 10.5. Nech x je 'ubovolny vrchol a xy hrana s nim incidentnd. Hrana xy
nemoze byt mostom grafu G, pretoze po jej odstraneni by sme dostali nestvisly graf
a komponent s uzlom x by mal 1 vrchol neparneho stupiia, o odporuje Vete 10.1. Existuje
teda kruznica prechadzajtica hranou xy a teda tiez vrcholom x. m

Dokaz vety 10.4 vychadza z predpokladu, ze ked sa graf G da zostrojit' jednym
uzavretym tahom, je suvisly. V grafe nemoze existovat’ vrchol v neparneho stupiia, pretoze
tahom do v prave tolkokrat vstupujeme, kolkokrat z neho vystupujeme. Predpokladajme
suvisly graf s vrcholmi parneho stupna. Zvol'me 'ubovol'ny vrchol w. Podl'a vety 10.5 existuje
v naSom grafe kruznica, ktord obsahuje vrchol w, tito kruZnica ndm urcuje uzavrety t'ah
zaCinajuci a konCiaci vo w (presnejSie, v zavislosti od smeru, ktorym sa po kruznici
pohybujeme, mézeme vybrat’ z 2 takych tahov). Zo vSetkych tahov zacinajucich a konciacich
uzlom w si zoberme tah T, s najvicsou dizkou. UkdZeme si, Ze to je na$ zelany uzavrety
eulerovsky tah. Predpokladajme, Ze by niektord hrana grafu nepatrila do 7,.. Zostrojme
podgraf G, grafu G, do ktor¢ho dame vsSetky hrany grafu G nepatriace do 7, a vrcholy
s nimi incidentné. Je vidno, ze G, je graf so vSetkymi vrcholmi parneho stupiia, ktory sa da
rozlozit’ na suvislé podgrafy. Teda aj G; obsahuje asponn jeden uzavrety tah (dovod je
podobny ako v dokazu vety 10.5). Teraz ale jednoducho zostrojime z 7,4 novy tah tym, Ze
dotiho ,,vnorime* uzavrety tah grafu G,. Tento novy tah m4 ale dizku vi&siu, ako bola dizka
Tyax, ¢im dochddzame ku sporu. Preto 7, obsahuje kazdi hranu grafu G atym je veta
dokazand. m

Priklad 10.3. Mdze byt tzv. Mohamedova Sabl'a, ukdzand na obr. 10.15, nakreslend jednym
tahom, ktory zacina a kon¢i v rovnakom bode (a Ziadna ¢iara nie je zdvojena)?
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Obriazok 10.15. Graf nazyvany Mohamedova $abl’a.

Vsetky vrcholy grafu G na obrazku 10.15. su parneho stupiia, teda graf ma uzavrety
eulerovsky tah. Pouzijeme na jeho konStrukciu konstruktivny postup z dokazu vety 10.5.
Najprv zostrojime I'ubovolny uzavrety tah v grafe, napr. tah T: a,b,d,c,b,e,i.f,e,a. Ked'ze sme
takto nenasli zelany uzavrety eulerovsky tah, zostrojime podgraf G, grafu G, do ktoré¢ho
dame vsetky hrany grafu G nepatriace do 7 avrcholy snimi incidentné. Potom v G,
vytvorime tah d,g.h.j,i,h.k,g.f,d, ktory prechadza cez vSetky hrany grafu G,. Vnorenim tohto
tahu do prvého tahu na vhodnom mieste dostavame tah a,b,d,g.h.j,ihk.gf.d.c,b.e,if.ea,
ktory prechadza cez vSetky hrany.

Veta 10.6. Stuvisly graf ma neuzavrety eulerovsky tah prave vtedy, ked ma dva vrcholy
neparneho stupia.

Dokaz: Ked’ ma suvisly graf neuzavrety eulerovsky tah, zrejme méa 2 vrcholy neparneho
stupnia. Opacne, ked’ médme graf' s dvoma vrcholmi neparneho stupiia, staci ich spojit’ s novym
vrcholom x avSetky vrcholy maji parny stupeil a existuje uzavrety eulerovsky tah. Po
odstraneni vrcholu x a s nim incidentnych hran dostavame otvoreny eulerovsky tah. m

Priklad 10.4. Daju sa grafy na obr. 10.8 nakreslit’ jednym tahom? Ked’Ze grafy G, G, na obr.
10.8 obsahuju dva vrcholy neparneho stupiia, uzavrety eulerovsky tah v nich neexistuje.
Existuje v nich ale otvoreny eulerovsky t'ah, ktory existuje v stvislom grafe prave vtedy, ked’
ma prave dva vrcholy neparneho stupna.

Aplikacie eulerovskych tahov a uzavretych tahov sa daji najst’ v planovani rozlozenia
obvodov, v posielani paketov po sieti, alebo aj v molekularnej biologii, kde sa eulerovské
cesty pouzivaju pri sekvenovani DNA.

Priklad 10.5. Pouzitim techniky spdtného prehl'addavania navrhnite algoritmus pre
konstrukciu uzavretého eulerovského tahu.

Pouzijeme algoritmus z kapitoly 4.2, kde bola metdda spitného prehl'addvania pouzita
pre konsStrukciu permutécii # objektov. Jeho jednoduchou modifikaciou dostaneme algoritmus
pre konstrukciu uzavretého eulerovského tahu (ak existuje)

Up:= @; wi:=1; Uy:=I['(1); d:=2; m=polet hran;
while d4>1 do
if Uy # J then
begin wg:=get element (Ug); Uq:=Us—{wg};
if d<m then
begin d:=d+1;
Ug:=I"(wg-1) ;
Z mnoziny Uy odstranime tie vrcholy iel (wg-1),
ktorych hrany {i,wg-1} sa vyskytujua v aktualnom
tahu (wi,ws, ..., Wg-1)
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end else
if W1=Wqg then
begin print (wi,wz, ..., Wne1) 5
d:=d-1;
end;
end else d:=d-1;

Algoritmus je inicializovany tym, Ze za prvy vrchol je vybrany vrchol indexovany 1. Pokial
uzavrety eulerovsky t'ah existuje, potom je jedno, ktory vrchol bol zvoleny za vychodzi.
Symbol I'(7) reprezentuje mnozinu vrcholov, ktoré st susedné s vrcholom i. Pri predlZovani
tahu (vnutorny blok zacinajuci prikazom d:=d+1), z mnoziny kandidatov Uy musime
odstranit’ tie vrcholy, ktoré tvoria hrany vyskytujice sa v predchddzajiucej casti tahu.
Algoritmus je ilustrovany jednoduchym prikladom z obr. 10.16.

Obrazok 10.16. Strom rieSeni (diagram B) pre uzavrety eulerovsky tah zostrojeny algoritmom spitného
prehl’adavania z prikladu 10.5 pre obycajny graf (diagram A).

Priklad 10.6. Pouzitim techniky spdtného prehl'addvania navrhnite algoritmus pre
konstrukciu otvoreného eulerovského tahu.
Tento algoritmus vznikne jednoduchou modifikéaciou algoritmu z prikladu 10.5.

U;:={vrcholy s neparnym stupnom}; d:=1; m=pocet hran;
while d>0 do
if Uy # J then
begin wg:=zober prvok (Ug); Uq:=Us—{wg};
if d<m then
begin d:=d+1;
Uq:=I" (wg-1) ;
Z mnoziny Ug odstradnime tie vrcholy iel (wg-1),
ktorych hrany {i,wg-1} sa vyskytuja v aktuadlnom

tahu (wi, w2, ...,Wg-1)7
end else
begin print (w1, w2, ..., Wo1) 5
d:=d-1;

end;
end else d:=d-1;

V tomto pripade algoritmus uz musi byt inicializovany mnozinou U, ktora obsahuje obidva
vrcholy grafu s neparnym stupiiom. Algoritmus je ilustrovany na obr. 10.17.
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Obrazok 10.17. Strom rieSeni (diagram B) pre otvoreny eulerovsky tah zostrojeny algoritmom spitného
prehl'adavania z prikladu 10.6 pre obycajny graf (diagram A).

Orientovand cesta (draha) z a do b v orientovanom grafe G je sekvencia jednej alebo
viac hran (xo,x1), (x1,%2), (x2,X3),..., (Xn-1,X4) V G, kde xo= a a x,= b, teda koncovy vrchol jednej
hrany je pociatocnym vrcholom nasledujticej hrany. Takato cesta je oznacena xo,x1,x2,X3,..., Xp-
1%, a ma dizku n. Orientovana cesta, ktora za¢ina a koné&i v rovnakom vrchole, sa vola okruh.
U okruhov mézeme rozliSovat’, v ktorom vrchole za¢inaju a v ktorom koncia, a aj ktorym
smerom idu, potom také okruhy povazujeme za navzajom rozne. Ked vSetky hrany
povazujeme za neorientované, pre obycajny graf vrcholy a hrany kazdého z tychto okruhov
tvoria ale ten isty podgraf dané¢ho grafu - kruznicu.

Pre orientované grafy je situdcia zo suvislostou zlozitejSia, mdézeme si definovat’, ze
graf je silno suvisly, ked’ pre l'ubovol'né dva vrcholy a, b grafu existuje tak orientovand cesta z
a do b, ako aj cesta z b do a.

Orientovany graf je slabo suvisly, ked’ existuje cesta medzi I'ubovolnymi dvoma
vrcholmi v neorientovanom grafe, vzniknutom z orientovaného grafu odstranenim orientacie
hran.

Priklad 10.7. Su grafy na obr. 10.18. silno alebo slabo stvislé¢?
Graf G je silno savisly, pretoZe existuje cesta medzi 'ubovol'nymi dvoma vrcholmi v tomto

orientovanom grafe. Preto je tento graf sti¢asne aj slabo suvisly. Graf G, je slabo stvisly,
neexistuje cesta z vrcholu a na vrchol b.

a b a b

d d
G, G,
Obrazok 10.18. Priklad silno stvislého grafu G, a slabo stuvislého grafu G.,.

Pocet ciest medzi dvoma vrcholmi v grafe moZze byt’ ur€eny pomocou jeho matice susednosti.
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Veta 10.7. Nech G je graf s maticou susednosti 4 vzh'adom na usporiadanie vrcholov vy, vs,
...V, (s orientovanymi alebo neorientovanymi hranami a povolenymi slu¢kami a ndsobnymi
hranami). Po¢et rozdielnych sledov dizky r z vrcholu v; do vrcholu v;, kde r je kladné celé
Cislo, sa rovna prvku a; matice A'.

Dokaz: Nech G je graf s maticou susednosti 4 vzhl'adom na usporiadanie vrcholov v, vy,
...vn. Pocet ciest dizky 1 vrcholu v; do vrcholu v; sa rovna prvku a;; matice 4, ¢o je pocet hran
z vrcholu v; do vrcholu v; . Pouzime indukciu. Predpokladajme, Ze prvok a; matice A” sa rovna
poétu roznych sledov dizky r z vrcholu v; do vrcholu v; . Pretoze A= A" A, prvok a;; matice
A" sa rovna bin aijtbyn axyt...by ay , kde by je (i,k) prvok matice A". Podla indukénej
hypotézy, by je poéet rozdielnych sledov dizky r z vrcholu v; do vrcholu vy.

Sled dizky 7+1 z vrcholu v; do vrcholu v; sa vytvori zo sledu dizky  z vrcholu v; do
nejakého vrcholu v a z hrany z vrcholu vx do vrcholu v;. Pocet takychto sledov je ndsobok
poctu sledov diiky r z vrcholu v; do vrcholu v , teda by, a po€tu hran z vrcholu v do vrcholu
v;, teda ay. Ked’ sa tieto ndsobky scitaji cez vSetky mozné vrcholy v, dostdvame zelany
vysledok odpovedajuci vyslednému prvku matice vzniknutej nasobenim matic 4" 4. m

a b

c d
Obrazok 10.19. Graf k prikladu 10.8.

Priklad 10.8. Kol'ko sledov dizky 4 z vrcholu a do vrcholu d existuje pre graf z obr. 10.19?
Matica susednosti a jej Stvrta mocnina vyzeraju nasledovne

0110 8 0 0 8
100 1| , |08 80

A= A =
100 1 08 80
0110 8 0 0 8

a pocet sledov o dizke 4 od vrcholu a do vrcholu d sa rovna prvku a4 matice 4*, teda 8.
Konkrétne ide o sledy a,b,a,b.,d; a,b,a,c,d; a,b,d,b,d; a,b,d,c,d; a,c,a,bd; a,c,a,c,d; a,c,db,d; a
a,c,d,cd.

Veta 10.7. moze byt pouzitd na najdenie dizky najkratSej cesty a tieZ na zistenie, &i je graf
suvisly.

10.5 Hamiltonovské cesty a kruZnice

V prvom probléme teorie grafov bolo skimané, ¢i sa da v multigrafe prejst’ prave raz cez
vSetky hrany a pripadne sa aj vratit na vychodzi vrchol. Tento problém bol elegantne
vyrieSeny. Existuje aj podobny problém pre vrcholy grafov: dé sa po hranach v grafe prejst
prave raz cez vSetky vrcholy a pripadne sa aj vratit’ na vychodzi vrchol? Takyto problém uz
zial’ nie je jednoducho riesitel'ny.
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Problém bol prvy krat presne definovany v roku 1857, kedy irsky matematik Sir
William Rowan Hamilton® navrhol hru zvanu "cesta okolo sveta". Bolo treba najst’ cestu po
hranach dodekaédra (pravidelného dvanaststenu) vSetkymi vrcholmi predstavujicimi mesta
vo svete tak aby sa preslo cez vSetky mestd az do vychodzieho po najmenSom pocte hran
(pozri obr. 10.20.). Ked’ mé taka cesta mat’ minimalny pocet hran, vrcholy sa v nej nesmui
opakovat’, s vynimkou prvého, ku ktorému sa dojde na konci. Takychto ciest je pre dodekaédr
samozrejme viac.

Obrazok 10.20. Dodekahedron v priestore a ako graf, spolu s hamiltonovskou kruznicou

Formalne sa d& definovat’ analogicky k eulerovskému tahu a k eulerovskému
uzavretému tahu aj hamiltonovska cesta a kruznica: Cesta vy, ..., v, v grafe G= (V,E) o n
vrcholoch sa vold hamiltonovska cesta, ked’ v; # v; pre 1<i<j<n. KruZnica vi, vy, ..., V, V1 (8
n>2) v grafe G= (V,E) sa vola hamiltonovska kruZnica.

Nie su zial zndme ziadne nutné a ziroven postacujuce kritéria pre existenciu
hamiltonovskej kruznice. AvSak existuje dostatok viet, ktoré stanovuju postacujice
podmienky pre existenciu hamiltonovskej kruznice, a niektoré¢ vlastnosti ndm zasa urcuju, ze
graf nemd6ze mat’ hamiltonovska kruznicu. Napriklad graf s vrcholom stupiia 1 nemdze mat’
hamiltonovskt kruznicu, v kruznici musi byt kazdy vrchol incidentny s dvoma hranami.
Naopak, obidve hrany u vrcholu stupna dva musia byt sucastou kazdej hamiltonovskej
kruznice, pokial’ nejaka v grafe existuje.

Vo vseobecnosti, ¢im viac hrdn ma graf, tym pravdepodobnejsie je, Ze bude mat’
hamiltonovsku kruznicu.

Priklad 10.9. Ukéazte, Zze K, ma hamiltonovskl kruznicu pre n>3.

Hamiltonovsku kruznicu mézeme zacat’ v 'ubovol'nom vrchole. Takato kruznica moze
byt skonStruovand, ked” ideme po vrcholoch vTubovolnom poradi, pokial skonc¢ime
v rovnakom vrchole ako sme zacali a vnutri cesty navstivime kazdy vrchol prave raz. To je
mozné preto, ze v K, existuje hrana medzi 'ubovolnymi dvoma vrcholmi.

3 William Rowan Hamilton (1805-1865) sa narodil v Dubline v rodine pravnika. Uz ako 3-roény vedel vyborne
¢itat’ a zvladol pokrocila aritmetiku. Preto ho poslali byvat’ s jeho strykom, vynikajucim lingvistom. V 8 rokoch
Hamilton vedel po latinsky, grécky a hebrejsky. Dalej zvladol talianéinu, francuzstinu a orientalne jazyky, pysil
sa tym, ze pozna tol’ko jazykov, kol’ko ma rokov. V 17 rokoch sa ale zameral na matematicku astronémiu. Do
vstupu na vysoku skolu Trinity College v 18 rokoch Hamilton nechodil do ziadnej §koly, vzdelavali ho stikromi
tatori. Po skole bol menovany Kralovskym astronémom, a v tejto funkcii zotrval cely zivot. NajvyznamnejSie
objavy urobil, ked” mal 20 rokov, predovsetkym v optike, abstraktnej algebre (vynasiel objekty zvané
quarterniony). Ku koncu Zivota trpel alkoholizmom, Zil odlicene a ostali po iom stohy nepublikovanych prac,
premiesané s taniermi so zvySkami jedla.
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Veta 10.8. (Diracova teoréma) Ked’ G je obycajny graf s n vrcholmi pre n>3 taky, ze stupen
kazdého vrcholu v G je aspoii n/2, potom ma graf G hamiltonovski kruznicu.*

Veta 10.9. (Oreho teoréma) Ked” G je obycCajny graf sn vrcholmi pre n>3 taky, Ze
deg(u)t+deg(v)>n pre kazdu dvojicu nesusednych vrcholov uavv G, potom ma graf G
hamiltonovsku kruznicu.

Tieto teorémy ale nepodavaju nutné podmienky pre vyskyt hamiltonovskej kruznice,
napriklad podmienky z viet 10.8 a 10.9 neplatia pre Cs, ktory hamiltonovskl kruZznicu celkom
isto ma. Teorémy nebudeme dokazovat'.

Priklad 10.10. Nakreslite graf, ktory reprezentuje hamiltonovsku cestu koflom na Sachovnici
3x4.

Kon je Sachova figlrka, ktord moze t'ahat’ alebo dve poli¢ka vodorovne a jedno zvisle,
alebo dve policka zvisle a jedno vodorovne. Teda, kon na policku (x,) moze tahat’ na policka
(x+1,y+2) a (x+2,y+1), pokial’ nie su tieto policka za okrajom Sachovnice. Cesta koflom je
postupnost’ legalnych tahov, ktord navstivi kazdé policko prave raz. Ked’ sa da legalnym
tahom dostat’ z posledného policka tejto cesty na prvé, hovorime o uzavretej ceste koniom.
Cestu koniom mo6zeme modelovat’ grafom, kedy pre kazdé policko na Sachovnici odpoveda
vrcholu ahrana spaja tieto vrcholy, pokial' existuje povoleny tah kofiom medzi
odpovedajucimi poziciami. Uzavretd cesta koniom tak zodpoved4d hamiltonovskej kruznici
a otvorena cesta koiom hamiltonovskej ceste. Napriklad graf, ktory reprezentuje cestu konom
(hamiltonovsku cestu) na Sachovnici 3x4 je na obr. 10.22.

(-1,j-2)  (-2,4-1) (25D (i-1,j+2)
i-2 @ o
i-1 o o
i [ | .
(i)
i+1 @ ®
i+2 ® @
-2 -1 joogtL g2 (i+1,5-2) (i+25-1) (1+2,4+1)  (i+1,j+2)
A B

Obrazok 10.21. (A) Pripustné tahy kofiom na Sachovnici a (B) odpovedajuci graf (vychodzi vrchol je oznaceny
Stvorcom)

6 9 12
11 4 1
2 7 10
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Obrizok 10.22. Tah kofiom na $achovnici 3x4 a odpovedajiica tabul’ka postupnosti tahov

Priklad 10.11. Ako suvisi Grayov kod s hamiltonovskou kruznicou?

Grayov kod pozostava z n binarnych retazcov pre vSetky mozné kombinacie bitov,
kedy retazce su wusporiadané po rade tak, ze sa liSia vzdy o1 bit, napr.
000,001,011,010,110,111,101,100, a prvy sa tiez liSi od posledného o 1 bit. Grayov kod bol
pomenovany po Frankovi Grayovi, ktory ho vymyslel v 40tych rokoch 20 storo¢ia v AT&T
Bell laboratoriach, aby minimalizoval chyby v prenose signalu. Hodnoty bitov v retazcoch
moézu definovat hodnoty suradnic, atak sa d4 postupnosti vrcholov definujicej
hamiltonovskt kruznicu na kazdej n-rozmernej hyperkocke priradit’ Grayov kod. Dovodom
je, ze u susednych vrcholov hyperkocky sa sturadnice vzdy liSia iba v jednej hodnote, teda o 1

bit (pozri obr. 10.23).
100‘,»“"‘ 10;

000 001

0,

Obrazok 10.23. Hamiltonovska kruznica pre QOs.

Priklad 10.12. Automatické pracka a eulerovska a hamiltonovska kruznica

Na obr. 10.24 je znazornend schéma na nastavenie jedného zo Styroch programov
automatickej pracky. Program je urCeny zapojenim/nezapojenim dvoch kontaktov 4 a B.
Otacanim gombika sa prepoja (oznacené 1) alebo neprepoja (oznacené 0) kontakty, pre ktoré
mame Styri kombindcie: 00,01,10,11. Na rozdielne zopnutie kontaktov vSetkych moznych
kombinacii A, B ale netreba 2x4=8 miest, ale stacia iba 4 miesta. Ked’ si totiz zoberieme
cyklicktl postupnost’” 0011, ak berieme vzdy dve susedné Cislice, a posivame sa o jedno
miesto, vytvorime pod BA dvojice 00, 01, 11, 10 (pozri obr. 10.24).

Treba zostrojit” analogickd schému pre osem programov.

A B
° ®

Obrazok 10.24. Nastavenie 4 moznych programov pracky
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100 110

001 011

Obriazok 10.25. Nastavenie 8 moznych programov pracky, najdenie retazca pomocou hamiltonovskej kruznice
a pomocou uzavretého eulerovského t'ahu

Analogické rieSenie k rieSeniu na obr. 10.24 je na obr. 10.25, kde je pouzita cyklicka
postupnost’ 00011101 a bert sa vzdy tri susedné Cislice; ked’ sa posuvame o jedno miesto,
vytvorime pod CBA trojice 000, 001, 011, 111, 110, 101, 010, 100. Cyklicki postupnost’
mozno ziskat’ pomocou hamiltonovskej kruznice v prvom grafe obr. 10.25, kde su spojené
bindrne retazce, ktoré dostaneme jeden z druhého pridanim c¢islice dopredu a odobratim
posledne;j Cislice, alebo naopak, pridanim ¢islice dozadu a odobratim prednej ¢islice. Pridana
¢islica moze byt 0 alebo 1. Rovnaké rieSenie moZeme ziskat’ z druhého grafu, kde vrcholy
tvoria spolocné podretazce binarnych retazcov a hrany tvoria prekryv binarnych retazcov
vrcholov. V takom grafe nam sta¢i néjst’ uzavrety eulerovsky tah, aby sme dostali cyklicka
postupnost’.

Priklad 10.13. Pouzitim techniky spdtného prehladdvania navrhnite algoritmus pre
konstrukciu vSetkych moznych hamiltonovskych ciest.

Podobne ako v prikladoch 10.5 a 10.6 pouzijeme metddu spdtného prehladavania.
Jednoduchou modifikaciou tychto algoritmov dostaneme algoritmus pre konStrukciu
hamiltonovskej cesty. Poznamenajme, Ze v operaénom vyskume (vedny odbor zaoberajlci sa
matematickymi metdodami ekonomie) sa podobny problém nazyva problém obchodného
cestujuceho, kde je potrebné navrhnut’ taka cestu, aby obchodny cestujuci navstivil kazdé
mesto prave raz, na zaver cesty sa vratil do vychodzieho mesta a celkova dizka cesty bola
minimalna. Podmienka uzavretosti znamena, Ze konStruovand cesta je hamiltonovska
kruznica.

n=pocet vrcholov; U;:={1,2,..,n}; d:=1;
while d>0 do
1T Uy 20 then
begin wy:=get element (Ug); Uq:=Us—{wq};
ifT d<n then
begin d:=d+1;
Ug:=I" (wg-1) ;

Ug:=Ug—{w1, w2, ..., Wg-1};
end else
if Wi1=Wg then
begin print (wi, w2, ..., ws);
d:=d-1;

end;
end else d:=d-1;
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Algoritmus je inicializovany tym, Ze mnoZina U; obsahuje vSetky mozné vrcholy grafu. Pri
predlzovani cesty (vnutorny blok zacinajuci prikazom d:=d+1), z mnoziny kandidatov Uy
musime odstranit’ tie vrcholy, ktoré tvoria hrany vyskytujice sa v predchadzajicej Casti cesty.
Algoritmus je ilustrovany jednoduchym prikladom z obr. 10.26.

&~

A

Obriazok 10.26. Dva stromy rieSeni (diagramy B a C) pre hamiltonovskl cestu zostrojeny algoritmom spétného
prehladavania z prikladu 10.13 pre obycajny graf (diagram A). Cesty, ktoré koncia vrcholom v krazku su
uzavreté (hamiltonovska kruznica).
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Cvicenie:

10.1.

10.2.

10.3.

10.4.

10.5.

10.6.

Prienikovy graf (intersection graph) stboru mnozin 4;, 4, ..., 4, je graf, ktorého
vrcholy reprezentuju tieto mnoZiny a hrana spaja tieto vrcholy, ked’ im odpovedajuce
mnoziny maju neprazdny prienik. SkonStruujte prienikové grafy pre nasledujuce
subory mnozin.
(a) 41={0,2,4,6,8}, 4,={0,1,2,3,4}, 45={1,3,5,7,9}, 4,={5,6,7,8,9}, 45={0,1,8,9}
(b) 41={...,-4,-3,-2,-1,0}, 4>={...,-2,-1,0,1,2,...}, A5={...,-6,-4,-2,0,2,4.6,...},
As={...-5,-3,-1,1,3,5,....}, As={...,-6,-3,0,3,6,...}
(c) Ai={x | x<0}, A={ x | -1<x<0}, 4A5={ x | 0<x<I}, As={ x | -1<x<1},
Asz{ X ‘ x>—1}, A(,:R

Koho v nasledujucom grafe vplyvu na obr. 10.27. ovplyviiuje Karol a kto vplyva na
Karola?

Jano Karol

Viera Iveta Denisa
Obriazok 10.27. Graf ovplyviiovania, vyuzivany v psychologii.

Skonstruujte graf planovania udalosti pre nasledujici program:
Si:x:=0

Srx=x +1

S3: =2

Sa: zi=y

Ss:xi=x +2

Se:y=x +z

Moéze existovat’ obycCajny graf s 15 vrcholmi, pricom kazdy z nich ma stupeni 5?

Ked’ pre kazdého c¢lena spolo¢nosti spocitame, s kol’kymi 'ud’'mi si potriasol rukou, a
tieto pocty sCitame, ukézte, ze sucet je parny. Predpokladajte, Ze nikto si nepotriasol
rukou sam zo sebou.

Pre ktoré hodnoty n su nasledujice grafy bipartitné?

a) K,

b) C,

c) W, <o je oznaCenie tzv. kolesa, Co je hviezda so stredovym vrcholom,
kde obvodové vrcholy st prepojené kruhom ako u C,

d) O,, tzv. n-kocky (alebo n-rozmerna kocka, n-cube), kde vrcholy reprezentuju
binarne retazce dizky n. Vrcholy si spojené hranou vtedy, ak sa im odpovedajiice
bitové ret'azce lisia prave v jednej pozicii, pozri obr. 10.28.
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10.7.

10.8.

10.9.

10.10.

10.11.

10.12.

10.13.

10.14.

10.15.

10.16.

110 111

10 11

=1 ]
[ J

O, 0,

Obrazok 10.28. Prvé tri n-rozmerné kocky (pre n =1, 2 a 3).
Kol’ko hran mé graf, ked’ ma vrcholy stupnia 4,3,3,2,2? Nakreslite taky graf.

Existuje obycajny graf o piatich vrcholoch nasledujucich stupniov? Ked’ 4no, nakreslite
ich.

a) 33,332

b) 1,2,3,4,5

c) 1,2,344

d) 3.4343

e) 0,1,2,2,3

) L1,1,1,1

Korl’ko podgrafov o aspoil jednej hrane maju grafy K, Kz a W3?

Nech G je graf o |V] vrcholoch a |E| hranach. Nech M je maximalny stupeii vrcholov z
G a nech m je minimalny stupeni vrcholov z G. Ukazte, ze 2|E|/|V]= m a 2|E|/|V|< M.

Obycajny graf sa vola pravidelny (regular), ked’ kazdy z jeho vrcholov ma rovnaky
stupen. Kol'’ko vrcholov stupiia 4 mé regularny graf o 10 hranach?

Doplnkovy (prip. komplementarny, complementary) graf G ku grafu G ma rovnaku
vrcholovii mnozinu ako G. Dva vrcholy st spojené hranou v G vtedy, ked’ nie st
spojené v G. Najdite

a) K,

b) ]Zm,n

¢) C,

d) 0,

Ked je G oby&ajny graf o 15 hranidch a G ma 13 hran, kol’ko vrcholov ma graf G?
Ked je G oby¢ajny graf o |V] vrcholoch a |E| hranach, kol’ko hran ma graf G ?

Ukéazte, ze ked je G obycajny bipartitny graf o |V] vrcholoch a |E| hrandch, potom
|E|<|V/4.

N3jdite inciden¢né matice pre
a) K,
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10.17.

10.18.

10.19.

10.20.

10.21.

10.22.

10.23.

10.24.

10.25.

10.26.

10.27.

10.28.

b) C,

c) W, ¢o je oznaCenie tzv. kolesa, ¢o je hviezda so stredovym vrcholom,
kde obvodové vrcholy st prepojené kruhom ako u C,

d) K.

Predpokladajme, Ze G a H su obyc€ajné¢ izomorfné grafy. Ukazte, ze ich
komplementarne grafy G a H su tieZ izomorfné.
Ukazte, ze vrcholy bipartitného grafu s dvoma alebo viac vrcholmi moézu byt

indexované tak, ze ich matica susednosti mé tvar [)(_!); ‘(ﬂ, kde Styri vstupy su

obdiznikové bloky.

Oby¢ajny graf sa vola samokomplementarny (selfcompementary), ked grafy Ga G st
izomorfné. Ukazte, ze cesta na Styroch vrcholoch je samokomplementarna.

Ukéazte, ze ked je G samokomplementarny obycajny graf s |V] vrcholmi, potom |V]
modulo 4=0 alebo 1.

Pre ktoré¢ celé ¢isla je C,, samokomplementarny?

Kolko neizomorfnych oby¢ajnych grafov s n vrcholmi existuje pre n rovné
a) 2

b) 3

c) 4

Kolko neizomorfnych obycajnych orientovanych grafov s n vrcholmi existuje pre n
rovné 2?7

Ked” vyndsobime maticu susednosti pre neorientovany graf s maticou k nej
transponovanou, ¢o je vysledkom vynasobenia?

Zistite, ¢i grafy zadané maticou susednosti st izomorfné

01 0 1/{]0 1 0 O
1 0 0 1|1 0 1 1
0 00 1}|]0 1 01
1 11 0j|[0 1 1 0

Definujte izomorfizmus pre orientované grafy.

Kol’ko pamiti je potrebné na reprezentaciu obycajného stvislého grafu o |V] vrcholoch
a |E| hranach, ked pouzijeme

a) zoznam dvojic vrcholov

b) maticu susednosti

¢) inciden¢nil maticu

N4jdite dvojicu obycajnych grafov s rovnakou multimnozinou stupiiov vrcholov, ktoré
ale nie st izomorfné.
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10.29. Ktory z grafov na obr. 10.29 sa dé nakreslit’ jednym tahom?

PR

1 2 3 4
Obrazok 10.29. Su to jednotazky?

10.30. Pomocou algoritmu z prikladu 10.5 najdite uzavreté a otvorené eulerovské tahy pre
prvé tri grafy z obr. 10.29 cvicenia 10.29.

10.31. Najdite také najvécsie silno suvislé podgrafy (také, ku ktorym sa neda pridat’ vrchol,
aby neprestali byt silno suvislé), ktoré zaroven maji spomedzi najvacSich silno
suvislych podgrafov aj najviac vrcholov, pre grafy z obr. 10.30.

a b a b c

< <€
c d e d e f

G, G,
a b ¢ d e
i h g f
G,
Obrazok 10.30. N4jdite najvicsie silno suvislé podgrafy

10.32. Najdite podet tahov dizky n medzi dvoma roznymi vrcholmi u K3 3 pre n rovné
(a) 2, ak st oba vrcholy v jednej mnozine biparticie K 3
(b) 3, ak su oba vrcholy v roznych mnozinéach biparticie Kj 3
(c) 4, ak st oba vrcholy v jednej mnozine biparticie K 3
(d) 5, ak su oba vrcholy v roznych mnozinéach biparticie Kj 3

10.33. Najdite podet sledov dizky n medzi dvoma roznymi vrcholmi u K, pre rovnaké
hodnoty n ako v predchddzajicom pripade

10.34. Ukazte ze v akomkol'vek obyCajnom grafe existuje cesta zlubovolného vrcholu
neparneho stupnia do nejakého iného vrcholu neparneho stupna.
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10.35. Ngjdite vSetky artikulacie grafov z obr. 10.20.

a b C a b C d
[ C
d e f e f g h
G, G,
a b C d
[ L J
e f g h
G,

Obrazok 10.31. Najdite artikulécie

10.36. N§jdite vSetky mosty u grafov z obr. 10.31.
10.37. Dokazte, Ze kazdy vrchol mostu obycajného grafu je artikulaciou, pokial’ ma stupeii

vacsi ako 1.

10.38. Komunikac¢na linka v komunikac¢nej sieti by mala byt’ zdvojend, ked’ jej nefunkcénost’
znemoziuje prenosu signal medzi nejakou dvojicou vrcholov. Ktoré spoje by mali byt
spojené v grafoch na obr. 10.32?

Obrazok 10.32. Ktoré hrany by mali byt zdvojené pre dvojité zabezpecenie suvislosti
komunikac¢nej sieti?

10.39. Ukazte, ze obycajny graf o n vrcholoch je suvisly, pokial obsahuje viac ako
(n-1)(n-2)/2 hran.

10.40. Ukazte, ako sa da Veta 10.7. vyuzit na najdenie dizky najkratsej cesty medzi dvoma
vrcholmi.

10.41. Ukazte, ako sa d4 Veta 10.7. vyuzit’ na zistenie, ¢i je graf suvisly.
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10.42. Ukazte, ze obycCajny graf je bipartitny prave vtedy, ked’ nemé ziadne kruznice neparne;j
dizky.

10.43. Ukazte, ze graf reprezentujuci pripustné tahy kofiom na Sachovnici mxn (kde m,n st
kladné celé Cisla, je bipartitny graf.

10.44. Ukazte, ze neexistuje uzavreta cesta konom pre Sachovnicu mxn, kde m,n su neparne
Cisla.

10.45. Ukazte, ze existuje Grayov kod dizky n bitov pre akékol'vek pozitivne ¢islo n, alebo,
ekvivalentne, ukazte, pomocou matematickej indukcie, ze n-kocka O, ma vzdy
hamiltonovsku kruZnicu.
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