Teoria gratov I

e zakladné pojmy

e multigraf, pseudograf, orientovany graf
e Specialne typy grafov, podgrafy

e reprezentacia a izomorfizmus

e cesty a cykly v grafe

e eulerovsky tah

e hamiltonovska kruznica
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Teoria grafov zavedena v 18. storoCi Eulerom

Prvym problém: Ako prejst’ po vSetkych mostoch Kralovca prave raz a vratit’ sa
domov? (Konigsberg v Prusku, teraz Kaliningrad v Rusku)
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Prvym problém: Ako prejst’ po vSetkych mostoch Kralovca prave raz a vratit’ sa
domov? (Konigsberg v Prusku, teraz Kaliningrad v Rusku)
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Neda sa — ak z nejakého vrcholu chceme vyjst’ a aj sa dontho vratit’ vzdy inou
hranou a vyuzit’ takto vSetky hrany, musi vrchol byt spojeny s parnym poctom
hran. To musi platit’ pre vSetky vrcholy.
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Leonhard Euler (1707-1783) bol synom
kalvinskeho knaza 2z okolia Bazileja vo
Svajéiarsku. V 13 rokoch tam zadal $tudovat’ na
univerzite teologiu na Zelanie svojho otca. Pod
vplyvom ucitela matematiky Bernoulliho zo
slavnej rodiny matematikov zacal aj Euler
Studovat’ matematiku, a vo svojich 16 rokoch
uspeSne ukoncil univerzitné vzdelanie. Na
pozvanie Petra Velkého pracoval 14 rokov v
Akadémii v Petrohrade, potom bol 25 rokov v
Berlinske; Akadémii, aby sa na koniec Zivota
vratil do Petrohradu. Euler bol neuveritelne
tvorivy vo vSetkych  oblastiach matematiky,
najma teorii Cisel, kombinatorike a analyze, rovnako ako v jej aplikaciach, napr.
v hudbe a stavbe lodi. Napisal 1100 publikacii, trvalo eSte 47 rokov po jeho
smrti, kym 1ch vSetky uverejnili. Mal 13 deti, dokazal pracovat’ a suiCasne hupat’
deti na kolenach. Poslednych 17 rokov Zivota bol slepy, ale vd’aka fantasticke;j
pamiti to nespomalilo jeho pracu, svoje vysledky diktoval. Publikacia jeho
suhrnného diela ma viac ako 75 zvazkov.
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Aplikacie:

5 = 7100 Moéze byt obvod vyrobeny ako plosny tlaceny
' spoj?
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Grafy chemickych zlu€enin — st rovnaké? Ako ich
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Pocitacove alebo transportné siete - najkratsia cesta?

Priesvitka 5




Vztahy medzi vyrokmi:
A. Dnes je sobota
B. Zajtra bude nedel’a alebo pondelok
C. Pozajtra bude utorok
D. V¢era nebola sobota
E. Vcera bol piatok

A
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Graf sa sklada z vrcholov (uzlov) a hran (so Sipkami su orientované)
Orientované — len s orientovanymi hranami Toam A Team C
Neorientované - bez orientovanych hran
Zmiesan¢ grafy — aj sorientovanymi aj
s neorientovanymi hranami

zobrazenie turnaja

vztahy v ekologii = kto koho Zerie

psychologii = kto ma nad kym vrch, zndmost’
antropologii = pribuzensky vzt'ah

Team B Team D

Graf G=(V,E) je definovany pomocou mnoziny vrcholov V' a mnoZiny E hran —
neusporiadanych dvojic e={u,v} vrcholov z V.

Orientovany graf G=(V,E) je definovany pomocou mnoziny vrcholov V a
mnoziny £ hran — usporiadanych dvojic e=(u,v) vrcholov z V.
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Multigrafy - obsahuju nasobn¢ hrany, reprezentujice napr. nasobné vizby
u chemickych zlicenin

ndasobné hrany: definicia grafu je rozSirena o ohodnotenie hran kladnym celym
Cislom, f:E—{12,..}.

f(e)=1 hrana e je jednoducha,
f(e) =2, hrana e je nasobna, fle) je jej multiplicita

3 3
| 2 e, g/‘
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5 4 e 4
A B
Diagram A znéazornuje graf s ndsobnymi hranami {1,5} a {2,4}, diagram B
znazornuje graf s mnozinou hran £ = {e;, e, e3, e4, €5}, kde zobrazenie f
je Specifikovane takto: fley) =1, flex) =2, flez) =1, fles) =3, fles) = 1.
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Pseudograf graf, ktory neobsahuje orientovan¢ hrany, ale ktory moze obsahovat’

nasobn¢ hrany alebo slucky.
Slucka je hrana, ktora je vychadzajuca a vchadzajaca do rovnakeého vrcholu.

a b
@

O
d

C e

Nazvy grafov podl'a typu hran

Typ Hrany Nasobn¢ hrany povolené Slucky povolené
obycCajny graf neorientované nie nie
multigraf neorientované ano nie
pseudograf neorientované ano ano
orientovany graf orientované nie ano
orientovany multigraf orientované ano ano
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Priklad
Graf planovania udalosti = precedence graph

S, a:=0

S, b:=1

S, c=a+l

S, d=b+a ’
S, e=d+1

S, f=c+d
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Niektoré zakladné definicie

Dva vrcholy u avvneorientovanom grafe G sa volaju susedné (adjacent,
neighbours) v G, ked’ {u,v} je hrana grafu G. Ked’ e={u,v}, o hrane e sa hovori,
ze je incidentnd (incident) s vrcholmi u a v alebo spdja vrcholy u a v.

Stuper vrcholu v neorientovanom grafe je rovny poctu hran s nim incidentnych,
s vynimkou faktu, Ze sluCka na vrchole prispieva dvakrat k stupnu vrcholu.
Stupen vrcholu v sa oznacuje deg(v).

Stupne vrcholov grafu na tomto obrazku su nasledujuce: deg(a)=1, deg(b)=5,
deg(c)=4, deg(d)=3, deg(e)=5
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Vrchol stupna 0 sa vola izolovany, taky nie je spojeny zo ziadnym inym
vrcholom.

Ked sCitame stupne vSetkych vrcholov grafu, kazda hrana grafu prispieva k
suctu dvojkou. Sucet stupniov vrcholov je teda dvojnasobkom poctu hran. Pre
neorientovany graf (mo6ze mat’ aj nasobné hrany a slucky) s |E| hranami teda plati

Z‘E‘deeg(v)

Veta. Neorientovany graf ma parny pocet vrcholov neparneho stupna.

Dokaz: Nech V7 a V, st mnoziny vrcholov parneho, resp. neparneho stupna
neorientovancho grafu G=(V,E). Potom
2|E| = Zdeg(v) = Zdeg(v)Jr Z deg(v)
velV vel] vel,

Pretoze deg(v) je parne pre veV, , prvy Clen na pravej strane je parny. Suma na
pravej strane musi byt tiez parna, pretoZze l'ava strana je parna. Preto aj druhy
Clen na pravej strane musi byt parny. PretoZe vSetky séitance tejto sumy su
neparne, aby vytvorili parne ¢islo, musi ich byt parny pocet. m
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Orientovane hrany sa vyjadruji pomocou usporiadanej dvojice vrcholov, napr.
[u,v] pre orientovani hranu smerujucu z vrcholu u (za¢iatoéne¢ho vrcholu) do
vrcholu v (koncového vrcholu).

vstupny stupein vrcholu v deg (v) pocet hran, ktor¢ maja vrchol v ako koncovy
vystupny stupeit vrcholu v deg’ (v) pocet hran, ktoré z vrcholu v vychadzaju,

teda ho maju ako zaciatocny vrchol.

Nech G=(V,E) je graf s orientovanymi hranami. Potom
B =2 deg (v) =z deg (v)

PretoZze kazda orientovana hrana ma svoj vstupny a vystupny vrchol, prispieva
rovnako jednotkou k sumam vstupnych a vystupnych stupniov vrcholov, ktoré sa
potom rovnaju poctu orientovanych hran. m
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Ked je dana koneCna postupnost’ celych nezapornych Cisel sy, 57, ..., s, J€
otdzka, ¢1 modzeme zostrojit’ graf s vrcholmi, ktoré maja poporiadku stupne
rovn¢ tymto Cislam. Ked &no, postupnost’ volame grafovd postupnost. Aby
postupnost’ bola grafova, musi pre kazdy index i platit’ s;<n-1 a samozrejme aj

> .S, je parne Cislo.

(2.2.2.1, 1) (2.2,2.1,1)

Havlova (Hakimiho) veta. Nech je dand postupnost’

S1y 82y eeey Sh (1)
pricom pri1 nezapornych celych Cislach s; plati s;>5,> ... > 5, n>2, 1<s;<n-1.
Postupnost’ (1) je grafova prave vtedy, ked’ je grafova tiez postupnost’

S; =1, 85 =L 80 =L S5 100e-058, (2)
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Niektoré Specidlne typy grafov

Uplny graf o n vrcholoch, oznadovany ako K, je taky graf, ktory obsahuje prave
jednu hranu medzi kazdou dvojicou roznych vrcholov.

Graty K, pre n=1,2,3,4,5,6
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Cyklus
C,, n>3, pozostava z vrcholov vy, vy, ..., v, a hran {vi, w2}, {v2, v3},..., {Vie1, Vu},

a{vy, vi}.

Cykly C3, C4, C5 s) C6
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Hviezdica

computers connected .-""--J \/
to netwaork \\\‘ j/\

| finih

Kruhova topologia

- connection from one
‘,f’ connputer to another

N

Priesvitka 17




Bipartitny graf

Vrcholova mnoZina moZe byt rozdelena na dve disjunktné podmnoziny V; a ¥,
tak, ze kazda hrana spaja vrchol z jednej z tychto podmnozin s vrcholom z druhe;j
z tychto podmnozin,

Priklad m6zZeme uviest’ graf existujucich a minulych manzelstiev na dedine, kde
hrana spdja vzdy manzela s manzelkou. Taky graf sa d4 rozdelit na mnozinu
manzelov na jednej strane a mnozinu manzeliek na strane druhej. Niektori z paru
mozu byt spojeni s viacerymi vrcholmi druhej podmnoziny, ked’ boli viackrat
Zenati/vydate za rozdielnych partnerov, ale aspon na Slovensku sa zatial’ nenajde
par zosobaSenych muzov €1 zien.
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Priklad: Su grafy Cgs alebo K¢ bipartitne?

Graf nge bipartitn}'/, V1={v1,v3,v5}, V2:{V2,V4,V6}.

Graf K nie je bipartitny, pr1 kazdom mozZznom rozloZeni na dve vrcholové
podmnoziny jedna z podmnoZin musi obsahovat’ aspon 2 vrcholy, ktoré podla
definicie kompletne¢ho grafu musia byt spojené hranou. V skutoCnosti, Ziadny
kompletny graf o viac ako dvoch vrcholoch nie je bipartitny.

Priesvitka 19




Podgraf a zjednotenie

Podgraf gratu G=(V,E) je grat H=(W F), kde W Va F CE.

Zjednotenie dvoch grafov G=(V,E)) a G,=(V,,E,) je graf s vrcholovou
mnozinou V; U V, a hranovou mnozZinou £; U E,. Zjednotenie tychto grafov sa
znaci G1 Y Gz.

a b f a b f a b f
[ o e 9 ®
- o
c d e d e c d e
G, G, G UG,

Priklad zjednotenia dvoch grafov. Grafy G; a G, su suCasne podgrafmi
zjednotené¢ho grafu G, U G,
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Izomorfné graty
Ked vhodne posunieme vrcholy jedného grafu nad druhy tak aby sa prekryvali,

a) vSetky hrany sa budu prekryvat (medzi grafmi existuje mapovanie 1-1
vrcholov, ktoré zachovava hrany)

Priklad: Ktoré¢ dvojice grafov si navzajom izomorfné?
(Pozor, ked’ sa hrany kriZia, neznamena to, ze je tam automaticky vrchol!)
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G, G, G,

Ked’ oznacime vrcholy grafu G, ako v; a vrcholy grafu G, ako w;,
funkcia f mapujiuca vrcholy grafu G; na vrcholy grafu G,, Avi))=wi, f(v)=w,,
f(v3)=wy, f(v4)=ws, f(vs)=w; zachovava hrany

Graf G; nie je 1zomorfny s grafmi G; a G,, pretoZze mu odpovedajuce vrcholy
maju stupne 2,3,3,4,4, zatial’ Co stupne vrcholov grafov G, a G, su 3,3,3,3.4.

Zistenie 1zomorfizmu dvoch grafov (ked” maja rovnake invarianty) ma v
najhorSom pripade stale exponencialnu zlozitost’ (ale NAUTY 100 vrcholov 1s)
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Reprezentacia grafov (aby sa dali zadat’ do pocitaca)

Z.oznam spojenia (adjacency list)

b

a b a

b a, c d e b a, e
c b, d C a, b, d
d b, c e d b

e b, d e e b, e, d
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Matica susednosti (adjacency matrix) 4 = (a;)

aij_{l pre{vi,vj}eEgraqu

0 1nac
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Inciden¢na matica

Pre neorientovany graf G=(V,E) s n vrcholmi a m hranami je to nxm matica
1 ked” hrana e; je incidentna s vrcholom v,

0 inak

M = (l’l’llj), kde ml-]- :{

SO
B

€
\

SO == O
O~ O~ o
— oo~ ol
S —=—_o O

0
0
0
1
1

J
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Suvislost’ v neorientovanych grafov a eulerovskeé tahy

vychodzi 1
graf |
2 v

sled (6,2,1,2) — moZu sa opakovat’ sa vrcholy aj hrany
t'ah (4,6,2,1,3,6) — neopakuju sa hrany
cesta (4,6,2,1,3) — neopakuju sa vrcholy ani hrany,
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Suvislost’ v neorientovanych grafov a eulerovskeé tahy

uzavrety 1 uzavrety 1 kruznica 1 Eulerovsky 1

uzavrety sled (6,2,1,2,6) — posledny vrchol totozny s prvym, modZu sa
opakovat’ sa vrcholy aj hrany

uzavrety tah (4,6,2,1,3,6,5,1,4) — posledny vrchol totoZzny s prvym,
neopakuju sa hrany

kruznica (6,2,1,3,6) — tah (neopakuju sa hrany) a posledny vrchol totozny
s prvym, inak sa neopakuju,

eulerovsky tah (4,6,2,1,3,6,5,1,4,3) — prejde cez vSetky hrany prave raz
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Neorientovany graf sa vola suvisly, pokial’ existuje cesta medzi kazdou dvojicou

rozdielnych vrcholov grafu.
(M6zu 'ubovol'né dva pocitace v pocitaCovej sieti vzajomne komunikovat'?)

1 2
® ®
3
J
4 5
G, G,

Priklad suvislého a nesuvislého grafu (graf G, je nesuvisly, ma dva komponenty
s vrcholovymi mnozinami {v;, v,, V3, V4, Vs} a {ve, V7, v}, medzi dvojicami

vrcholov z r6znych mnoZin neexistuje cesta.
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Eulerova veta, prva veta teorie grafov z r. 1736, ktora ries1 problém
d

Eulerova veta: Suvisly graf ma uzavrety eulerovsky t'ah prave vtedy, ked’
ma vSetky vrcholy parneho stupna.
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K dbokazu Eulerovej vety je uzitoCné mat’ pomocnu vetu:
Veta. Kazdy vrchol grafu G suzavretym eulerovskym tahom je incidentny
s hranou aspon jednej kruZznice tohto grafu.

Dodkaz vety 10.5. Nech x je 'ubovolny vrchol a xy hrana s nim incidentna.
Hrana xy nemdZe byt mostom grafu G, pretoze po jej odstraneni by sme dostali
nesuvisly graf a komponent s uzlom x by mal 1 vrchol neparneho stupna, ¢o
odporuje Vete 10.1. Existuje teda kruznica prechadzajica hranou xy a teda tiez
vrcholom x. m
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Dokaz Eulerovej vety

Ked sa graf G da zostrojit’ jednym uzavretym t'ahom, je suvisly. V grafe
nemoze existovat vrchol v nepdrneho stupna, pretoze tahom do v prave
tol'’kokrat vstupujeme, kol’kokrat z neho vystupujeme.

Predpokladajme suvisly graf s vrcholmi parneho stupna. Zvol'me 'ubovolny

vrchol w. Podl'a pomocnej vety existuje v naSom grafe kruznica, ktora obsahuje
vrchol w, tato kruznica nam urcuje uzavrety tah zacinajici a konciaci vo w
(presnejsie, v zavislosti od smeru, ktorym sa po kruznici pohybujeme, mozeme
vybrat’ z 2 takych tahov).
Zo vSetkych tahov zacinajicich a konciacich uzlom w si zoberme tah 7,
s najvacsou dizkou. Ukazeme si, Ze to je na$ Zelany uzatvoreny eulerovsky t'ah.
Predpokladajme, ze by niektora hrana grafu nepatrila do 7,,,,. Zostrojme podgraf
G, grafu G, do ktor¢ho dame vsetky hrany grafu G nepatriace do 7, a vrcholy
s nimi incidentné. Je vidno, Ze G, je graf so vSetkymi vrcholmi parneho stupna,
ktory sa da rozlozit’ na suvislé podgrafy. Teda aj G; sa da rozlozit’ na uzatvorené
tahy. Teraz ale jednoducho zostrojime z 7,,,, novy tah tym, ze donho ,,vnorime*
cykly grafu G,. Tento novy t'ah ma ale dizku viacésiu, ako bola dizka T, ¢im
dochadzame ku sporu. Preto 7, obsahuje kazda hranu grafu G a tym je veta
dokazana. m
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Priklad: Graf volany Mohamedova Sabl'a — d4 sa nekreslit’ jednym tahom, ktory
zaCina a konc¢i v rovnakom bode (a Ziadna Ciara nie je zdvojend)?

Vsetky vrcholy st parneho stupna, graf ma uzavrety eulerovsky tah. PouZijeme
postup z predchadzajuceho dokazu vety. Najprv zostrojime Tubovolnu
uzatvoreny t'ah v grafe, napr. tah 7: a,b.d,c,b,e,i.f,e,a. Ked'Ze sme takto nenasli
zelany uzatvoreny eulerovsky tah, zostrojime podgraf G; grafu G, do ktorého
dame vSetky hrany grafu G nepatriace do 7" a vrcholy s nimi incidentné. Potom
v G vytvorime tah d,g,h.j,i,h.k,g.f.d, ktory prechadza cez vSetky hrany grafu G;.
Vnorenim tohto tahu do prvého tahu na vhodnom mieste dostavame tah
a,b,d,g,hj,ihkg.fdcb.e,ife,a,ktord prechadza cez vSetky hrany.
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Veta. Suvisly graf ma neuzavrety eulerovsky t'ah prave vtedy, ked’ ma prave dva
vrcholy neparneho stupna

Dokaz: Ked’ ma suvisly graf neuzavrety eulerovsky tah, zregme ma 2 vrcholy
neparneho stupna. Opacne, ked’ mame graf s dvoma vrcholmi neparneho stupna,
staCi ich spojitt snovym vrcholom x avSetky vrcholy maji parny stupen
a existuje uzatvoreny eulerovsky tah. Po odstraneni vrcholu x asnim
incidentnych hran dostdvame otvoreny eulerovsky t'ah. m

a b f a b 7 Priklad: Daju sa grafy Gy,
¢ ¢ o ¢ G,  nakreslit  jednym
tahom? KedZe obsahuju
dva vrcholy neparneho

stupna, uzavrety
— ® culerovsky tah v nich
c d e d e C . .
neexistuje. Existuje v nich
ale otvoreny eulerovsky
G, G, y y

t'ah.
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Algoritmus spiatného prehladavania pre konsStrukciu uzavretej eulerovske;j
cesty

Ui:= &; wii=1; U,:=I'(1); d:=2;
while d>1 do
IT U, # & then
begin wy:=get element (Uy); Ugq:=Ug—{wg};
IT d<m then
begin d:=d+1;
Ug:=I (wgq-1) ;
Z mnoziny Uy odstranime tie vrcholy i€l (wg.1),
ktorych hrany {i,wg.1} sa vyskytuju v aktualnej

ceste (Wi, Wo, « oo, Wg1) 7
end else
if W{=Wgy then
begin print (wi, wWs, « .., Wni1) 7
d:=d-1;

end;
end else d:=d-1;

I'(i) mnoZina vrcholov, susednych s vrcholom indexovanym i.
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A l® le 5 1@ lé

Strom rieSeni (diagram B) pre uzavreti eulerovsku cestu zostrojeny algoritmom
spatneho prehl'adavania pre obyCajny graf
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Algoritmus spatného prehl’adavania pre konstrukciu otvorenej eulerovske;j
cesty

U;:={vrcholy s neparnym stupnom},; d:=1;
while d>0 do

iIT U, %2 D then
begin wy:=zober prvok (Uy); Ug:=Ug—{wg};
1T d<m then
begin d:=d+1;
Ug:=I" (wg-1) ;
Z mnoziny Uy odstranime tie vrcholy iel (wg1),
ktorych hrany {i,wgq;} sa vyskytuju v aktualnej

ceste (Wi, Wy, « .., W4-1) s
end else
begin print (wi, wWs, « .., Wni1) 7
d:=d-1;

end;
end else d:=d-1;
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A B

Strom rieSeni (diagram B) pre otvorenu eulerovsku cestu zostrojeny algoritmom
spatného prehl'adavania pre obycCajny graf (diagram A).
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Nesuvisly graf, je zjednotenim dvoch alebo viac suvislych grafov, z ktorych
Z1aden par nema spolo¢ny vrchol. Tieto suvislé podgrafy sa volaji komponenty
grafu.

Niekedy odstranenim hrany alebo vrcholu z grafu sa graf rozpadne na viac
komponentov. Taku hranu volame most a vrchol volame artikulacia.

]

G, G,

Priklad: u grafu G; su
artikulaciami vrcholy v4 a vs
a mostmi su vSetky hrany,
zatial Co u grafu G,
neexistuji ani artikulacie,
anl mosty.
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Orientovany graf je silno suvisly, ked’ pre 'ubovol'né dva vrcholy a, b grafu
existuje tak cesta "po Sipkach" z a do b, ako aj cesta z b do a.
Orientovany graf je slabo suvisly, ked existuje cesta "po Sipkach" medzi

lubovolnymi dvoma vrcholmi v neorientovanom grafe, vzniknutom z
orientované¢ho grafu odstranenim orientacie hran.

a b a b
3 'S
e e
o<« o<
C d C d

Priklad silno suvislého grafu G, a slabo suvislého grafu G..
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Veta. Nech G je graf s maticou susednosti A vzhl'adom na usporiadanie vrcholov
Vi, V2, ...V, (s orientovanymi alebo neorientovanymi hranami a povolenymi
slu¢kami a nasobnymi hranami). Poéet rozdielnych sledov dizky » z vrcholu v; do
vrcholu v;, kde r je kladné celé Cislo, sa rovna prvku a; matice A’

a b (0 0) (8

]
A=
1

11
00 1
0 0 1

11

S o0 0 O
S o0 0 O

c a (o 0, 8

Priklad: Kol'ko sledov diZky 4 existuje z vrcholu a do vrcholu d?

Pocet sledov o dizke 4 od vrcholu a do vrcholu d sa rovna prvku a;4 matice A4,
teda 8. Konkrétne 1de o sledy a,b,a,b,d; a,b,a,c,d; a,b,d,b,d; a,b,d,c,d; a,c,a,b,d,
a,c.a,c,d; a,c,d,b,d; aa,cd,c,d.
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Hamiltonovské cesty a kruznice

Existuje aj podobny problém ako u mostov Kralovce pre vrcholy grafov: da sa
po hranach v grafe prejst’ prave raz cez vSetky vrcholy a pripadne sa aj vratit’ na
vychodzi vrchol?

V roku 1857 irsky matematik Sir William Rowan Hamilton navrhol hru zvanu
"cesta okolo sveta". Bolo treba ndjst’ cestu po hranach dodekaedra (pravidelneho
dvanast’stenu) vsetkymi vrcholmi predstavujucimi mesta vo svete tak aby sa
preslo cez vSetky mestd az do vychodzieho po najmenSom pocte hran
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William Rowan Hamilton (1805-1865) sa
narodil v Dubline v rodine pravnika. Uz ako 3-
rocny vedel vyborne Citat’” a zvladol pokrocilua
aritmetiku. Preto ho poslali byvat s jeho
strykom, vynikajacim lingvistom. V 8 rokoch
Hamilton vedel po latinsky, grécky a hebrejsky.
Dalej zvladol talian¢inu, francuzstinu a
orientalne jazyky, pysil sa tym, ze pozna tol'ko
jazykov, kol’ko ma rokov. V 17 rokoch sa ale
zameral na matematickl astronomiu. Do vstupu
na vysoka Skolu Trinity College v 18 rokoch
Hamilton nechodil do Ziadnej Skoly, vzdelavali
ho sukromi tutori. Po Skole bol menovany
Kralovskym astrondbmom, a v tejto funkcii
zotrval cely Zzivot. NajvyznamnejSie objavy urobil, ked mal 20 rokov,
predovSetkym v optike, abstraktnej algebre (vynasiel objekty zvane
quarterniony). Ku koncu zivota trpel alkoholizmom, zil odlucene a ostali po nom
stohy nepublikovanych prac, premieSan¢ s taniermi so zvySkami jedla.
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Cesta x¢,x1,...,x, v grafe G= (V,E) sa vola hamiltonovska cesta, ked V={x(.xi,...,
Xn-1.Xn} @ X7#X; pre 0<i<j<m. Kruznica x¢,x1,...,X»,xXo (s n>1) v grafe G= (V,E) sa
vola hamiltonovska kruznica, ked’ xy,x;.,..., x,.1,X, j¢ hamiltonovska cesta.

Existuje hamiltovska kruznica?
Nutné a postacujuce Kritéria pre ®
postacujuce podmienky ©
zakazujuce podmienky ©
Vo vSeobecnosti, ¢im viac hrdn ma graf, tym pravdepodobnejsie je, Ze bude mat’
hamiltonovsku kruznicu
Diracov teorém: Ked' G je jednoduchy graf s n vrcholmi pre n>3 taky, Ze stupen
kazdeho vrcholu v G je aspon #n/2, potom ma graf G hamiltonovsku kruznicu.
Oreho teorém: Ked G je jednoduchy graf s»n vrcholmi pre n>3 taky, Ze
deg(u)+deg(v)>n pre kazdu dvojicu nesusednych vrcholov u a v v G, potom ma
graf G hamiltonovsku kruznicu.

Tieto teorémy ale nepodavaji nutné podmienky pre vyskyt hamiltonovske;j
kruZznice, napriklad neplatia pre Ks, ktory hamiltonovsku kruznicu celkom isto
ma (ako aj vSetky kompletné grafy pre 3 a viac vrcholov)
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Priklad. Nakreslite graf, ktory reprezentuje hamiltonovskl cestu konom na
Sachovnici 3x4.

(i-1,j-2)  (-2,-1) (-2, (i-1,j+2)
1-2 ‘ ‘
i-1 P O
i ] .
(i,))
i+1 . ®
i+2 O O
2 -1 § 0§+ 2 (i+1,j-2) (i+24-1)  (+2+1)  (i+1,j+2)
A B

(A) Pripustné t'ahy konom na Sachovnici
(B) Odpovedajuci graf (vychodzi vrchol je oznaceny Stvorcom)
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3 6 9 12
8 11 4 1
5 2 7 10

tabul’ka postupnosti tahov

Tah konom na Ssachovnici 3x4
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Priklad. Ako stvisi Grayov kod s hamiltonovskou kruznicou?

110 111 Grayov kod pozostava zmn  binarnych
ret'azcov pre vSetky mozné kombinéacie bitov,
kedy retazce su usporiadané po rade tak, Ze
sa lisia  vzdy o1 bit, napr.
000,001,010,110,111,101,100, a prvy sa tiez
lis1 od posledneho o 1 bit. Grayov kod bol
pomenovany po Frankovi Grayovi, ktory ho
vymyslel v 40tych rokoch 20 storocCia
v AT&T Bell laboratoriach, aby
minimalizoval chyby v prenose signalu.
Hodnoty bitov v retazcoch moézu definovat
000 001 hodnoty suradnic, a teda vrcholy n-rozmerne;
hyperkocky. Najdenie postupnosti retazcov

liSiacich sa vzdy o1 bit potom odpoveda

Q najdeniu  hamiltonovske;  kruznice na

3 odpovedajucej hyperkocke.
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Priklad: Automaticka pracka a eulerovska a hamiltonovska kruznica

A B Nastavenie 4 moznych programov

O O pracky zapojenim/nezapojenim u dvoch
kontaktov 4, B. OtaCanim gombika sa
prepoja (oznaen¢ 1) alebo neprepoja
(oznaCen¢ 0) kontakty, pre ktoré mame
Styri kombinéacie: 00,01,10,11.
Netreba 2x4=8 miest, ale stacia 1ba 4
miesta.
Pre cyklicki postupnost’ 0011, ak berieme
vzdy dve susedné cCislice, a posuvame sa o

jedno miesto, vytvorime pod BA dvojice 00,
01,11, 10

Ako na 8 programov?

Priesvitka 47




100 110

001 011

RieSenie: pre cyklicku postupnost’ 00011101 sa beru sa vZdy tr1 susedné¢ Cislice;
ked’ sa postivame o jedno miesto, vytvorime pod CBA trojice 000, 001, 011, 111,
110, 101, 010, 100. Cyklickt postupnost’ mozno ziskat’ pomocou hamiltonovske;
kruznice v prvom grafe, kde si spojené binarne retazce, ktoré dostaneme jeden
z druhého pridanim cCislice dopredu a odobratim poslednej Cislice, alebo naopak.
Pridana cCislica moze byt’ 0 alebo 1. Rovnaké rieSenie mozeme ziskat’ z druhého
grafu, kde vrcholy tvoria spolo¢né¢ podretazce binarnych ret'azcov a hrany tvoria
prekryv binarnych retazcov vrcholov. V takom grafe nam staci ndjst’ uzatvoreny
culerovsky t'ah, aby sme dostali cyklicka postupnost’.
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