Cvicenie:

11.1. Upravte Dijkstrov algoritmus pre ndjdenie najkratSej vzdialenosti medzi dvoma
vrcholmi @ a Z v oby¢ajnom suvislom ohodnotenom grafe tak, aby bola najdena dizka
najkratSej cesty od vychodzieho vrcholu a ku kazdému inému vrcholu.

RieSenie: Jediné, €o je potrebné upravit, je nezastavit algoritmus, ked sa druhy
zvoleny vrchol z dostane do mnoziny S. Podmienku u while zmenime na nieco ako
S#V.

11.2. Vyrieste problém obchodného cestujicecho pre grafy na obr. 11.C1 ndjdenim
celkového suctu vah pre vSetky hamiltonovské kruznice aurcenim kruznice
s najmensim celkovym suctom.

a 3 b

d 7 ¢
Obrizok 11.C1. Hladajte hamiltonovské kruznice a ich dizky (vahy).

Riesenie:

Nasledujtca tabul’ka urcuje tri rézne hamiltonovské kruznice a ich vahy.
KruzZnica vaha

a-b-c-d-a 3+6+7+2=18

a-b-d-c-a 3+4+7+5=19

a-c-b-d-a 5+6+4+2=17

Najmensi sucet vah ma poslednd kruznica.

11.3. VyrieSte problém obchodného cestujiceho pre grafy na obr. 11.C2 ndjdenim
celkového suctu vah pre vsetky hamiltonovské kruznice aurCenim kruznice
s najmensim celkovym suctom.

b
3 10

e 1 d

Obrazok 11.C2. Hl'adajte hamiltonovské kruznice a ich dizky (véhy).
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Riesenie:

a,b,c,d,e.a, 27 a,c,d,b,e,a, 32 a,d,e,b,c,a, 25
a,b,c,e,d,a, 23 a,c,d,e,b,a, 20 a,d,e,c,b,a, 23
a,b,d,c.e.a, 30 a,c,e,b,d,a, 28 a,e,b,c,d,a, 29
a,b,d.e,c.a, 26 a,c,e,d,b,a, 26 a,e,b,d,c.a, 32
a,b.e,c.d,a, 20 a,d,b,c.e.a, 35 a,e,c,b,d,a, 35
a,b,e,d,c,a, 20 a,d,b,e,c,a, 28 a,e,c,d,b,a, 30
a,c,b,d,e.a, 35 a,d,c,b,e,a, 29 a,e,d,b,c,a, 35
a,c,b,e,d,a, 25 a,d,c.e,b,a, 20 a,e,d,c,b,a, 27

11.4. Navrhnite ohodnoteny graf tak, ze celkovd suma vah uzavretého sledu, ktory navstivi
kazdy vrchol aspoii raz je minimalna pre sled, ktory navstivi niektoré vrcholy viackrat.
RieSenie: Ked’ zoberieme trojuholnik ABC aurobime jednu z vah, povedzme AC,
velmi velka (napr. 100), potom sa minimalny tah bude tejto hrane vyhybat'.
Povedzme, ze hrane AB dame vahu 1 a hrane BC 2, potom by hamiltonovska kruznica
mala vahu 103, ale tah A-B-C-B-A navstivi kazdy vrchol asponi raz a ma vahu
1+2+2+1=6. Tento tah navstivi vrchol B dvakrat, aby sa vyhol prechodu cez ,,tazku*
hranu AC.

11.5. Daju sa z piatich domov viest’ cesty ku dvom studniam tak, aby sa ziadna z ciest
nekrizila?
Riesenie: Ide o rovinnu reprezentaciu grafu Ks,, ktord sa da jednoducho najst’ tak, ze
patici vrcholov z jednej particie (rozkladu) usporiadame na priamke, na jednej strane
priamky bude jeden vrchol z druhej particie, na druhej strane priamky bude vrchol
z druhej particie.

11.6. Zistite, ¢i je graf na obr. 11.C3 plandrny. Ked’ 4no, nakreslite ho bez kriZenia hran.

a

d e f
Obrazok 11.C3. D4 sa najst’ rovinna reprezentacia daného grafu?

Riesenie: Neda, graf je izomorfny s Ks 3, s particiami {a,d,f} a {b,c,e}

11.7. Zistite, ¢i je graf na obr. 11.C4 planarny. Ked ano, nakreslite ho bez krizenia hran.

a b
f >c
e d
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Obrazok 11.C4. Da sa najst’ rovinna reprezentacia daného grafu?

C

2\

Riesenie: € f
Rovinna reprezentacia grafu z obr. 11.C4

11.8. Ukazte, ze kompletny graf Ks nie je planarny pri pouziti podobnych argumentov, aké
boli pouzité v priklade s oblastami R pre Kj .
Riesenie: Dokaz robime kontradikciou. Predpokladajme, Ze existuje rovinna
reprezentacia Ks, a volajme vrcholy vy, Vo, V3, Va4, Vs. Z kazdého vrcholu ku vSetkym
ostatnym musi viest’ hrana. Pre sekvenciu Vi, V,, V3, Va4, Vs, Vi, musi platit, ze tvori
patuholnik. Ten rozdel'uje rovinu na vonkajSiu Cast’ a vnutorna ¢ast. Hrana {v;, v3}
musi existovat,, predpokladajme, ze vo vnutornej Casti. Potom hrany {v,, V4}, {V2, Vs}
musia byt vo vonkajSej Casti. To zabraniuje hrandm {v,, v4} a {vi, Vs}, aby boli vo
vonkajSej Casti. Ale obidve tieto hrany nemoézu byt vo vnutri bez krizenia, Preto
neexistuje rovinnd reprezentcia grafu Ks.

11.9. Predpokladajme, ze suvisly planarny graf ma Sest’ vrcholov, kazdy stupiia 4. Na kol’ko
stran (oblasti) je rovina rozdelend planarnou reprezentaciou tohto grafu?
Riesenie: Pouzijeme Eulerovu formulu |R|=|E[-|V[+|K| +1, teda |R|=6x4/2-6+1+1=8.

11.10. Dokézte Vetu 11.4.
Riesenie: Stupen kazdej oblasti je najmenej 4 (graf neobsahuje slucky, o by vytvorilo
oblasti stupiia 1, nasobné hrany, o by vytvorilo oblasti dizky 2, ani trojuholniky, ¢o
by vytvorilo oblasti dizky 3). Dizka vonkajiej oblasti je tiez aspon 4, kedZze
predpokladdme pocet vrcholov vacsi ako 3. Preto, podobne ako v dokazu Vety 11.2,
2|E|>4|R| alebo |R|<|E|/2. Dosadenim do Eulerovej formule dostavame |E|-|V|[+2<|E|/2,
z ¢oho vychadza |E|<2|V|-4.

11.11. Predpokladajme, Ze suvisly planarny obycajny graf s |E| hranami a [V| vrcholmi
neobsahuje kruznice dizky 4 alebo kratsie. Dokazte, e |E|<(5/3)|V|-(10/3), ked’ pocet
vrcholov je vacsi ako 4.

Riesenie: Dokaz je rovnaky ako u cviteni 11.10, iba dizky kazdej oblasti teraz musi
byt  asponl 5. Tak dostaneme 2|E[>5|R|.

11.12. Ktory znasledujicich neplanarnych grafov ma vlastnost, ze po odstraneni

I'ubovolI'ného vrcholu a vSetkych s nim incidentnych hran dostdvame planarny graf?

(a) Ks (b) K¢ (¢) Ks3(d) K34

RieSenie:

(a) Ked’ odstranime vrchol z Ks, dostdvame K,4, pre ktory sme si ukazali v priklade
v texte, Ze je planarny.

(b) Ked’ odstranime vrchol z K¢, dostavame Ks, pre ktory sme si ukazali v texte, Ze nie
je planarny.
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(c) Ked’ odstranime vrchol z Ks 3, dostdvame Ks,, pre ktory je v obr. 11.5, graf G
ukazané, Ze je planarny.

(d) Ked’ odstranime vrchol z Ks 4 vrchol z particie o 4 vrcholoch, dostdvame Ks 3, pre
ktory sme si ukazali v texte, Ze nie je plandrny.

11.13. Priesecnikové Cislo (crossing number) obyCajného grafu je najmensi mozny pocet
pretati dvoch hran inde ako v s nimi incidentnych vrcholoch (pricom Ziadne tri hrany
sa nesmu pretnit’ v spolo¢nom bode). Vo vSeobecnosti ide o vel'mi zlozity problém,
dolezity pre navrh elektronickych obvodov (definuje pocet izolovanych drotov
potrebnych na pridanie k ploSnému obvodu). Vasou tlohou je ukézat, ze Ks;; ma
priesecnikové Cislo rovné jedne;.

RiesSenie: KonStrukcia je ukdzand pri obr. 11.5, ukazujicim, ze Ks 3 je neplanarny.

11.14. Hrubka (Thickness) jednoduchého grafu je najmensi pocet planarnych podgrafov,
ktoré maju graf G ako ich zjednotenie. Tato veli¢ina je dolezitd pre navrh
elektronickych obvodov, aby bolo mozné zistit’, kol’ko najmenej vrstiev je potrebné na
stavbu obvodu. Ukézte, ze graf K; 3 ma hrubku 2.

RiesSenie: Konstrukcia je podobna ako pri obr. 11.5 graf Gs, ukazujucim, Ze Ks3 je
neplandrny. Druhy podgraf tvori iba hrana, ktora by inak po pridani spdsobila kriZenie.

11.15. Né.]dlte hrabku grafov (a) K5 (b) K6 (C) K7 (d) K3,4 (e) K4,4 (f) K5,5
Riesenie: VSetky zo zmienenych grafov su neplanarne, prvé tri obsahuji ako podgraf
Ks, ostatné tri podgraf Ks 3. Ich hrubka bude teda najmenej 2. Problém mozeme zobrat’
z opacného pohladu, kazdy z prvych troch grafov je podgrafom grafu K;, akazdy
z ostatnych troch grafov je podgrafom grafu Kss. Staci teda ukazat, ze grafy K7 a Ks s
sa daju rozlozit’ na dva planarne podgrafy. To je zobrazené na nasledujucom obrazku,
kde G; a G; su planarne podgrafy grafu K; a G; a G4 su planarne godgrafy grafu Ks s.
5 d 4 3 a

L 1O

11.16. Ukazte, ze ked je G suvisly obycajny grafs |V| vrcholmi a |E| hranami, potom jeho
hrébka je najmene; [[E|/(3V[-6)].
RieSenie: Podl'a Vety 11.2 pre stvisly planarny obyc¢ajny graf G s |E| hranami a |V
vrcholmi, kde |V|>3, plati, ze |E|<3|V|-6. Kazdy graf sviac hranami bude teda
neplanarny, a ked” mame graf rozlozit na ¢o najmenej planarnych grafov, kazdy
z tychto grafov bude mat’ maximalne 3|V|-6 hran, vSetky zvys$né hrany uz musia tvorit’
d’al$iu vrstvu. Minimélny pocet vrstiev je teda hornd celd cast’ podielu poctu hran
k podielu maximalneho poctu hran, ¢o sa vojde do planarneho grafu o danom pocte
vrcholov.
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11.17. Pouzite cvienie 11.16 na to, aby ste ukdzali, ze hribka pre K, je najmenej
[(n+7)/6].

RieSenie: Vzorec je isto platny pre n<4, teda predpokladajme, ze budeme bavit
o prikladoch pre n>4. Podl'a cvic¢enia 11.16 hribka pre K, je najmene;j

C(n2) _n(n-1)/2 _n(n-1) =l(n+1+ 2 j
3n-6  3n-6 6(n-2) 6 n-2

zaokrthlené nahor. Pretoze to nikdy nie je celé ¢islo, rovna sa to o jednotku viac
a zaokruhlené nadol, teda

1 2 n+7 2
—(n+1+ j+1= +
6 n-2 6 6(n-2)

zaokruhlené nadol. Posledny ¢len moze byt ignorovany: je to vzdy menej ako 1/6
a preto neovplyvni proces zaokrithl'ovania (pretoze prvy ¢len ma menovatel’ 6). Tym
sme dokézali, 7e hrubka pre K, je najmenej | (n+7)/6 .

11.18. Nakreslite K3 3 na torus, aby sa hrany neprekryvali.
Riesenie: Povrch torusu si moézeme zobrazit’ ako obdiZnik, kde ava strana je zlepena
s pravou stranou a vrchna so spodnou. Ciarkované hrany s spojené na lavej a pravej
strane a hornd s dolnou.

11.19. Skonstruujte dudlny graf pre mapu na obr. 11.C5. Ngjdite pocet farieb potrebnych na
zafarbenie mapy tak, aby Ziadne dve susedné oblasti (steny) nemali rovnaku farbu.

Obrazok 11.C5. Ngjdite dudlny graf a zafarbenie mapy.
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11.20.

11.21.

RieSenie: Pretoze vrcholy ABCD tvoria kompletny graf izomorfny s K4, musia byt na
farbenie mapy najmenej 4 farby. Oblasti E mézeme dat’ rovnaku farbu ako C.

Skonstruujte dudlny graf pre mapu na obr. 11.C6. Najdite pocet farieb potrebnych na
zafarbenie mapy tak, aby Ziadne dve susedné oblasti (steny) nemali rovnakl farbu.

NS

Obriazok 11.C6. Najdite dualny graf a zafarbenie mapy.

RieSenie: Pretoze vrcholy BCD tvoria kompletny graf izomorfny s K3, musia byt’ na
farbenie mapy najmenej 3 farby. Oblasti E,F mo6zeme dat’ rovnaku farbu ako C,
a A ako D.

Aké je chromatické ¢islo grafu typu "koleso" W,?

Riesenie: V priklade v textu sme videli, ze chromatické Cislo Cp je 2 pre parne n a 3
pre neparne n. Pretoze koleso W, je iba C, s centralnym vrcholom naviac, prepojenym
so vSetkymi vrcholmi C, na obvode, W, potrebuje iba o jednu farbu viac ako C, ,
prave pre centralny vrchol. Preto je chromatické Cislo Wy, je 3 pre parne n a4 pre
neparne N.
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11.22. Navrhnite rozvrh pre skisky z predmetov Analyza algoritmov (A), Modelovanie a
simulédcia (M), Pocitatova grafika (P), Databazy (D), Umelad inteligencia (U),
Neuronové siete (N), Evolucné algoritmy (E), Operatné systémy (O), ked’ ziadni
Studenti nemaju naraz zapisanu Analyza algoritmov a Operacné systémy, nemaji
naraz zapisanu Modelovanie a simulacia a Operacné systémy, nemaju naraz zapisan
Databdzy a Umeld inteligencia, nemaju naraz zapisanu Databazy a Neurdnové siete,
nemaju naraz zapisanu Analyza algoritmov a Modelovanie a simulacia, nemaji naraz
zapisani Analyza algoritmov a Pocitacova grafika, nemaju naraz zapisanu Pocitacova
grafika a Databdzy, ale existuji Studenti, ktori maji zapisané vSetky ostatné mozné
kombindcie.

RieSenie:

Uvazujme graf reprezentujuci dany problém. Vrcholy reprezentuju 8 predmetov a st
spojené hranou, ked’ existuju Studenti idici na obidva predmety. Existuju teda hrany
medzi vSetkymi okrem siedmich vymenovanych dvojic. Je ovela l'ahSie nakreslit
komplement grafu zobrazujtci iba hrany pge vymenované dvojice.

M D

e

Chceme najst’ chromatické ¢islo grafu, ktorého komplement sme nakreslili, farby budu
casové periody pre skusky. Pretoze PUNEO tvoria Ks, chromatické ¢islo je najmenej
5. Aby sme ukézali, ze je prave 5, staci zafarbit’ ostdvajuce 3 vrcholy. D moze mat
rovnaku farbu ako U, a A a M mdéZu mat’ rovnaku farbu ako O. Preto je 5 ¢asovych
peridd (farieb) postacujucich.

11.23. V slucke pocitacového programu sa objavuje 7 premennych. Premenné a kroky, v
priebehu ktorych musia byt ulozené su:
t kroky 1-6
u krok 2
v kroky 2-4
w kroky 1,3 a5
X kroky 1 a 6
y kroky 3-6
Z kroky 4-5
Korl’ko rozdielnych indexovych registrov potrebujeme na uloZenie tychto premennych
v priebehu vypoctu?
RieSenie: Tento problém moéze byt modelovany pomocou prienikového grafu mnozin
krokov, v priebehu ktorych musia byt jednotlivé premenné uchovavané. Tento graf
ma 7 vrcholov, od t po z. Hrana medzi dvoma vrcholmi existuje, pokial’ obidve im
odpovedajuce premenné musia byt uschovavané v priebehu niektorého spolo¢ného
kroku. Odpoved’ou na problém je chromatické ¢islo takého grafu. Skér ako by sme
analyzovali tento graf, zoberieme si jeho komplement, ktory ma ovel'a menej hran. Tu
su dva vrcholy spojené v pripade, ked’ im odpovedajuice mnoziny krokov nemaji
spolo¢ny prienik. Jediné také hrany st {uw}, {ux}, {uy},{u,z},{v,x},{x,z}. Ziadna z
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hran v komplemente nespaja ziadnu dvojicu z mnoziny {t,v,w,y,z}, takze tieto vrcholy
tvoria Ks v pévodnom grafe. Aby sme ukazali, Ze je prave 5, staci zafarbit’ vrchol u
rovnakou farbou ako w, a x rovnako ako z (tieto pary su spojené v komplementu
hranou). Pretoze chromatické ¢islo je 5, potrebujeme 5 registrov, s premennymi U a W
zdiel'ajacimi register, rovnako ako X so z.

11.24. Frekvencie mobilnych telefonov st prirad’ované podl'a zon. Kazda zona ma priradent

sadu frekvencii, ktoré mozu byt pouzité mobilnymi telefonmi v tej zoéne. Rovnaka
frekvencia nemdze byt pouzitda v zdénach, kde by bol problém s interferenciou.
Vysvetlite, ako k-tuple zafarbovanie méze byt pouzité pre priradenie k frekvencii
kazdému mobilného telefonu v oblasti.
Riesenie: Frekvencie budu farby, zony budi vrcholy, a dve zony, ktoré su tak blizko,
ze interferencia by sposobila problém, su spojené hranou . Potom je jasné, Ze K-tuple
zafarbenie presne odpoveda priradeniu frekvencii, ktoré nebude mat problémy s
interferenciou.

11.25. Najdite minimalne dominujuce mnoziny grafov

a b a e
v al b| c| d
e| f h
ﬁ c d g
i) ko
c Gld b G, f

G,

Obrazok 11.C7. Minimalne dominujice mnoziny?

RieSenie: Pre graf G; je to vrchol e, pre graf G, je to ktordkol'vek dvojica vrcholov,
kde jeden vrchol je z mnoziny {a,b,c} a druhy z mnoziny {d,e.,f}, ako napr. mnozina
vrcholov {a,d}, pre graf Gs je to napr. Stvorica vrcholov {e,c.k,h} (existuje viac
podobnych Stvorprvkovych mnozin).

11.26. N4jdite minimalny po¢et ddm dominujucich nxn Sachovnicu
(a) pre n=3, (b) pre n=4, (c) pre n=5
RieSenie:
(a) 1 ddma v pozicii (2,2)
(b) 2 damy, napr. v poziciach (2,2) a (4,4)
(c) 3 damy, napr. v poziciach (2,2) a (3,4) a (5,1). Na skontrolovanie, ¢i 2 ddmy nie su
dost’, by sme potrebovali skontrolovat’ C(25,2)=300 dvojic.

11.27. Ukazte, ze pocet vrcholov obycCajného grafu je mensi alebo rovny sucinu cisla
vrcholovej nezavislosti (=maximalneho poctu vrcholov nezéavislej mnoziny vrcholov,
t. j. independence set) a chromatického ¢isla grafu.
Riesenie:
Nech n je pocet vrcholov grafu, k je jeho chromatické ¢islo a i je Cislo vrcholovej
nezavislosti. Potom existuje zafarbenie vrcholov grafu k farbami. Pretoze ziadne dva
rovnako zafarbené vrcholy nie st spojené hranou, rovnako zafarbené vrcholy tvoria
nezavislu mnozinu vrcholov. Preto je takych vrcholov maximalne i. To znamena, Ze
celkovo je vrcholov maximalne ik, teda ik >n, ¢o bolo potrebné dokazat’.
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