11. kapitola

Teoria grafov Il — cesty v grafoch, planarne grafy, Eulerova formula,
Kuratowskeho veta, farbenie grafov a map

11.1 Problémy najkratSej cesty

Existuje vela problémov, pri ktorych je uzitocné priradit’ hrandm grafu redlne cislo, ktoré
voldme vaha (weight). Typicky moze ist’ napr. o Zelezni¢nll (pozri obr. 11.1), cestnl alebo
leteckt siet, kde st hranam priradené vzdialenosti medzi mestami. DalSou moZnostou je
napr. priradenie triedy cesty (1-3.), Cas potrebny na cestu, cena cestovného listku.
U pocitacovych a telefonnych sieti takéto uzitocné hodnoty pri hrandch moézu predstavovat
rychlost’ odozvy, priepustnost’ linky alebo cenu jej prendjmu. Grafy s ¢islom priradenym
kazdej hrane sa volaju ohodnotené grafy (weighted graphs).

Obrazok 11.1. Zjednodusena mapa Zeleznicnej siete Slovenska s o¢islovanim koridorov tvori ohodnoteny graf
(hranice republiky do grafu nepatria).

Pri takychto typoch grafov sa ¢asto vyskytuje niekol’ko typov problémov. NajcastejSim je asi
zistit’ di¥ku cesty v ohodnotenom grafe, ktora sa bude rovnat’ siétu vah hran tejto cesty (tato
diZka je rozdielna od dizky cesty neohodnoteného grafu, ktora predstavuje pocet hran cesty,
formalne si mézeme predstavit’, ze kazdd hrana ma vahu rovnu jednej). Typickéd otdzka je:
Ktora cesta medzi dvoma vrcholmi je najkratSia, teda, akd je najmensia vzdialenost’, ktoru
musime prejst’, aby sme sa dostali z Bratislavy do Medzilaboriec? Ked’Ze niekedy kratka cesta
moze byt zla (povedzme s obmedzenim rychlosti), ktoru cestu mame vybrat, aby sme v cieli
boli ¢o najrychlejSie? Ktorti cestu mame vybrat’, aby sme sa do ciel'a dostali za ¢o najmene;j
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penazi? V pocitacovych sietach sa mozeme spytat’, ktoré telefonne Gstredne mame prepojit’,
aby sme dostali ¢o najlacnejSie spojenie? A ktoré¢, aby sme mali ¢o najrychlejSiu odozvu?

Dals§im slavnym problémom je problém obchodného cestujiiceho, kedy mame
navstivit kazdy vrchol (mesto) prave raz avratit sa do vychodzieho vrcholu s cielom
precestovat’ pritom ¢o najkratsiu trasu (v zmysle ohodnoteni hran).

Na néjdenie najkratSej cesty existuje viac algoritmov. Tu uvedieme algoritmus
objaveny holandskym matematikom Edsgerom Dijkstrom r. 1959 pre ohodnotené
neorientované grafy so vSetkymi vahami ohodnotenymi kladnym c¢islom. Adaptécia tohto
algoritmu na orientované grafy by mala byt’ jednoducha.

Predpokladajme, e hladdme cestu najkratiej dizky medzi vrcholmi a a z zadaného
grafu G. Dijkstrov algoritmus najde dizku najkratsej cesty z a do najblizgicho vrcholu, potom
do druhého najblizsicho vrcholu, atd’. dokial’ nenajdeme dizku najkratiej cesty od a do z.

Dijkstrov algoritmus spociva v sérii iteracii. Pri kazdej iteracii priddvame novy vrchol
do mnoZiny vrcholov S so stanovenou najkratSou vzdialenostou od zadaného vrcholu a. Pri
kazdej iteracii sa robi nové ohodnocovanie vrcholov.

Vrchol W je ohodnoteny dizkou najkratiej cesty zado W obsahujiicej iba vrcholy
zmnoziny S. Vrchol pridany do tejto mnoziny pri kazdej iteracii je ten s minimalnym
ohodnotenim, ktory este nie je v S.

Algoritmus zacina ohodnotenim vrcholu ahodnotou 0 aohodnotenim vsetkych
ostatnych vrcholov vi momentalne znamou vzdialenost’ou od vrcholu a rovnou oo , L(Vj) := oo.

Algoritmus 11.1. Dijkstrov algoritmus

procedure Dijkstra(G: ohodnoteny suvisly obyc¢ajny graf so vSetkymi vahami pozitivnymi)
{ G ma vrcholy a=V,V1,...,vn=2 a vahy W(V;,v;) kde w(V;,vj)=o0, ked’ (V;,vj) nie je hrana G }
for i:=1 ton
L(vi) =0

L@):=0
S=0
{vrcholy st teraz ohodnotené vsetky hodnotou oo, okrem vychodzieho a, ktory ma O,
a mnozina vrcholov S s ndjdenou najmensou vzdialenost'ou od a je prazdna}
while z¢S
begin

u := vrchol nepatriaci do S s miniméalnou L(u)

S = Su{u}

for vsetky vrcholy v nepatriace do S

if L(u)+ w(u,v)< L(v) then L(Vv) := L(u)+ w(u,v)

{takto do S priddvame vrchol s najmenSou vzdialenostou a upravujeme hodnoty vrcholov
nepatriacich do S}
end { L(z) je najkratSia cestaza do z }

Na obrazku 11.2 je ukazany priebeh Dijkstrova algoritmu, s tym, ze hl'adame najkratSiu
vzdialenost od vrcholu vlavo. Vrchol vyznafeny kososStvorcom predstavuje aktudlne
spracovavany vrchol, vrcholy v kriizku patria do mnoziny S, pre tieto vrcholy bola najkratSia
cesta uz vypocitana a ich ohodnotenie sa uz nebude menit’.
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Obrizok 11.2. Priebeh Dijkstrovho algoritmu pre hPadanie dizky najkratiej cesty.

Najhorsi pripad &asovej zloZitosti pre Dijkstrov algoritmus s n vrcholmi a m hranami je O(n?).
Tato hodnota mdze byt podstatne vylepSena pre grafy s malo (,,riedko rozmiestnenymi‘)
hranami.

Problém obchodného cestujuceho je ekvivalentny ndjdeniu hamiltonovskej kruznice
s minimalnym suctom vah v kompletnom ohodnotenom neorientovanom grafe. Ked si
zvolime T'ubovolny Startovaci bod, ked’ze kruznica (a,b,c,d,a) je pre nds totozna s kruznicou
(b,c,d,a,b), mame (n-1)! moznosti permutacii, vyjadrujucich kruznice, a ked’ si zoberieme, ze
nam nezalezi u kruznice na smere, kedze (a,b,c,d,a) je pre nds rovnaka kruznica ako
(a,d,c,b,a), mame (n-1)!/2 moznosti, o je stale NP-uplny problém. V praxi sa problém
obchodného cestujuceho pre vel'a vrcholov riesi aproximacnymi algoritmami, ktoré nemusia
nutne najst’ najlepSie rieSenie, ale najdu rieSenie blizke najlepSiemu. Napriklad, pokial’ graf
spiiia trojuholnikovii nerovnost, existuje polynomialny algoritmus, ktory najde prinajhor§om
0 50% dlhSiu cestu ako je najlepSia moZna. V praxi sa vyuzivaju algoritmy, ktoré su schopné
najst’ rieSenie pre problém s 1000 vrcholmi v priebehu niekol’ko minut, a také rieSenie bude v
priemere do 2% horSie ako ideélne.

11.2 Planarne grafy

Predstavme si tri domy, ku ktorym je potrebné doviest’ telefon, od elektrického rozvodu
elektrické vedenie a od plynového rozvodu vedenie plynu (pozri Obr. 11.3). Je mozné
jednotlivé vedenia polozit tak, aby sa nekrizili?

Tato otazka sa da preformulovat’ nasledovne: D4 sa bipartitny kompletny graf Ks;
prekreslit’ tak, aby sa zZiadne dve hrany nekrizili?

5 Q@

Obrazok 11.3. Daju sa rozvody viest’ tak, aby sa nikde nekrizili?
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Podobné otazka je naliehava napriklad u tlacenych spojov, a formalne sa rieSi ako
otazka, ¢i je graf planarny.

Graf volame planarny, ked’ moéze byt zakresleny v rovine bez toho, Ze by sa jeho
hrany krizili (pod krizenim hran rozumieme pretatie priamok alebo oblukov reprezentujiucich
hrany na inom mieste ako st s nimi incidentné spolo¢né vrcholy). Taky nakres sa vola
rovinna (plandrna) reprezentéacia grafu.

Graf moze byt planarny, aj ked’ sa zvyCajne zakresl'uje s prekrizenymi hranami. Ako priklad
si mdzeme uviest’ kompletny graf na Styroch vrcholoch Ky a trojrozmernt hyperkocku Qs na
obr. 11.4.

NS

Obrazok 11.4. Kompletny graf K, a hyperkocka Qs s beznym nakresom a v rovinnej reprezentacii.

Planarnost’ grafu méZeme ukazat’ jeho zakreslenim, ako na Obr. 11.4. Je o dost’ tazSie ukazat,
ze graf nie je planarny. To si mozeme ukézat’ na grafe Ks 3.

a b C a e a e
[ [ ] H R] . Rl
d e f d b d b
G, G, G,
Obriazok 11.5. Preco je kompletny bipartitny graf K; ; neplanarny?

V kazdej rovinnej reprezentacii pre Ks 3 musia byt prepojené vrcholy a,b s vrcholmi d,e. Tieto
4 hrany vymedzuju rovinu na dve oblasti, R; a Ry, ako je uk4dzané na grafe G, z Obr. 11.5.
Vrchol ¢ je alebo v jednej, alebo v druhej oblasti; oblast’, v ktorej je, rozdel'uje na dve Casti,
ako je to vidno pre Ry, a Ry, v grafe G; z Obr. 11.5. Potom nie je mozné umiestnit’ vrchol f
bez toho, aby sa krizili hrany. Ked’ je f v oblasti R, nie je mozné vytvorit’ hranu {f,c} bez
krizenia. Ked’ je f v oblasti Ry;, nie je mozné vytvorit' hranu {f,b} bez krizenia. Ked’ je f
v oblasti Ry, nie je mozné vytvorit’ hranu {f,a} bez krizenia. Podobné argumenty by sa dali
pouzit’, keby bod c bol v oblasti R;.

Podobny rozbor méze byt urobeny aj pre kompletny graf na piatich vrcholoch Ks.

Planarita grafov hra velka rolu pri navrhu elektronickych obvodov, ktoré maji byt
realizované plosnym spojom. Elektronicky obvod si mozeme abstrahovat’ ako graf, kde
jednotlivé suciastky tvoria vrcholy aspojenia medzi nimi st reprezentované hranami.
Elektronicky obvod mozeme vytlacit na jednu dosku, pokial dokdzeme pre jemu
odpovedajuci graf ndjst’ rovinnu reprezentaciu. Ked graf nie je planarny, mdézeme pouzit
zlozitejSie rieSenia. Napriklad mozeme vrcholovi mnozinu grafu rozdelit na disjunktivne
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podgrafy, ktoré¢ uz budu planarne. Potom mdzeme skonstruovat’ obvod prepojenim viacerych
vrstiev. DalSou moznost'ou je pri krizeni hran pouzit’ izolovany drot; v tomto pripade sa
budeme snazit’ navrhnut reprezentaciu s Co najmenej prekrizeniami.

11.2.1 Eulerova formula

Rovinné reprezentacia planarneho grafu rozdel'uje rovinu na Casti, ktoré nazyvame steny,
resp. oblasti. Za stenu povazujeme aj vonkajSiu, neohranic¢enu oblast’. Stthrn vrcholov, hran
a stien (rovinnej) reprezentacie (planarneho) grafu tvori (rovinni1) mapu.

Veta 11.1. (rozsirend Eulerova formula) Nech G je planarny obycajny graf s |E| hranami, |V
vrcholmi a |K| komponentmi. Nech |R| je pocet stien jeho rovinnej reprezentacie. Potom
IRI=IE|-VHIK] +1 (11.1)

Dokaz: Pouzijeme indukciu na pocet hran pri fixnom pocte vrcholov. Ak |[E[=0, potom |R|=1,
[VI=|K| arovnost’ (11.1) plati. Nech (11.1) plati, ak |E[=m, kde m je celé nezaporné cislo.
Majme mapu M; s m+1 hranami. Odstranme z nej 'ubovol'nt hranu e. Vznikne mapa M, s m
hranami. Ozna¢me pocet stien, resp. komponentov mapy M; ako |R;|, resp.|K;|, podobne pre
M, ako |R;|, resp. |K,|. Podl'a indukéného predpokladu plati [Ry|=m - [V|+|K;| +1.

Ak e je most, potom |R;|=|Rz|, |Ki| = |Kz| -1. V opac¢nom pripade |R;|=|Rz|+1, |Ki| = |K,].
V obidvoch pripadoch |R;[=(m+1) - |V|+|K;| +1, ¢o sme mali dokazat’. m

Priklad: Predpokladajme, ze planarny obycajny suvisly graf ma 20 vrcholov, kazdy stupna 3.
Na kol’ko stien rovinna reprezentécia tohto grafu rozdel'uje rovinu?

Riesenie: Pretoze suma stupiiov vrcholov je rovna dvojnasobku poctu hran, 2|E| = Z deg (V),
veV

2|E[=20%x3=60, |E|=30. Z Eulerovej formuly vyplyva |R|=|E|-|V|+|K| +1=30-20+1+1=12.
Z Eulerovej formuly vyplyvaju aj nasledujuce vety:

Veta 11.2. Nech G je suvisly planarny obycajny graf s |E| hranami a |V| vrcholmi, kde |V|>3,
potom |E|<3|V]-6.

Dokaz: Suvisly planarny obycajny graf rozdeluje rovinu na |R| stien. Pocet hran
ohraniéujucich stenu R (ktory budeme volat stupeii steny, resp. dlfku oblasti deg(R)) je
najmenej 3. (Do stupna pocitame ako prirastok 2 tie hrany, ktoré su v stene ,,z obidvoch
stran®.) Suma stupiiov stien sa teda presne rovna dvojnasobku poctu hran v grafe. PretoZe
kazda oblast’ ma stupen vac¢si alebo rovny 3 (musi platit’ pre suvisly graf s aspon troma
vrcholmi), dostavame
21E|]= ). deg(R)=3|R|
vetky steny R

Odtial’ (2/3) |E/> |R|. Pouzitim Eulerovej formuly dostavame (2/3) |E|>|E|-|V|+2, z ¢oho
vyplyva |E|/3<|V|-2 a teda |E|<3|V|-6. m

Priklad: Ukézte pomocou Vety 11.2, ze Ks nie je plandrny graf.
Graf Ks ma 5 vrcholov a 10 hran. Ked’ze podmienka |E|<3|V|-6 neplati pre 10<3x5-6, Ks nie je

planarny.

Veta 11.3. Nech G je suvisly planarny obycajny graf, potom obsahuje vrchol stupiia mensieho
alebo rovného 5.
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Dokaz: Ked by bol stupeit kazdého vrcholu aspoii 6, potom podla vzorca 2|E| = Zdeg (v)

veV

by sme mali 2|E[>6|V|. To je ale v kontradikcii s nerovnostou podla 11.2, 2|E|<6|V|-12. =

Veta 11.4. Nech G je suvisly planarny obycajny graf s |E| hranami a |V| vrcholmi, kde |V|>3,
a neobsahuje Ziadnu kruznicu dizky 3, potom |E|<2|V|-4.
Dokaz vety je podobny dokazu vety 11.2, je zadany ako cvic¢enie 11.10.

Priklad: Pouzite vetu 11.4 na dokaz toho, ze K3 3 nie je planarny.

RiesSenie: Pretoze K;3 nemd Ziadnu kruznicu dlzky 3, ¢o je zrejmé z toho, Ze je bipartitny,
moézeme pouzit’ vetu 11.4. K33 ma 6 vrcholov a9 hran, teda nerovnica |E|<2|V|-4 nie je
splnena.

Je jasné, Ze ked’Ze ani K3 ani Ks nie su planarne, nebudl plandrne ani grafy, ktoré ich maju
ako podgrafy. Je ale prekvapujuce, ze vSetky neplanarne grafy nutne obsahuju podgraf, ktory
moze byt skonStruovany z Ks 3 ani Ks pomocou ur€itych povolenych operécii.

Z grafov K33 a Ks mozeme vytvorit’ d’alSie neplanarne grafy, ak ich hrany rozdelime
na viac hran pomocou vrcholov druhého stupna (pozri Obr. 11.6). VsSetky grafy, ktoré
takymto spdsobom ziskame, vratane samotnych Ks 3 a Ks, volame Kuratowského' grafy.

Obrazok 11.6. Kuratowského grafy.

Veta 11.5. (Kuratowského veta) Konecny graf je planarny prave vtedy, ked’ neobsahuje ako
podgraf nijaky Kuratowského graf.

Dokaz toho, ze ked’ graf obsahuje Kuratowského podgrafy, tak nie je planarny, je jednoduchy.
Opacna strana dokazu, Ze kazdy neplanarny graf obsahuje ako podgraf Kuratowského graf, je
natol’ko komplikovany, Ze ho tu nebudeme uvadzat’.

Priklad: Je Petersenov graf na Obr. 11.7 planarny? (Julius Petersen bol dansky matematik,
graf navrhnuty 1891 je Casto pouzivany pre Studium).

RieSenie: Vzhladom ktomu, ze sa zgrafu da vytvorit odstranenim vrcholov asnim
spojenych hran a nasledovnym odstrdnenim vrcholov stupiia 2 (stym, ze dvojica hran,
s ktorymi bol taky vrchol incidentny, vytvori jednu hranu) graf izomorfny s grafom Kj 3,
Petersenov graf nie je planarny.

! Kazimierz Kuratowski (1896-1980) bol pol'sky matematik, ktory §tudoval pred 1. svetovou vojnou v Glasgowe
v Skotsku, potom pracoval v I'vove a na VarSavskej univerzite. V priebehu 2. svetovej vojny kvoli
prenasledovaniu vzdelanych Poliakov za okupacie nacistami vyucCoval tajne. Zasluzil sa o pol'skii matematiku,
publikoval viac ako 180 clankov, pracoval v teoérii mnozin a v topoldgii, r. 1930 navrhol charakterizaciu
neplanarnych grafov.
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Obrazok 11.7. Petersenov graf, jeho podgraf ziskany odstranenim vrcholu b a K3, z ktorého sa da ziskat’ graf
izomorfny s prostrednym grafom pridanim vrcholov a, ¢ a g medzi hrany {e,f}, {d,h} a {i,j}.

11.3 Farbenie grafov

Politické mapy sa zvycajne kreslia tak, ze Staty, ktoré zdiel’'aju hranice, st vyfarbené odlisSnou
farbou. (Ked’ sa hranice Statov dotykaju iba v jednom bode, potom mdézu Staty byt vyfarbené

rovnakou farbou.) Na obr. 11.8 je ukazanad jedna moznd mapa a sposob, ako ju vyfarbit
piatimi farbami.

S
R
TN
od—.E

Obrazok 11.8. Mapa a jej farbenie (namiesto farieb su pouzité odlisné ¢erno-biele vzory).
Otazka je, dokazeme zafarbit’ tito mapu aj menej ako piatimi farbami?

Takze, ¢o to ma Co spolocné s grafmi? Farbenie map je otazka susednosti — ktoré Staty
zdiel'aji netrividlnu hranicu. VSetky ostatné informdacie (ako velkost' alebo tvar Statu) su
nepodstatné. TakZze moéZeme odstranit’ tito zvySnu informaciu nahradenim S$tatu vrcholom
a spojenim vrcholov, ked’ im odpovedajuce krajiny zdiel'aji hranicu. Inak povedané,
umiestnime vrchol do kazdej mapy Statu a spojime vrcholy, ked’ Staty zdielaju spolocnu
hranicu. Vysledny graf sa vola dudlny graf'k danej mape.

A C

D E F

Obrazok 11.9. Graf odpovedajuci mape, jeho vybratie z mapy a pravidelnejSie zakreslenie.
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Ked mame takyto graf, ako je na Obr. 11.9, je mozné jeho vrcholy zafarbit’ menej farbami
tak, aby susedné vrcholy neboli zafarbené rovnakou farbou?

A C

0@
3

Q—0D—3
D E F

Obrazok 11.10. Zafarbenie vrcholov grafu menej farbami (farby nahradené ¢islami), mapa by vyzadovala iba 3
farby.

Priklad: Kolko farieb je potrebné na zafarbenie mapy na Obr. 11.11?

S i

Obrazok 11.11. Mapa a jej prevedenie na graf.

Na obr. 11.11 je stcasne s mapou uvedeny jej prevod na graf. Namiesto povodnej otazky sa
teda mézeme pytat, kolkymi najmenej farbami zafarbime vrcholy grafov, aby susedné
vrcholy mali réznu farbu? Odpovedajici graf madme znova na obr. 11.12, spolu s dvoma
d’al$imi grafmi, uktorych sa tiez spytame na najmen$i pocet farieb na zafarbenie ich
vrcholov. Ako vidno na obr. 11.13, na zafarbenie prvého grafu ateda pdvodnej mapy
postacuju dve farby, zatial ¢o napodiv udruhého, jednoduchSieho grafu ziskaného
odstranenim vrcholov su potrebné 3 farby. Treti graf zobr. 11.12 je izomorfny s prvym
grafom, ateda ma rovnaké minimdlne zafarbenie — pamdtajte si, ze pri grafoch si musite
predstavovat’ vrcholy ako kordlky, a hrany ako kusky gumy, ktoré je mozno l'ubovolne
nat'ahovat’ a krutit’.

<> <&

Obrazok 11.12. Kolko farieb je potrebnych na zafarbenie vrcholov grafov?

Obrazok 11.13. Napodiv, prvy graf's viac vrcholmi si vyziadal menej farieb.
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Korl’ko farieb by bolo potrebnych na zafarbenie kompletného grafu K,? Samozrejme n,
ked’ze kazdy vrchol je spojeny s kazdym.

Chromatické cislo grafu je pocCet farieb nutnych na zafarbenie vrcholov tak, ze susedné
vrcholy maju r6znu farbu. Chromatické ¢islo grafu G sa zvycajne oznacuje y(G).

Napriklad Petersenov graf na Obr. 11.8 ma chromatické ¢islo 3.

Chromatické c¢islo grafu K, je n, a chromatické ¢islo bipartitného grafu Ky je 2 (dve
mnoziny vrcholov zafarbime kazdu inou farbou).

Chromatické cislo grafu C, pre parne n je dva. Na skonStruovanie takého farbenia
sta¢i vybrat’ vrchol a zafarbit’ ho jednou farbou, a postupovat’ po kruhu v smere hodinovych
ruciciek a farbit’ vrcholy vzdy alternativnou farbou. N-ty vrchol musi byt zafarbeny druhou
farbou, pretoze prvy a (n-1)prvy boli zafarbené prvou z farieb.

Chromatické cislo grafu C, pre neparne n je tri. Na skonStruovanie takého farbenia
sta¢i vybrat’ vrchol a zafarbit’ ho jednou farbou, a postupovat’ po kruhu po smeru hodinovych
ruciciek a farbit’ vrcholy vzdy alternativnou farbou. N-ty vrchol musi byt zafarbeny tretou
farbou, pretoze prvy a (n-1)prvy boli zafarbené prvou, resp. druhou z farieb.

Veta 11.6. (R.L. Brooks, 1941): Nech je najvacsi zo stupiiov vrcholov grafu G rovny d. Ak
d#2 a graf G neobsahuje kompletny podgraf s d+1 vrcholmi, tak ¥(G)<d (inak y(G)=d+1).
Ak d=2 a graf G neobsahuje kruznicu neparnej dizky, tak y(G)=2, inak 3(G)=3.

Vetu uvadzame bez dokazu.
Jedna z najznadme;jSich viet matematiky je veta o Styroch farbach:
Veta 11.7. Kazdy planarny graf ma chromatické ¢islo maximalne 4.

Prva pisomnd zmienka o tomto probléme pochadza z dopisu Augusta De Morgana nam
znamemu siru Hamiltonovi z 1852. Po sade neuspesnych pokusov bola tato teoréma dokazana
pomocou pocitacov r. 1976, pomocou skontrolovania niekol’ko tisic Specialnych pripadov. To
vyvolalo diskusiu, pre tak rozsiahle pouZitie poéitatov v dokaze. Co ked bola chyba v
programe?

Najlepsi zndmy algoritmus na farbenie grafov ma v najhorSom pripade exponencialnu
zlozitost’ v zavislosti na pocte vrcholov v grafe. Aj ndjst’ aproximéciu chromatického ¢isla je
zloZité.

Jeden z moznych algoritmov na zafarbenie obyc¢ajného grafu s greedy (pazravym)
pristupom:

1. Zorad’te vrcholy vy, V,,..., Vi podl'a velkosti ich stupiov, tak, ze deg(v;)> deg(v,) >...
deg(vn); i=0
2. Prirad’ farbu i+1 prvému este nezafarbenému vrcholu v zozname. Postupne prirad’
farbu i+1 vrcholom v zozname, ktoré eSte neboli zafarbené a nesusedia s vrcholmi,
ktorym uz bola priradena farba i+1.
3. Opakuj krok 2, dokial’ vSetky vrcholy nebudu zafarbené
Uvedeny algoritmus vSak nezarucuje ziskanie zafarbenia vrcholov s minimalnym poctom
farieb.
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Pouzitie farbenia grafov

Priklad: Rozvrh - Ako mdzu byt rozvrhnuté skisky na univerzite, aby Ziaden Student nemal
naplanované dve skusky naraz?

Riesenie: Vrcholy budu reprezentovat’ kurzy, hrana bude spajat’ vrcholy vtedy, ked’ existuje
Student, ktory ide na obidve skuSky. Kazdé casové priradenie skuske je reprezentované
rozdielnou farbou. Rozvrh skuSok potom odpoveda zafarbeniu odpovedajiiceho grafu. (Pozri
cvicenie 11.22.)

Priklad: Priradenie frekvencii - Frekvencné kandly su priradené vysielacom (nech uz
rozhlasovym, televiznym, ¢i inym) tak, ze Ziadne dva vysielace vzdialené¢ do 100 km nemoézu
pouzivat’ rovnaky kandl. Ako priradenie kanélov riesit’ farbenim grafov?

Riesenie: Kazdému vysiela¢u bude priradeny vrchol. Dva vrcholy su spojené, ked’ st mene;j
ako 100 km vzdialené. Priradenie kanalov odpovedd zafarbeniu grafu, kde kazdd farba
reprezentuje iny kanal (obr. 11.14).

Obrazok 11.14. Dosah vysielacov A,B,C,D,E,F,G je znazorneny kruhmi, moznost' interferencie spojenim
vysielaov hranami, a ako je na grafe napravo, na vysielanie bez interferencie stacia 3 frekvencie reprezentované
farbami (v obrazku napravo st vyznaéené iba Cisla farieb).

Priklad: Indexovy register — V efektivnych kompilatoroch je vypocet cyklu zrychleny,
pokial’ st pouzité premenné ukladané docasne v indexovych registroch v CPU namiesto
regularnej paméti. Kol'ko indexovych registrov je potrebnych pre dant slucku?

RieSenie: Kazdy vrchol grafu bude reprezentovat premennu v slu¢ke. Hrana medzi dvoma
vrcholmi existuje, ked’ im odpovedajice premenné musia byt ulozené v indexovom registri
v rovnakom Case vypoctu. Potom chromatické ¢islo grafu dava pocet potrebnych registrov
(pozri cvicenie 11.23).

K aplikaciam spojenym priradenim frekvencii patri aj “k-tuple” farbenie grafu, o je
priradenie mnoziny K réznych farieb kazdému z vrcholov grafu, takze Ziadne dva susedné
vrcholy nemaju priradenti spolo¢nu farbu. Pre graf G sa zvyCajne oznacuje yx(G) také
najmensie prirodzené Cislo n, ze graf G ma k-tuple farbenie s pouzitim n farieb. Napriklad,
12(C4)=4. Staci nam teda pouzit' 4 farby tak, aby sme priradili dve farby kazdému vrcholu
grafu C,4, tak, aby Ziadne dva susedné vrcholy nemali priradent ani jednu rovnaku farbu.
Dalej, menej ako 4 farby nestaéia, pretoZe dva susedné vrcholy musia mat’ priradené po dvoch
farbach, ktoré su rézne (pozri obr. 11.15). Tohto farbenia sa vyuziva, pokial mame priradit
vysielacom viac kandlov, aby nenastala interferencia — jednotlivé kandly ¢i frekvencie st
reprezentované farbami.
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{Cervend, modra} v, v, {zelena, Zlta}

{zelena, zlta} v, v, {€ervend, modra}
Obrazok 11.15. , k-tuple* farbenie y,(C,)=4

Okrem vrcholového zafarbenia grafov existuje aj hranové zafarbenie, kedy hrany, ktoré st
incidentné s rovnakymi vrcholmi, musia mat’ r6zne farby, pozri Obr. 11.16.

Shannon (zakladatel’ teorie informacie a informatiky) polozil ulohu: Majme elektrické
zariadenia, v ktorom su urCité miesta prepojené drotmi. Aby sme droty vychadzajuce z
urcitého miesta rozlisili, pouzijeme droty rozlicnych farieb. Aky najmensi pocet farieb na to
potrebujeme? Tento problém sa da riesit’ ako problém hranového chromatického ¢isla.

Obrazok 11.16. Hranové zafarbenie grafu (farby s nahradené ré6znym ciarkovanim).

Hranové chromatické ¢islo ynranove(G) je najmensi pocet farieb, ktory modze byt
pouzity v hranovom zafarbeni grafu G.

Veta 11.8. (Vizing, 1964) Ked G je konecny graf bez sluciek, ktorého najvacsi stupen
vrcholu je r, potom r<ypranove(G) <r+1.

Vetu uvadzame bez dokazu.

Kazdy graf sa dd ohodnotit vela d’alSimi ¢iselnymi charakteristikami, ktoré su
rovnaké pre izomorfné grafy a ktoré preto voldme invarianty. Uvedieme si dve také zdkladné
charakteristiky, ato velkost minimalnej dominujucej mnoziny a velkost’ ¢isla vrcholovej
nezavislosti.

Dominujiuca mnoZina (dominating set) je mnozina vrcholov takd, ze vSetky ostatné
vrcholy st spojené hranou asponi s jednym vrcholom dominujicej mnoziny. Dominujica
mnozina s najmensim poctom vrcholov sa vold minimdlna dominujiica mnoZina (minimum
dominating set).

Thato mnozinu si ukdzeme na Sachovom priklade. Na ur¢enie minimélneho poc¢tu dam
na Sachovnici, tak, aby kazdé volné pole bolo ohrozené aspoii jednou ddmou, mdze byt
pouzity oby&ajny graf. Sachovnica nxn ma n? §tvorcov v nxn konfiguracii. Dama v danej
pozicii ohrozuje vietky §tvorce v danom rade, v danom stipci ana obidvoch diagonélach
prechadzajucich $tvorcom pozicie damy. Odpovedajuci oby&ajny graf ma n” vrcholov, jeden
za kazdy Stvorec adva vrcholy su spojené hranou, ked” ddma umiestnend na Stvorci
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odpovedajucemu jednému z vrcholov ohrozuje Stvorec reprezentovany druhym vrcholom.
Sada pozicii minimélneho poctu dam umiestnenych na Sachovnici, tak, aby kazdé vol'né pole
bolo ohrozené aspoii jednou ddmou, odpoveda v grafe minimalnej dominujicej mnozine.
Priklad minimalneho po¢tu ddm dominujucich 4x4 Sachovnicu je uvedeny na obr. 11.17.

Obrazok 11.17. Priklad minimalneho poc¢tu ddm dominujucich 4x4 Sachovnicu

Mnozina vrcholov v grafe sa vola nezavisla, ked’ nie st ziadne dva vrcholy z tejto
mnoziny spojené hranou. Cislo vrcholovej nezavislosti grafu je maximélny pocet vrcholov v
nezéavislej mnozine vrcholov grafu.

Toto cislo si mdézeme ilustrovat’ na obdobnej ulohe, ako bola predchadzajuca.
V polovici 19. storocia sa objavila v Sachovej rubrike jedného nemeckého obrazkového
casopisu uloha: Na prazdnu normalnu Sachovnicu mame postavit’ osem dam tak, aby Ziadna
neohrozovala nijaka d’alSiu. Cielom bolo vysetrit’, kol'ko rieSeni ma tato uloha, a hned vtedy
bola dana aj odpoved’ — 92 rieSeni. Pre nés je vSak zaujimava inak polozena tloha: Kolko
ddm mozno umiestnit’ na Sachovnicu, aby ziadna neohrozovala nijaka d’alSiu. Na rieSenie
modzeme vyuzit' rovnakého typu grafu ako v predchadzajucom pripade, iba teraz hl'adame
najvacsiu mnozinu vrcholov tak, aby ziadna dvojica znich nebola spojend hranou. Ako
vysledok potom mézeme dostat’ graf odpovedajici napr. Sachovnici na obr. 11.18

i)

Ly

&%

i

Obriazok 11.18. Kol’ko ddm mozno umiestnit’ na Sachovnicu, aby Ziadna neohrozovala nijaka d’alsiu.
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Cvicenie:

11.1.

11.2.

11.3.

11.4.

11.6.

Upravte Dijkstrov algoritmus pre najdenie najkratSej vzdialenosti medzi dvoma
vrcholmi @ a Z v oby¢ajnom suvislom ohodnotenom grafe tak, aby bola najdena dizka
najkratSej cesty od vychodzieho vrcholu a ku kazdému inému vrcholu.

Vyrieste problém obchodného cestujuceho pre grafy na obr. 11.C1 najdenim
celkového suctu vah pre vsetky hamiltonovské kruznice aurCenim kruznice
s najmensim celkovym suctom.

a 3 b

d 7 ¢

Obrizok 11.C1. Hladajte hamiltonovské kruznice a ich dizky (vahy).

VyrieSte problém obchodného cestujuceho pre grafy na obr. 11.C2 najdenim
celkového suctu vah pre vsetky hamiltonovské kruznice aurCenim kruZnice
s najmensim celkovym suctom.

b
3 10

7 eld 6

Obrizok 11.C2. Hladajte hamiltonovské kruznice a ich dizky (vahy).

Navrhnite ohodnoteny graf tak, Ze celkova suma vah uzavretého sledu, ktory navstivi
kazdy vrchol aspoii raz je minimalna pre sled, ktory navstivi niektoré vrcholy viackrat.
Daju sa z piatich domov viest’ cesty ku dvom studniam tak, aby sa Ziadna z ciest
nekrizila?

Zistite, Ci je graf na obr. 11.C3 planarny. Ked ano, nakreslite ho bez krizenia hran.

a

d e f
Obrazok 11.C3. D4 sa najst rovinna reprezentacia daného grafu?
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11.7. Zistite, ¢i je graf na obr. 11.C4 planarny. Ked’ ano, nakreslite ho bez kriZzenia hran.

a b
f >c
e d

Obrazok 11.C4. Da sa najst’ rovinna reprezentacia daného grafu?

11.8. Ukazte, ze kompletny graf Ks nie je planarny pri pouziti podobnych argumentov, aké
boli pouzité v priklade s oblastami R pre Ks 3.

11.9. Predpokladajme, ze stuvisly plandrny graf ma Sest’ vrcholov, kazdy stupna 4. Na kol'ko
stran (oblasti) je rovina rozdelend planarnou reprezentaciou tohto grafu?

11.10. Dokézte Vetu 11.4.

11.11. Predpokladajme, Ze suvisly planarny obycajny graf s |E| hranami a [V| vrcholmi
neobsahuje kruznice dizky 4 alebo kratsie. Dokazte, e |E|<(5/3)|V|-(10/3), ked’ pocet
vrcholov je vacsi ako 4.

11.12. Ktory znasledujucich neplandrnych grafov ma vlastnost, Ze po odstraneni
I'ubovol'ného vrcholu a vSetkych s nim incidentnych hran dostavame planarny graf?

(@) Ks (b) Ke (¢) K35 (d) K3 4

11.13. Priesecnikové Cislo (crossing number) obycajného grafu je najmens$i mozny pocet
pretati dvoch hrén inde ako v s nimi incidentnych vrcholoch (pricom Ziadne tri hrany
sa nesmu pretnat’ v spolocnom bode). Vo vSeobecnosti ide o vel'mi zlozity problém,
dolezity pre navrh elektronickych obvodov (definuje pocet izolovanych drotov
potrebnych na pridanie k ploSnému obvodu). Vasou tlohou je ukézat, ze Ks;3; ma
priesecnikové Cislo rovno jedne;.

11.14. Hrubka (Thickness) jednoduchého grafu je najmensi pocCet planarnych podgrafov,
ktoré maju graf G ako ich zjednotenie. To je dolezité pre ndvrh elektronickych
obvodov, aby bolo mozné¢ zistit’, kol'ko najmenej vrstiev je potrebné na stavbu obvodu.
Ukéazte, ze graf K; 3 ma hrabku 2.

11.15. N4jdite hrabku grafov (a) Ks (b) K (¢) K7 (d) K34 (€) Kaa (f) Ks s

11.16. Ukazte, ze ked je G suvisly obycajny grafs |V| vrcholmi a |E| hranami, potom jeho
hrabka je najmene;j HE|/(3[\/| — 6)-|

11.17. Pouzite cvienie 11.16 na to, aby ste ukdzali, ze hribka pre K, je najmenej
[(n+7)/6].

11.18. Nakreslite K33 na torus, aby sa hrany neprekryvali.
11.19. Skonstruujte dudlny graf pre mapu na obr. 11.C5. Ngjdite pocet farieb potrebnych na
zafarbenie mapy tak, aby ziadne dve susedné steny (oblasti) nemali rovnaku farbu.
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11.20.

11.21.
11.22.

11.23.

11.24.

Obrazok 11.C5. Njjdite dualny graf a zafarbenie mapy.

Skonstruujte dualny graf pre mapu na obr. 11.C6. N4jdite pocet farieb potrebnych na
zafarbenie mapy tak, aby Ziadne dve susedné steny (oblasti) nemali rovnaku farbu.

\E

Obrazok 11.C6. Najdite dualny graf a zafarbenie mapy.

Aké je chromatické ¢islo grafu typu "koleso" W,?

Navrhnite rozvrh pre skusky z predmetov Analyza algoritmov (A), Modelovanie a
simulédcia (M), Pocitatova grafika (P), Databazy (D), Umela inteligencia (U),
Neurénové siete (N), Evoluéné algoritmy (E), Opera¢né systémy (O), ked ziadni
Studenti nemaju naraz zapisani Analyza algoritmov a Operacné systémy, nemaji
naraz zapisani Modelovanie a simulacia a Opera¢né systémy, nemaju naraz zapisand
Databdzy a Umeld inteligencia, nemaju naraz zapisanu Databazy a Neurdnové siete,
nemaju naraz zapisanu Analyza algoritmov a Modelovanie a simuldcia, nemaju naraz
zapisanu Analyza algoritmov a Pocitacova grafika, nemajl naraz zapisanu Pocitatova
grafika a Databazy, ale existuju Studenti, ktori maju zapisané vsSetky ostatné mozné
kombindcie.

V slucke pocitacového programu sa objavuje 7 premennych. Premenné a kroky, v
priebehu ktorych musia byt ulozené su:

t kroky 1-6

u krok 2

v kroky 2-4

w kroky 1,3 a5

X kroky 1 a 6

y kroky 3-6

Z kroky 4-5

Korl’ko rozdielnych indexovych registrov potrebujeme na uloZenie tychto premennych
v priebehu vypoctu?

Frekvencie mobilnych telefonov su prirad'ované podl'a zon. Kazda zona ma priradenu
sadu frekvencii, ktoré mozu byt pouzité mobilnymi telefonmi v tej zoéne. Rovnaka
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11.25.

11.26.

11.27.

frekvencia nemdze byt pouzitd v zdénach, kde by bol problém s interferenciou.
Vysvetlite, ako k-tuple zafarbovanie méze byt pouzité pre priradenie Kk frekvencii
kaZdému mobilného telefonu.

N4jdite minimalne dominujiice mnoziny grafov na Obr. 11.C7.

a b a e
v al bl c| d
f h
ﬁ cdeg
i) ko
¢ 6 ¢ b g G

3

Obrazok 11.C7. Minimalne dominujice mnoziny?

N4jdite minimalny pocet ddm dominujicich nxn Sachovnicu

(a) pre n=3, (b) pre n=4, (¢) pre n=5

Ukézte, ze pocet vrcholov obyc¢ajného grafu je mensi alebo rovny ndsobku cisla
vrcholovej nezévislosti (=maximalneho poctu vrcholov nezavislej mnoziny vrcholov,
t. j. independence set) a chromatického ¢isla grafu.
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