Teoria grafov 11

e cesty v ohodnotenych grafoch

e planarne grafy

e Kuratowskeho veta

e farbenie grafov a map

e Eulerova formula

e aplikacie farbenia

e minimalna dominujuca vrcholova mnozina
o Cislo vrcholovej nezavislosti

Priesvitka 1




Ohodnotené grafy (weighted graphs)

kazdej hrane je priradené realne ¢islo - vaha (weight).

Zjednodusend mapa zeleznicnej siete Slovenska s o¢islovanim koridorov tvori
ohodnoteny graf (hranice republiky do grafu nepatria)
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Aplikacie:

Zeleznicna, cestna alebo letecka siet’
vzdialenosti medzi mestami
priradeni triedy cesty (1-3.),
cas potrebny na cestu
cena cestovného listku

pocitacova alebo telefonna siet’
rychlost’ odozvy
priepustnost’ linky
cenu prenajmu linky
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Typy problémoyv:

Zistit di¥ku cesty v ohodnotenom grafe, ktora sa bude rovnat suétu vah hran
tejto cesty (tato dizka je rozdielna od dizky cesty neohodnoteného grafu, ktora
predstavuje pocet hran cesty, formalne si méZeme predstavit’, Ze kazda hrana ma
vahu rovnu jednej).

Ktora cesta medzi dvoma vrcholmi je mnajkratSia, teda, aka je najmensia
vzdialenost’, ktort musime prejst, aby sme sa dostali z Bratislavy do
Medzilaboriec?

Ktort cestu mame vybrat’, aby sme v cieli boli ¢o najrychlejsie?

Ktora cestu mame vybrat’, aby sme sa do ciel'a dostali za ¢o najmenej penazi?

V pocitacovych sietach sa mézeme spytat’:

Ktoré¢ telefonne ustredne mame prepojit, aby sme dostali Co najlacnejSie
spojenie?

Ktor¢ telefonne ustredne mame prepojit’, aby sme mali o najrychlejSiu odozvu?

Problém obchodného cestujuceho: mame navstivit' kazdy vrchol (mesto)
prave raz a vratit’ sa do vychodzieho vrcholu s cielom precestovat’ pritom
co najkratsiu trasu (obecne NP Uplny problém, rieSenie heuristikami)
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Ndjdenie najkratSej cesty (viac algoritmov)
Holandsky matematik Edsger Dijkstra r. 1959 pre ohodnoten¢ neorientované
grafy so vSetkymi vahami ohodnotenymi kladnym cislom (jednoducha adaptacia
na orientovane grafy)
Hladame cestu najkratej dizky medzi vrcholmi a a z zadaného grafu G.

1. Najst’ dizku najkratsej cesty z a do najblizsieho vrcholu

2. Najst’ dizku najkratsej cesty z @ do druhého najblizsiecho vrcholu, atd’.

dokial’ nenajdeme dlzku najkratsej cesty od a do z.

Pr1 kazdej iteracu pridavame novy vrchol do mnoziny vrcholov S so
stanovenou najkratSou vzdialenostou od vrcholu a. Robi sa vzdy nové
ohodnocovanie vrcholov. Vrchol w je ohodnoteny diZkou najkratiej cesty
z a do w obsahujucej iba vrcholy z mnozZiny S. Do S pridavame pri kazde;
iteracit vrchol s minimalnym ohodnotenim, ktory eSte nie je v S.
Algoritmus zacCina ohodnotenim vrcholu « hodnotou 0 a vSetkych
ostatnych oo .
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procedure Dijkstra(G: ohodnoteny suvisly obyCajny graf so vSetkymi
vahami pozitivnymi) {G ma vrcholy a=vo,vi,...,v,=z avahy w(v,v;) kde
w(v;,v;)=0, ked’ (v;,v;) nie je hrana G}

fori:=1ton
L(v;) =0
L(a) =0; 8 :=O;

{vrcholy ohodnotené oo, okrem vychodziecho a, ktory ma 0, a mnoZina
vrcholov § s ndjdenou najmensou vzdialenost'ou od a je prazdna}
while z¢ S

begin
u = vrchol nepatriaci do S’ s minimalnou L(u)
S = Sufu}

for vSetky vrcholy v nepatriace do S
if L(u)+ w(u,v)< L(v) then L(v) := L(u)+ w(u,v)
{takto do § pridavame vrchol s najmenSou vzdialenostou a upravujeme
hodnoty vrcholov nepatriacich do S}
end { L(z) je najkratSia cesta z a do z }
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Priebeh Dijkstrova algoritmu pre hladanie dizky najkratsej cesty od vrcholu
vlavo. Vrchol vyznaCeny kosoStvorcom predstavuje aktudlne spracovavany
vrchol, vrcholy v kriZku patria do mnoziny S, pre tieto vrcholy bola najkratSia
cesta uz vypocitana a ich ohodnotenie sa uz nebude menit’
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Casova zloZitost’: Najhorsi pripad ¢asovej zloZitosti pre Dijkstrov algoritmus
s n vrcholmi a m hranami je O(n?). Tato hodnota moze byt podstatne vylepsena
pre grafy s malo (,,riedko rozmiestnenymi‘‘) hranami.

Problém obchodného cestujuceho, je ekvivalentny najdeniu hamiltonovske;j
kruznice s minimalnym  su¢tom vah v komplethom  ohodnotenom
neorientovanom grafe. Ked’ si zvolime l'ubovolny Startovaci bod, kedZze
kruznica (a,b,c,d,a) je pre nas totozna s kruznicou (b,c,d,a,b), mame (n-1)!
moznosti permutacii, vyjadrujacich kruznice, aked’ si zoberieme, Ze nam
nezaleZi u kruznice na smeru, ked’Ze (a,b,c,d,a) je pre nas rovnaka kruznica ako
(a,d,c,b,a), mame (n-1)!/2 moznosti, Co je stdle NP-uplny problém. V praxi sa
problém obchodného cestujuceho pre vela vrcholov rieSi aproximacnymi
algoritmami, ktoré nemusia nutne najst najlepsSie rieSenie, ale najdu rieSenie
blizke najlepsiemu. Napriklad, pokial graf spliia trojuholnikovii nerovnost’,
existuje polynomialny algoritmus, ktory najde prinajhorSom o 50% dlhSiu cestu
ako je najlepSia mozna. V praxi sa vyuzivaju algoritmy, ktoré st schopné najst’
rieSenie pre problému o 1000 vrcholoch v priebehu niekol’ko minut, a také
rieSenie bude v priemere do 2% horSie ako i1dealne.
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Planarne grafy

TR

N’ 5 @

Daju sa rozvody viest’ tak, aby sa nikde nekrizili?

Da sa bipartitny kompletny graf Ks ;3 prekreslit’ tak, aby sa Ziadne dve hrany
nekrizili?
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Problém tlacenych spojov: formalne sa riesi ako otazka, ¢i je graf planarny.
Graf volame planarny, ked’ mo6ze byt’ zakresleny v rovine bez toho, ze by sa jeho
hrany krizili (pod kriZzenim hrdn rozumieme pretatie priamok alebo oblukov
reprezentujucich hrany na imom mieste ako su snimi incidentné spolocne
vrcholy). Nakres = rovinna (planarna) reprezentacia grafu.

Graf moze byt’ planarny, aj ked’ sa zvyCajne zakresl'uje s prekrizenymi hranami.

K, K, O, 0,

Kompletny graf K; ahyperkocka (; sbeznym nakresom a v rovinnej
reprezentacii
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Preco je kompletny bipartitny graf K; ;3 neplanarny?

Musia byt prepojene vrcholy a,b s vrcholmi d,e. Tieto 4 hrany vymedzuja rovinu
na dve oblasti, R; a R,, ako je ukazan¢ na grafu G,. Vrchol ¢ je alebo v jedne;,
alebo v druhej oblasti; oblast’, v ktorej je, rozdel'uje na dve Casti, ako je to vidno
pre Ry, a Ry, v grafu G z Obr. 11.5. Potom nie je moZzn¢ umiestnit’ vrchol f bez
toho, aby sa krizili hrany. Ked’ je f v oblasti R}, nie je mozn¢ vytvorit’ hranu {f,c}
bez krizenia. Ked’ je f v oblasti R, nie je mozn¢ vytvorit hranu {f,b} bez
krizenia. Ked’ je f v oblasti Ry, nie je mozn¢ vytvorit’ hranu {f,a} bez kriZenia.
Podobné¢ argumenty by sa dali pouzit’, keby bod ¢ bol v oblasti R;.
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Elektronicky obvod si mézeme abstrahovat’ ako graf, kde jednotlivé suciastky
tvoria vrcholy a spojenia medzi nimi su reprezentované hranami. Elektronicky
obvod mdzeme vytlacit’ na jednu dosku, pokial’ dokdZzeme pre jemu odpovedajuci
graf ndjst’ rovinnu reprezentaciu. Ked graf nie je plandrny, mdéZzeme pouzit
zlozitejSie rieSenia. Napriklad mézeme vrcholovi mnozZinu grafu rozdelit’ na
disjunktivne podgrafy, ktor¢ uz buda planarne. Potom moZeme skonStruovat
obvod prepojenim viacerych vrstiev. Dalou mozZnostou je pri krizeni hran
pouZit’ izolovany drot; v tomto pripade sa budeme snazit’ navrhnut’ reprezentaciu
s ¢o najmene] prekrizeniami.
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Eulerova formula

Rovinnd reprezentacia planarneho grafu rozdel'uje rovinu na casti, ktore
nazyvame steny. Za stenu povazujeme aj vonkajSiu, neohrani¢ent oblast’. Suhrn
vrcholov, hran a stien (rovinnej) reprezentacie (planarneho) grafu tvori (rovinnu)
mapu.

Veta (rozSirena Eulerova formula): Nech G je planarny obyCajny graf s |E|
hranami, |V] vrcholmi a |K| komponentmi. Nech [R| je pocet stien jeho rovinnej

reprezentacie. Potom
IRI=|E|-|V]+|K]| +1 (11.1)

Dodkaz: PouzZijeme indukciou na pocet hran pri fixnom pocte vrcholov. Ak |E|=0,
potom |R|=1, |V|=|K| arovnost (11.1) plati. Nech (11.1) plati, ak |E|=m, kde m je
cele¢ nezaporné cCislo. Majme mapu M; sm+l hranami. Odstranme z nej
I'ubovol'ni hranu e. Vznikne mapa M, s m hranami. Ozna¢me pocet stien, resp.
komponentov mapy M; ako |R,|, resp.|Ki|, podobne pre M, ako |R,|, resp. |K3|.
Podl'a indukéného predpokladu plati |Ry|=m - |V]+HK;| +1. Ak e je most, potom
IR1[=|Ry|, |K1| = |K>3| -1. V opacnom pripade |R|=|R,|*+1, |Ki| = |K3|. V obidvoch
pripadoch |R;|=(m+1) - |V|+|K;| +1, Co sme mali dokazat’. m
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Priklad: Predpokladayme, Ze¢ planarny obycajny spojity graf ma 20
vrcholov, kazdy stupna 3. Na kol’ko stien rovinna reprezentacia tohto grafu
rozdel'uje rovinu?

RieSenie: Pretoze suma stupniov vrcholov je rovna dvojnasobku poctu hran,
2|E|= % deg(v), 2|E[20x3=60, |E[=30. Z Eulerovej formuly vyplyva
velV

R|=|E|-| V+|K] +1=30-20+1+1=12.
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Veta 2. Nech G je spojity planarny obyCajny graf s |E| hranami a |V] vrcholmi,
kde |V]|=3, potom |E|<3]|V]-6.

Dodkaz: Spojity planarny obycCajny graf rozdel'uje rovinu na |R| stien. PoCet hran
ohranicujucich stenu R (ktory budeme volat’ stuperi steny deg(R)) je najmenej 3.
(Do stupna pocitame ako prirastok 2 tie hrany, ktoré su v stene ,,z obidvoch
stran““.) Suma stupnov stien sa teda presne rovna dvojnasobku poctu hran v grafu.
Pretoze kazda oblast’ ma stupen vacsi alebo rovny 3 (musi platit’ pre spojity graf
s aspon troma vrcholmi), dostavame
20E|= = deg(R)=3|R|
vSetky oblasti R

Odtial’ (2/3) |E|= |R|. Pouzitim Eulerovej formuly dostavame (2/3) |E|Z|E|-|V]+2,
z Coho vyplyva |E|/3<|V]-2 a teda |E|<3|V]-6. m

Priklad: Ukazte pomocou Vety 2, Ze K5 nie je plandrny graf.
Graf Ks ma 5 vrcholov a 10 hran. KedZe podmienka |E|<3|V]|-6 neplati pre
10<3x5-6, K5 nie je planarny.
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Veta 3. Nech G je spojity planarny obycajny graf, potom obsahuje vrchol stupna
menSieho alebo rovného 5.

Dokaz: Ked by bol stupen kazdeho vrcholu aspon 6, potom podla vzorca
2|E | =Y deg(v) by sme mali 2|E|>6|V]. To je ale v kontradikcii s nerovnostou
velV

podla 11.2, 2|E|<6|V]-12. m

Veta 4. Nech G je spojity planarny obycCajny graf s |E| hranami a |V] vrcholmi,
kde V>3, a neobsahuje Ziadnu kruznicu dlzky 3, potom |E|<2|V]-4.

Priklad: PouZite vetu 4 na dokaz toho, ze K33 nie je planarny.

Riesenie: PretoZze K33 nema ziadnu kruznicu dizky 3, ¢o je zrejmé z toho, Ze je
bipartitny, mézme pouzit’ vetu 11.4. K53 ma 6 vrcholov a 9 hran, teda nerovnica
|[E|<2|V]-4 nie je splnena.
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Ked'ze an1 K33 ani K5 nie su planarne, nebudu planarne ani grafy, ktoré ich
maju ako podgrafy. Je ale prekvapujuce, Ze vSetky neplandrne grafy nutne
obsahuju podgraf, ktory moze byt skonstruovany z K33 ani Ks pomocou
urcitych povolenych operacii.

Z grafov K33 a Ks mOzeme vytvorit' d’alSie neplanarne grafy, ak ich
hrany rozdelime na viac hran pomocou vrcholov druhého stupna (pozri
Obrazok). VSetky grafy, ktoré¢ takymto spdsobom ziskame, vratane
samotnych K; 5 a Ks, volame Kuratowského' grafy.

' Kazimierz Kuratowski (1896-1980) bol pol'sky matematik, ktory §tudoval pred
1. svetovou vojnou v Glasgowe v Skotsku, potom pracoval v I’'vove a na
VarSavskej univerzite. V priebehu 2. svetovej vojny kvoli prenasledovaniu
vzdelanych Poliakov za okupacie nacistami vyucCoval tajne. Zasluzil sa o pol'sku
matematiku, publikoval viac ako 180 c¢lankov, pracoval v tedrii mnoZin a
topologii, r. 1930 navrhol charakterizaciu neplandrnych grafov.

Priesvitka 17




Kuratowskeho grafy

Veta 5 (Kuratowského veta): KoneCny graf je planarny prave vtedy, ked’
neobsahuje ako podgraf nijaky Kuratowského graf.

Opacna strana dokazu, Ze kazdy neplanarny graf obsahuje ako podgraf
Kuratowskeho graf, je natol’ko komplikovany, ze ho tu nebudeme uvadzat'.
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Je Petersenov graf planarny? (Julius Petersen bol dansky matematik, graf
navrhnuty 1891 je €asto pouZivany pre Studium).

RieSenie: Z grafu da vytvorit’ odstranenim vrcholov a s nim spojenych hran

a nasledovnym odstranenim vrcholov stupna 2 (s tym, Ze dvojica hran,

s ktorymi bol taky vrchol incidentny, vytvori jednu hranu) graf izomorfny

s grafom K3 3, Petersenov graf nie je planarny.

a
f d J
e bf q
ae
" e
h e ] h
d C

Petersenov graf, jeho podgraf ziskany odstranenim vrcholu 6 a K3 3, z ktorého sa
da ziskat’ graf izomorfny s prostrednym grafom pridanim vrcholov a, ¢ a g medzi

hrany {ef}, {d,h} a {i }.
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Farbenie grafov

Politické mapy sa zvyCajne kreslia tak, ze Staty, ktoré zdielaju hranice, su
vyfarben¢ odliSnou farbou. (Ked’ sa hranice Statov dotykaju iba v jednom bode,
potom moZzu Staty byt vyfarbene rovnakou farbou.)

AN

Mapa a jej farbenie.

Otazka je, dokdazeme zafarbit’ tito mapu aj menej ako piatimi farbami?
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Farbenie map je otdzka susednostti — ktor¢ Staty zdielaji netrividlnu
hranicu. VSetka ostatnad informéacia (ako velkost’ alebo tvar Statu) je nepodstatna.

Dudlny graf k danej mape - nahradenim Statu vrcholom a spojenim vrcholov,
ked’ 1im odpovedajuce krajiny zdiel'aji hranicu

- A C
A NGB~
2 F

E
D E F

Graf odpovedajuci mape, jeho vybratie z mapy a pravidelnejSie zakreslenie
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Je mozné vrcholy grafu zafarbit’ menej farbami ako 5 tak, aby susedné
vrcholy neboli zafarbené rovnakou farbou?
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Zafarbenie vrcholov grafu menej farbami, mapa by teda vyzadovala iba 3 farby.
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Kol’ko farieb je potrebné na zafarbenie dolu uvedenej mapy?
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Koflko farieb je potrebnych na zafarbenie vrcholov grafov?
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Napodiv, prvy graf s viac vrcholmi si vyZiadal mene;j farieb.
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Kolko farieb by bolo potrebnych na zafarbenie kompletného grafu K,,?
Samozrejme n, ked’ze kazdy vrchol je spojeny s kazdym.

Chromatické Cislo grafu je pocCet farieb nutnych na zafarbenie vrcholov tak, Ze
susedne vrcholy maji roznu farbu. Chromatické Cislo grafu G sa zvycCajne
oznacuje x(G).

Napriklad Petersenov graf ma chromaticke Cislo 3.

K 5 K3,3
Petersen

Chromatickeé Cislo grafu K, je n, a chromaticke Cislo bipartitného grafu K, ,, je 2
(dve mnoziny vrcholov zafarbime kazdu inou farbou).
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Chromaticke Cislo grafu C, pre parne n je dva. Staci vybrat’ vrchol a zafarbit’ ho
jednou farbou, a postupovat’ po kruhu po smeru hodinovych ruci¢iek a farbit
vrcholy vzdy alternativnou farbou. N-ty vrchol musi byt zafarbeny druhou
farbou, pretoZe prvy a (n-1)prvy boli zafarben¢ prvou z farieb.

Chromaticke cislo grafu C, pre neparne n je tri. Sta¢i vybrat' vrchol a
zafarbit’ ho jednou farbou, a postupovat’ po kruhu po smeru hodinovych ruciciek

a farbit’ vrcholy vzdy alternativnou farbou. N-ty vrchol musi byt zafarbeny

tretou farbou, pretoze prvy a (n-1)prvy boli zafarbené prvou, resp. druhou z
farieb.

C, C, C. C,
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Veta 6. (R.L. Brooks, 1941): Nech je najva¢si zo stupniov vrcholov grafu G
rovny d. Ak d#2 a graf G neobsahuje kompletny podgraf s d+1 vrcholmi, tak
v(G)<d (inak ¥(G)=d+1). Ak d=2 a graf G neobsahuje kruznicu neparnej dizky,
tak v(G)=2, inak y(G)=3.

Veta o Styroch farbach:

Veta 7. Kazdy planarny graf ma chromatické ¢islo maximalne 4.

Prva pisomna zmienka o tomto problému pochadza z dopisu Augusta De
Morgana nam znamemu siru Hamiltonovi z 1852. Po sade netspeSnych pokusov
bol tento teorém dokazany pomocou pocitacov r. 1976, pomocou skontrolovanie
niekol’ko tisic Specialnych pripadov. To vyvolalo diskusiu, pre tak rozsiahle
pouzitie poéitatov v dokaze. Co ked bola chyba v programe?
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NajlepSi znamy algoritmus na farbenie grafov ma v najhorSom pripade
exponencidlnu zloZitost v zavislosti na poc¢tu vrcholov v grafe. Aj najst’
aproximaciu chromatického Cisla je zlozité.
Mozny algoritmus na zafarbenie obycCajného grafu s greedy (pazravym)
pristupom:
1.Zorad’ vrcholy vy, v,,..., v, podla velkosti ich stupnov, tak, Ze deg(vi)>
deg(vy) 2... deg(v,); i=0
2.Prirad’ farbu i+1 prvému eSte neofarbenému vrcholu v zozname. Postupne
prirad’ farbu i+1 vrcholom v zozname, ktoré eSte neboli ofarben¢ a nesusedia
s vrcholmi, ktorym uz bola priradena farba i+1.
3.0pakuyj krok 2, dokial’ vSetky vrcholy nebudu ofarbené

Uvedeny algoritmus ale nezarucuje ziskanie ofarbenia vrcholov s minimalnym
pocCtom farieb.
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Pouzitie farbenia grafov

Priklad: Rozvrh - Ako mozu byt rozvrhnuté skusky na univerzite, aby Ziaden
Student nemal naplanovane¢ dve skusky zaraz?

RieSenie: Vrcholy budu reprezentovat’ kurzy, hrana bude spajat’ vrcholy vtedy,
ked’ existuje Student, ktory ide na obidve skusky. Kazdé cCasové priradenie
skuske je reprezentované rozdielnou farbou. Rozvrh skusSok potom odpoveda
ofarbeniu odpovedajaceho grafu.

Navrhnite rozvrh pre skisky z predmetov Analyza algoritmov (A), Modelovanie
a simulacia (M), PocitaCova grafika (P), Databazy (D), Umela inteligencia (U),
Neuronove siete (N), Evolucné algoritmy (E), Operacné systémy (O), ked’ Ziadni
Studenti nemaju zaraz zapisani Analyza algoritmov a Opera¢né systémy, nemaju
zaraz zapisanu Modelovanie a simuldcia a Operaéné syst€émy, nemaji zaraz
zapisani Databazy a Umeld inteligencia, nemaji zaraz zapisani Databazy a
Neuronove siete, nemaju zaraz zapisani Analyza algoritmov a Modelovanie a
simuldcia, nemaju zaraz zapisani Analyza algoritmov a PocitaCova grafika,
nemaju zaraz zapisanu PocCitaCova grafika a Databazy, ale existuja Studenti, ktori
maju zapisan¢ vsetky ostatné mozné kombinacie.
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Rozvrh - RieSenie:

Uvazuyme graf reprezentujuci dany problém. Vrcholy reprezentuju 8 predmetov
a su spojen¢ hranou, ked’ existuju Studenti 1dici na obidva predmety. Existuju
teda hrany medzi vSetkymi okrem siedmich vymenovanych dvojic. Je ovela
lahSie nakreslit komplement grafu zobrazujuci iba hrany pre vymenované
dvojice.

Te

Chceme najst’ chromaticke €islo grafu, ktorého komplement sme nakreslili, farby
budu casove periody pre skusSky. Pretoze PUNEO tvoria K5, chromatické Cislo je
najmenej 5. Aby sme ukazali, Ze je prave 5, staci ofarbit’ ostavajuce 3 vrcholy. D
moze mat’ rovnaku farbu ako U, a A a M mdzu mat’ rovnaku farbu ako O. Preto
je 5 Casovych peri1od (farieb) postacujacich.
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Priklad: Priradenie frekvencii - Televizné kanaly su priradené staniciam tak, ze
z1adne dve stanice vzdialen¢ do 100 km nemdézu pouzivat’ rovnaky kanal. Ako
priradenie kanalov riesit’ farbenim grafov?

RieSenie: Kazdému vysielacu bude priradeny vrchol. Dva vrcholy su spojené,
ked’ st menej ako 100 km vzdialené. Priradenie kanalov odpoveda zafarbeni
grafu, kde kazda farba reprezentuje iny kanal.

Dosah vysielacov A,B,C,D,E,F,G je zndzorneny kruhmi, moZnost’ interferencie
spojenim vysielaCov hranami, a ako je na grafe napravo, na vysielanie bez
interferencie staci 3 frekvencie reprezentovane farbami.
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Priklad: Indexovy register — V efektivnych kompildtoroch je vypocet v cyklu
zrychleny, pokial si pouzit¢ premenné ukladané docCasne v indexovych
registroch v CPU namiesto regularnej pamati. Kolko indexovych registrov je
potrebnych pre danua slucku?

Riesenie: Kazdy vrchol grafu bude reprezentovat premennu v sluCke. Hrana
medzi dvoma vrcholmi existuje, ked 1m odpovedajuce premenné musia byt
uloZzen¢ v indexovom registri v rovnakom case vypocCtu. Potom chromatické
Cislo grafu dava pocet potrebnych registrov.

V slucke pocitacoveého programu sa objavuje 7 premennych. Premenne a kroky,
v priebehu ktorych musia byt’ uloZzené su:

t kroky 1-6

u krok 2

v kroky 2-4

w kroky 1,3 a5

x kroky 1 a 6

y kroky 3-6

z kroky 4-5
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RieSenie: Tento problém moze byt modelovany pomocou prienikového grafu
mnozin krokov, v priebehu ktorych musia byt’ jednotlivé premenné uchovavane.
Tento graf ma 7 vrcholov, od ¢ po z. Hrana medzi dvoma vrcholmi existuje,
pokial’ obidve 1im odpovedajiuce premenne musia byt uschovavané v priebehu
niektorého spolo¢ného kroku. Odpoved’ou na problém je chromaticke cislo
takeho grafu. Skor ako by sme analyzovali tento graf, zoberieme si1 jeho
komplement, ktory ma ovel'a menej hran. Tu st dva vrcholy spojen¢ v pripade,
ked” im odpovedajice mnozZiny krokov nemaju spolocny prienik. Jediné takeé
hrany st {u,w}, {ux}, {uyl,{u,z},{v.x},{x,z}. Ziadna z hran v komplemente
nespaja ziadnu dvojicu z mnoziny {t,v,w,y,z}, takze tieto vrcholy tvoria K5 v
povodnom grafe. Aby sme ukdzali, ze je prave 5, staci ofarbit’ vrchol u# rovnakou
farbou ako w, a x rovnako ako z (tieto pary su spojen¢ v komplementu hranou).
Pretoze chromaticke Cislo je 5, potrebujeme 5 registrov, s premennymi u a w
zdiel'ajucimi register, rovnako ako x so z.
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Okrem vrcholoveho zafarbenia grafov existuje aj hranové zafarbenie, kedy
hrany, ktore su incidentné s rovnakymi vrcholmi, musia mat’ r6zne farby

Hranov¢ zafarbenie grafu.
Hranové chromatické Cislo je naymensi pocet farieb, ktory moze byt pouzity v
hranovom zafarbeni grafu.
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Shannon (zakladatel’ tedrie informacie a informatiky): Mayme elektrické
zariadenia, v ktorom su urCit¢ miesta prepojené drotmi. Aby sme droty
vychadzajiace z urCiteho miesta rozlisili, pouzijeme droty rozlicnych farieb. Aky
najmensi pocet farieb na to potrebujeme?

Vizingov teorém, r. 1964: Ked’ G je konecny graf bez sluciek, ktorého najvacsi

stupen vrcholu je r, potom r<y{anove(G) <r+1.
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Minimalna dominujuca vrcholova mnoZina (minimum dominating set):

VSetky ostatné vrcholy st spojené hranou aspon s jednym vrcholom dominujtce;j
mnoziny

Dva vrcholy grafu reprezentujiceho Sachovnicu st spojené hranou, ked” dama
umiestnena na Stvorci odpovedajicemu jednému z vrcholov ohrozuje Stvorec
reprezentovany druhym vrcholom. Uloha najst’ minimalnu dominujicu mnozinu
je uloha: Najdite minimalny pocet dam dominujucich nxn Sachovnicu
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Cislo vrcholovej nezavislosti grafu je¢ maximalny pocet vrcholov v nezavislej
mnozine vrcholov grafu. MnoZina vrcholov v grafe sa vola nezavisla, ked’ nie st
Z1adne dva vrcholy z tejto mnoziny spojené hranou.

Cislo vrcholovej nezavislostt méZzme riesit’ na priklade:
Kolko dam mozZno umiestni® na Sachovnicu, aby ZzZiadna neohrozovala

nijaku d’alSiu?
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