12. kapitola

Teoria grafov III — stromy ako modely, vlastnosti stromov, binarne
prehl'adavanie, prefixove kody, stromy algebraickych vyrazov, hry

12.1 Stromy ako modely a ich zakladné vlastnosti

Strom je suvisly graf bez kruznic. Prvy krat boli stromy pouzité¢ uz anglickym matematikom
Arthurom Cayleym' r. 1857 na spoéitanie druhov istého typu chemickych zlidenin — alkanov
(pozri obr. 12.1). Alkany sa inak volaji nasytené uhlovodiky a maju sumarnu formulu
C,Ha,+2. V grafovom modeli je kazdy atom uhlika reprezentovany vrcholom stupiia 4 a kazdy
vodikovy atém vrcholom stupnia 1. V grafe reprezentujicom alkany je teda je 3n+2 vrcholov,
a ked’ze pocet hran je polovicou sumy stupiiov vrcholov, ich pocet je (4n+2n+2)/2=3n+1
hran. (Dokaz faktu, ze taky suvisly graf nemd kruznice, je ponechany na cvicenie 12.5).
Neizomorfné stromy oz vrcholoch stupiia 4 ao 2n+2 vrcholoch stupna 1 reprezentuju
rozdielne izoméry C,Hy,+2 (pozri cvicenie 12.8).

H

priestorovy model Struktirny vzorec graf

Obrazok 12.1. Ukazka réznych typov reprezentacie chemickej zIu¢eniny metanu, ktory patri medzi alkany.

Od Cayleyho doby boli stromy pouzité na rieSenie problémov v mnozstve disciplin.
V beznom zZivote sa s pouzitim stromov mdzeme stretnit’ od genealdgie — stromu pribuznosti
u rodokmena, klasifikacného stromu zivocichov a rastlin, stromu Sportového turnaja az po
organiza¢nu Struktaru hierarchie podniku, kde vrcholy su jednotlivé organizacné jednotky
a hrany predstavuji vztahy nadriadenosti-podriadenosti medzi nimi. NajobycajnejSim
vyuzitim stromov v pocitaci je Struktara adresarov. Stromy sa ale nepouzivaji iba na opis
Struktur, ale predovSetkym ako pomdcka na manipulécie s informaciou. Je to napriklad:
- rozmiestiiovanie prvkov v databazach
- efektivne kddy na ukladanie a prenos informacii
- rozhodovacie stromy
- modely hier na urenie vyhravajuce;j stratégie

' Arthur Cayley (1821-1895) vystudoval v Cambridgi, ale pretoze nebola volna pozicia matematika, dal sa na
pravnicku kariéru, kde sa stal odbornikom, napriek tomu, ze v priebehu 15 ro¢nej kariéry pravnika napisal 300
matematickych ¢lankov. Potom, ¢o sa v Cambridgi uvolnilo miesto matematika, Caley sa nan prihlasil, aj ked’
iSiel so zdrobkom podstatne dolu.
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- najdenie najlacnejSieho prepojenia uzlov komunikacnej siete
- prehl'ad4vanie stromov (napriklad rieSenie problému rozmiestnenia ddm na Sachovnici,
aby sa neohrozovali).

Nesuvisly graf bez cyklov (sklada sa zo stromov) volame les (pozri obr. 12.2).

strom graf's cyklom les

Obriazok 12.2. Ukazka stromu, grafu s cyklom, ktory teda nie je strom, a lesu, skladajuceho sa z dvoch stromov.
Aj ked’ zvycajne sa stromy zakresl'uju bez krizenia hran, ked’ze vSetky stromy su planarne grafy, strom ostava
stromom bez ohl'adu na graficku reprezentaciu.

Veta 12.1: Neorientovany graf je stromom iba vtedy, ak existuje prave jedna cesta medzi
I'ubovolnou dvojicou jeho vrcholov.

Dokaz: Predpokladajme, ze T je strom. Potom T je stuvisly graf bez kruznic. Nech x a y su dva
vrcholy z 7. Pretoze T je suvisly, medzi x ay existuje cesta. Tato cesta musi byt jedina,
pretoze keby existovali 2 rozne cesty, dala by sa zobrat cesta z x doy anaspit zy do x,
a z rozdielnych hran tychto ciest by sa dala zostavit’ kruznica. To je v spore s predpokladom,
ze T je suvisly graf bez kruznic.

Teraz predpokladajme, Ze existuje prave jedna cesta medzi l'ubovolnymi dvoma
vrcholmi grafu. Potom je graf suvisly a neobsahuje kruznicu. Aby sme to ukazali,
predpokladajme, Ze existuje kruznica obsahujiica body x a y. Potom by medzi x a y existovali
dve cesty, pretoze kruznica obsahujuca body x a y sa da rozdelit’ na cestu z x do y a na druht
cestu z y do x. Z toho vyplyva, Ze graf s prave jednou cestou medzi 'ubovolnou dvojicou jeho
vrcholov je strom. m

V mnohych aplikaciach sa vyuziva strom so Specidlne vyzna¢enym vrcholom volanym
koreii. Taky strom sa vola korefiovy (alebo zakoreneny) strom (rooted tree). Ked mame
vybraty takyto koren, mdzeme priradit’ kazdej hrane orientaciu smerom od koretia. Vyberom
koreia mozeme z jedného stromu vytvorit dva rozne korenové stromy, pozri obr. 12.3.
Koreniové stromy preberaji d’al$iu terminologiu tak z genealdgie, ako z biologie, pozri obr.
12.4. Predpokladajme, ze T je korenovy strom a v je jeho vrchol rézny od korena. Predchodca
(alebo rodi¢ — parent) vrcholu v je prave jeden vrchol u, kde (u, v) je orientovana hrana na
ceste z korena do vrcholu v. Vrchol v sa potom vola nasledovnik (syn, diet’a - child) vrcholu u.
Predok (ancestor) vrcholu v je okrem korena tiez kazdy vrchol na ceste od koreia k danému
vrcholu v, s vynimkou samotného vrcholu v. Potomok (descendant) vrcholu v je I'ubovolny
vrchol, ktory mé vrchol v ako predka. Vrchol stromu je volany list, ked nemé Ziadne deti.
Vrcholy, ktoré maji deti, sa volaju vnutorné vrcholy. Ked’ b je vrchol stromu, podstrom
s koreiom b je podgraf stromu zostaveny z vrcholu b, vSetkych jeho potomkov a vsetkych
hrén incidentnych s potomkami, napr. na obr. 12.3 u druhého grafu by to bol podstrom urceny
vrcholovou mnozinou {b,e,c,d}.
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Obrazok 12.3. Ukazka stromu ardznych korenovych stromov vytvorenych zpovodného stromu réznym
vyberom korenia.
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Obrazok 12.4. Ukazky pre terminy u korefiovych stromov.

Uroveii vrcholu je dizka cesty od vrcholu ku koretu. Hibka stromu (height, teda
vyska) je maximalna Uroven vrcholov. Korenovy strom sa vold n-drny strom ked kazdy
vrchol ma maximalne n deti. Koreiovy strom sa vola plne n-darny strom, ked’ kazdy vnutorny
vrchol mé préve n deti. Pre n=2 sa n-arny strom voléa bindrny strom, pre n=3 sa n-arny strom
vola terndrny strom (pozri obr. 12.5),

binarny strom ternarny strom

Obrazok 12.5. Plne binarny a plne ternarny strom.

Usporiadany korefiovy strom je korenovy strom, kde deti kazdého vnutorného
vrcholu su usporiadané, kreslia sa poporiadku zl'ava doprava. V bindrnom strome sa vrchol
nal’avo vola Pavy nasledovnik, vrchol napravo pravy nasledovnik. Napriklad u obrazku 12.4
je vrchol e 'avy nasledovnik a vrchol d pravy nasledovnik vrcholu b.
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Veta 12.2: Strom o »n vrcholoch ma #n-1 hran.

Dokaz: Pouzijeme matematicktl indukciu. Ked’ n=1, strom o jednom vrcholu nemé hranu, veta
plati. Induktivny krok: Predpokladajme, ze veta plati pre k vrcholov, kde £ je kladné cel¢ Cislo.
Predpokladajme, Zze strom 7 ma k+1 vrcholov, aze vje list aw je rodi¢ vrcholu v.
Odstranenim vrcholu v a hrany {v,w} z T vytvorime strom 7”. Podl'a induk¢nej hypotézy strom
T” ma k -1 hran. Preto strom 7 musi mat’ k hran, pridanim hrany {v,w} zvySime k-101. m

Veta 12.3: Plne m-néarny strom s i vnitornymi vrcholmi ma n=mxi +1 vrcholov.

Dokaz: Kazdy vrchol, okrem korena, je nasledovnikom vnltorného vrcholu. Pretoze kazdy
z i internych vrcholov ma m nasledovnikov, existuji mxi vrcholov inych ako koren. Preto
strom obsahuje n=mxi +1 vrcholov. m

Koretiovy plne m-narny strom hibky /4 je vyvdZeny (balanced), ked’ vietky jeho listy st
na urovni /4 alebo A-1.

Veta 12.4: V m-narnom strome hibky 4 je maximélne m" listov.

Dokaz: Je pouzitd matematickd indukcia na hibku. Uvazujte m-arny strom hibky 1. Tieto
stromy pozostavaju z korefia s maximalne m nasledovnikmi, kde kazdy z nich je list. Preto
v strome hibky 1 je maximélne m'=m listov.

Teraz predpokladajme, Ze veta plati pre vietky m-narne stromy hibky mensej ako #.
nech T je m-narny strom hibky 4. Listy 7 su listy podstromov stromu T ziskanych odstranenim
hran incidentnych s korefiom. Kazdy z tychto podstromov mé hibku maximalne A-1. Takze,
podla induktivnej hypotézy, ma maximalne m"" listov. Pre m podstromov dostavame mxm""

=m" listov. m

Veta 12.5: Ked’ m-narny strom hibky 4 mé / listov, potom #>{ log,,/ |. Rovnost’ plati pre plne
m-narny vyvazeny strom.

Dékaz: Z vety 12.4 vieme, e [ < m". Po zlogaritmovani pri zaklade m dostavame log,,/ < & .
Kedze # je celé ¢islo, plati hzrlogmﬂ. Predpokladajme, Ze strom je vyvazeny. Potom je kazdy
strom v rovni 4 alebo A-1, a pretoze hibka je /4, aspon jeden list je na trovni 4. Potom musi
existovat’ viac ako m"" listov. Pretoze / < m", dostavame m"'<I < m", po zlogaritmovani pri
zaklade m dostdvame h-1<log,/ < h. Preto hzﬁogmﬂ.-

Priklad: Predpokladajme, Ze spravu o novom viruse rozposle kazdy prijemca o mintitu po
prijati 10 kamaritom, anikto nedostane spravu dvakrat. Za ako dlho presiahne pocet
prijemcov mnozstvo I'udi na Slovensku? Pri pouziti vety 12.4 dostavame

[ Log105000000 [=7 minut.
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12.2 Binarne prehPadavacie stromy

Binarne stromy st s vyhodou vyuzivané na uchovavanie informacie tak, aby mohla byt’ I'ahko
najdend. Vyhladanie nejakého zidznamu je sndd najCastejSie pouzivand operacia
v informatike. Chceli by sme vytvorit’ algoritmus, ktory ndm najde zadznam, ked méame
zaznamy jednozna¢ne usporiadané (indexované). To sa da uskutocnit’ pomocou binarneho
prehl'adavacieho stromu. Binarny prehl'addvaci strom je bindrny usporiadany strom, kde
kazdému vrcholu je priradeny zdznam. Zaznam vrcholu musi mat’ va¢si index ako st indexy
zaznamov vrcholov v jeho 'avom podstrome a mensi index ako maju indexy zaznamov v jeho
pravom podstrome.

Takyto strom mozeme vytvorit’ z l'ubovol'ného neusporiadaného zoznamu zadznamov
nasledujucim algoritmom. Zoberieme si prvy zdznam, priradime ho koreflu. Na pridanie
d’alSieho zdznamu porovname zdznam s uzZ umiestnenymi zdznamami v strome. Zac¢iname od
korena, ideme dol'ava ked’ zdznam je mensi ako vrcholu uz priradeny zaznam, v opa¢nom
pripade ideme doprava. Ked’ ideme dol'ava (doprava) a na danom mieste nie je uz ziaden lavy
(pravy) nasledovnik, vytvorime ho apriradime mu na§ zaradovany zaznam (pozri
zarad’'ovanie zdznamu d na obr. 12.6).

Na ndjdenie zaznamu pouzivame prakticky rovnaky pristup. Nasledujici algoritmus
nam dava navod, ako ndjst’ zdznam v binarnom prehl'addvacom strome alebo ho tam zaradit’,
ked’ tam zdznam eSte nie je. Na zistenie zdznamu priradenému vrcholu v budeme pouzivat
funkciu zaznam(v), samotna hodnota v odkazuje na umiestnenie vrcholu, teda smernik.

T:=bindrny prehladavaci strom; x:=hladany zaznam; v:=koren T;
{vrcholy neexistujice v T majut hodnotu umiestnenia null, ked
je strom prazdny, aj jeho koren m& hodnotu null}
while v#null and z&znam (v)#x
begin
if x<ziznam(v) then
iIT Iavy nasledovnik (v)#null then v=Iavy nasledovnik (v)
else pridaj novy vrchol ako lavy nasledovnik v a v:=null
else
if pravy nasledovnik(v)#null then v= pravy nasledovnik (v)
else pridaj novy vrchol ako pravy nasledovnik v a v:=null
end
if koren T=null
then pridaj novy vrchol, t.j. koren do T a prirad mu zdznam x
else
iIfT v=null Or zaznam(v)#x
then prirad pre novy vrchol zdznam x a v=novy vrchol
{v=umiestnenie zaznamu x}

Aké je naro¢nost’ vysSie uvedenej procedury? Najvacsi pocCet porovnani potrebny na
pridanie nového zaznamu je dizka najdlhiej cesty v bindrnom prehladavacom strome z korenia
do listu. Pre n zdznamov ma taky strom n vrcholov, a takému stromu mozeme pridat’ list do
n+1 pozicii (za porovnanie povazujeme aj zistenie, ¢i potomok vrcholu existuje). Pouzitim
vety 12.5 dostdvame, ze vyska stromu je |_10g2(n+1)—| pre plny vyvazeny strom. Z toho
vyplyva, Ze pre najdenie alebo pridanie prvku do vyvazeného binarneho stromu potrebujeme
maximalne [ logo(n+1) | porovnani. Ked'ze toto je najlepsi mozny vysledok pre binarne stromy,
snazime sa udrzat zaznamy vo forme vyvazeného stromu, na Co existuju Specializované
algoritmy.
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Obrazok 12.6. Priradovanie zaznamu d do binarneho prehladavacieho stromu s vrcholmi ohodnotenymi
pismenami abecedy predstavujucimi zaznamy.

12.3 Rozhodovacie stromy

Korenové stromy moézu byt pouzité na modelovanie problémov, v ktorych rad diskrétnych
rozhodnuti vedie k rieSeniu. Koretiovy strom, v ktorom kazdy vnutorny vrchol odpoveda
rozhodnutiu, s podstromami tychto vrcholov pre v§etky mozné vysledky tohto rozhodnutia, sa
vold rozhodovaci strom. Mozné rieSenia problému odpovedaju cestam k listom tohto
korenového stromu. To je ilustrované napr. na obr. 12.7.

Priklad: Mame 8 minci, z ktorych je 1 falo$nd, l'ahS§ia. Ako ju rozoznat' ¢o najmenSim
poctom véazeni rovnoramennych vah?

e Bow w X e D © o

Obrazok 12.7. Rozhodovaci strom pre rozpoznanie I'ahsej falosnej mince spomedzi 8 minci. Mince st odlisené
farbou, a umiestnené na miskach rovnoramennych vah. Postupné oznacenie u hran znamena, ze 'ava miska véah
je l'ahsia, resp. ze obidve misky s v rovnovahe, popr. ze prava miska vah je 'ahsia. Kotac¢iky v dolnom riadku
su urcené falo$né mince.

Riesenie: Pre kazdé vaZenie na rovnoramennych vahach su mozné 3 vysledky: prva miska
bude l'ahSia, obidve budi vrovnovdhe, pravd miska bude lahSia (pozri obr. 12.7).
Rozhodovaci strom pre sériu vazeni je teda terndrnym stromom. Strom musi mat’ aspon 8
listov, pretoze je 8 moznych rieSeni — kazd4 z minci mdze byt I'ahSia. Najvacsi pocet vazeni
potrebny na uréenie falognej mince je hibka rozhodovacicho stromu. Z vety 12.5 vyplyva, Ze
tato hibka je najmene;j |_log38—|=2. St teda potrebné aspoit dve vaZenia. Rozhodovaci strom,
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ktory ukazuje, ze sa problém fakticky da rieSit dvoma vazeniami, je na obr. 12.7. Ako na
takyto rozhodovaci strom dojst’ je uz iné otazka.

Pomocou modelu rozhodovacieho stromu sa da rieSit’ aj zlozitost' algoritmov na
triedenie. D4 sa takto najst napriklad najmens$i pocet porovnani pre najhor$i pripad
postupnosti na usporiadanie pre taky algoritmus.

Veta 12.6. Kazdy triediaci algoritmus vyzaduje na triedenie n zédznamov v najhorSom
pripade? aspoii [ logy(n!) ] porovnani dvoch prvkov, ¢o odpoveda zloZitosti® Q(n log n).

Dokaz: Algoritmus na triedenie zdznamov zoberie vo vSeobecnosti sekvenciu zdznamov £,
k, ... ky, a vrati permutaciu ich indexov, ktora odpoveda utriedenej sekvencii. Pre dané n si
mozeme predstavit’ optimalny algoritmus ako bindrny rozhodovaci strom: interné vrcholy
odpovedaju porovnaniu dvoch zdznamov, alisty odpovedaju korektnym permuticidm.
Triedenie danej sekvencie odpoveda ceste po strome od korena k listu. Pocet porovnani je
prinajhor§om rovny hibke stromu.

Danéd sekvencia ma n! permutacii, takze strom mé n! listov. Preto musi byt hibka
stromu podla vety 12.5 rovna najmenej [ logy(n!) . Podl’a Stirlingovej formuly plati, 7e  n! >
n"e”, Co je ekvivalentné k log, (n!) > n log, n - n log, e. TakZe pre najhorsi pripad je zloZitosti
> |_10g2(l’l!)—| >nlogan-nlogae=Q (nlogn).m

12.4 Prefixové kodovanie

Postavme si problém, ako zapisat viac informacii pomocou mensiecho poctu bitov?
Odpoved’ou je priradit’ znakom alebo vstupnym informaciam, ktoré sa opakuju najCastejSie
(pravdepodobnost’ vyskytu), ¢o najkratsi kod. Taky princip mézeme pouzit’ tak pri stratovom
kédovani (ako je MP3, kedy znesieme maly Sum vymenou za krat§i subor), tak ipri
nestratovom kodovani (ako je winzip ¢i rar kéd, kedy by sa nam nepacilo, aby zmizli
pismenka zo skomprimovanej diplomovej prace).

Kodovanie si ukdzme na priklade nestratového kdédovania, kedy médme pomocou
retazcov bitov zakddovat’ pismena anglickej abecedy a nebudeme rozliSovat medzi malymi
a velkymi pismenami. Normalny ASCII kéd je 8 bitovy, ale ked’ze sa budeme bavit’ iba 0 26
znakoch, na ich rozlifenie by nam stagilo 5 bitov, pretoze 16=2'<26<2’=32. Ked' ale
zoberieme do uvahy frekvenciu vyskytu jednotlivych pismen, mozeme pomocou lepsicho
zakoddovania priemernt spravu odvysielat menej bitmi, aj ked niektoré pismenkd pritom
moézu byt zakédované aj dlhsim retazcom bitov ako je 5 bitovy. NajcastejSie pismenka buda
ale zakodované najkratSim ret'azcom bitov.

Aké znacky mame priradit’ jednotlivym znakom? Treba dat’ pozor. Predstavme si
spravu AAABBC. Co keby sme priradili znacky zle? Napriklad znaku A by sme dali retazec
0 a znaku B retazec 1, a znaku C retazec 01. Postupnost’ bitov 0001101 brand zaradom by

% Najhor$im pripadom sa mieni také usporiadanie vstupnych dat, na ktorom algoritmus zle funguje. Najlepsi
pripad by bola permutacia odpovedajiica uz usporiadanym zaznamom.

’ Velké grécke pismeno omega sa pouziva ako mierka zloZitosti algoritmu, zvy&ajne v zavislosti na potrebnom
case alebo pamditi, pre velkost’ problému n, ¢o je zvycajne pocet prvkov. Zlozitost’ algoritmu Casto zavisi nie len
na velkosti, alebo mnozstve dat, ale priamo na ich hodnotach. Pouziva sa teda viac znaceni: O(f(n)) — Omikron
notacia — horny odhad alebo horSie uz to nebude, ¢asové naroky algoritmu nikdy nebudt rast’ rychlejsie ako
fin); O(f(n)) — Theta notacia — priemerny odhad; Q(f(n)) — Omega notacia — dolny odhad alebo lepsie uz to
nebude. Neformalne, platnost’ f{n)eQ(g(n)) znamena, Ze hodnota f* (pocet porovnani) je vécSia ako g(n)
vynasobené nejakou konstantou. Formalne, f{(n)eQ (g(n)) znamenad, Ze existuji kladné konstanty c a k, také ze
0 < cg(n) < f(n) pre vSetky n > k. Hodnoty ¢ a k musia byt kons§tantné pre funkciu f'a nesmt1 zavisiet’ od 7.
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bola prelozena ako AAABBAB, ale my sme tak zakdédovali AAABBC. Da sa v tomto pripade
vobec zakodovat AAABBC?

Jednym zo spdsobov, ako zarucit, ze ziaden binarny retazec nezodpoveda viac ako
jednej sekvencii pismen je, ze ziaden retazec odpovedajici jednému pismenu sa neobjavi ako
pociatocna Cast’ retazca odpovedajuceho inému pismenu. Kod s takouto vlastnostou sa vola
prefixovy kod.

Prefixovy kod modze byt reprezentovany binarnym stromom, kde pismend su listy
stromu. Hrany stromu su oznacené tak, ze hrana idtica k 'avému naslednikovi je oznacend 0
a hrana iduca k pravému néslednikovi je oznacena 1. Binarny retazec odpovedajuci pismenu
je sekvencia oznaceni hran na ceste od korela k danému pismenu. Strom reprezentujlci kod
moéze byt pouzity na dekddovanie bindrneho retazca. Napriklad pre strom na obr. 12.8
dostavame pre spravu AAABBC binarny ret'azec 000101011.

B C

Obrazok 12.8. Binarny strom odpovedajtci prefixovému kodu pre prvé tri pismena abecedy.

Pri dekodovani postupujeme nasledovne. Za¢neme v koreni, zoberieme prvy bit, je to
0, ideme teda dolava, je to koniec tejto vetvy ? Ano je, Ziadne d’alsie z nej uz nevedu. Teda
napiSeme si pismeno A. Znovu za¢neme v koreni, zoberieme bit, je to 0, teda opdt’ si
zapiSeme A. Znovu ideme do korena, zoberieme d’alsi bit, je to 0 teda opat’ si zapiSeme A.
Znovu ideme do korenia, zoberieme d’alsi bit, je to 1, ideme z korenia doprava, je tam nieCo
ulozené ? Nie, nie je, d’alej sa to vetvi, tak zoberieme d’alsi bit, aby sme videli, ako sa to vetvi.
Dalsi bit je 0, teda ideme dol'ava, tam narazime na B. Znova zopakujeme od korefia. A takto
postupujeme, kym mame nejaké bity na rozpakovanie.

Prefixovy kod mozeme zostrojit' pre akykol'vek binarny strom s hranami iducimi
dol'ava oznacenymi jednou binarnou hodnotou, s hranami idacimi doprava komplementarnou
binarnou hodnotou a s listami stotoznenymi so znakmi.

David Huffman (1925-1999) ako Student na MIT r. 1951 opisal v semestralnej praci
algoritmus, znamy od tej doby ako Huffmanove kodovanie. Tento algoritmus ma ako vstup
frekvencie (pravdepodobnost’ vyskytu) znakov v sprave a vytvara prefixovy kod, ktory koduje
spravu najmensim moznym poc¢tom bitov spomedzi vSetkych moznych bindrnych prefixovych
koédov pre dant sadu symbolov.

Algoritmus Huffmanovho kdédovania ma za ciel’ vytvorit’ binarny korefiovy strom so
znakmi ako s listami. Algoritmus zacina s lesom jednovrcholovych stromov oznacenych
pismenami abecedy a s vdhami stromov rovnymi frekvencii priradeného pismena. Pri kazdom
kroku sa kombinuji dva stromy s najmenSou celkovou véhou do jedného stromu pridanim
nového korefia a umiestnenim stromu s vicSou vdhou ako lavého podstromu a stromu s
menSou vahou ako pravého podstromu. Takto vytvorenému stromu priradime védhu rovni
suctu vah obidvoch stromov. Algoritmus konci, ked” je povodny les pospajany do jedného
stromu.

F:=les z n korenovych Jjednovrcholovych stromov s priradenymi
symbolmi abecedy a; a vahami w; odpovedajucimi frekvenciam;
while F nie je strom

begin

nahrad korenové stromy T a T’ s najnizsimi vahami z F s
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w(T)2w (T’) stromom s novym koreriom a s T a T’ ako lavym,

resp. pravym podstromom. Hranu k T oznac¢ 0, hranu k T’

oznac¢ 1.

Prirad novému stromu vadhu w(T)+w(T’)
end
Priklad: Majme nasledujuce symboly s frekvenciami A: 0.29, E: 0.26, B: 0.13, D: 0.12, F:
0.11, Q: 0.09. Najprv spojime F a Q do stromu T; s vdhou (u koretia) 0.20, potom B a D do
stromu T, s vahou 0.25, potom stromy T; a T, do stromu T3 s vahou 0.45, potom A a E do
stromu T4 s véhou 0.55, a nakoniec stromy T3 a T4 do vysledného stromu (pozri obr. 12.9).

Obrazok 12.9. Binarny koreflovy strom pr'éiﬁﬁf”fﬁlanov kod

Pre Huffmanove kodovanie existuje vela variant, napriklad namiesto jednotlivych symbolov
moézeme kodovat’ dvojice symbolov, alebo obecne n-tice symbolov.

12.5 Korenové stromy reprezentujuce algebraické vyrazy

Majme mnoZzinu S, na ktorej st definované dve bindrne operacie, @ a ®. Bez toho, aby sme
vedeli, ktora z nich mé prednost, tak moZeme napriklad vyraz x®y®z chapat’ ako (x®y)®z
alebo x®(y®z). Také vyrazy mdézeme jednoznacne reprezentovat’ bindrnym stromom. Vyraz
moze byt rekurzivne definovany ako XaY, kde o je symbol pre bindrnu operaciu a X a ¥ su
bud’ prvky z mnoziny S alebo vyraz. Taky vyraz moze byt reprezentovany bindrnym stromom
s koreiom a, lavym podstromom X a pravym podstromom Y. Hore uvedené vyrazy potom
mozZu byt reprezentované stromami ako na obr. 12.10.

® (57}
619/ N, S \@
A A

Obrazok 12.10. Binarne stromy pre vyrazy (x®y)®z a x®(y®z).

Bezny zapis vyrazu, napr. x®y®z sa vola infixova notdacia. Vyraz mdézeme rovnako dobre
rekurzivne definovat’ v tzv. prefixovej (alebo pol’skej) notdcii ako o XY ¢o by namiesto
vyrazu (x®y)®z dalo vyraz ®®xyz a namiesto vyrazu x®(y®z) vyraz ®x®yz. Tento zapis
mdze vyzerat maitico, ale je jednoznacnej$i vtom zmysle, Zze na rozdiel od bezného
infixového zdpisu nepotrebujeme poznat precedenciu operatorov alebo ju mat urcenu
zatvorkami. Okrem tejto prefixovej notacie existuje aj postfixova (reverznd pol’ska) notdcia,
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kedy je symbol pre operaciu pisany za prvkami, ktoré spaja, ako u XYo ¢o by namiesto vyrazu
(x®y)®z dalo vyraz xy@z® anamiesto vyrazu x®(y®z) vyraz xyz®®D. Volne povedané,
vyraz v prefixovej notécii sa z odpovedajiuceho binarneho stromu urobi tak, ze ked’ ideme po
vrcholoch grafu, ako by sme ho prehl'adavali do hibky, zapiseme operator vzdy prvy krat, ked’
vrcholom prechddzame, rovnako ako pre premennu pri liste, u infixovej notécie to urobime
pri druhom prechode vrcholom, u postfixovej notacie pri tretom priechode vrcholom.

Korenové stromy vyjadrujuce algebraické vyrazy sa pouzivaju napriklad pri
symbolickej regresii u genetického programovania.

12.6 Korenovy strom ako model hry

Stromy moézu byt pouzité na analyzu urcitého typu hier ako su piskvorky (angl. tic-tac-toe),
dama, Sach alebo odoberanie zdpaliek (anglicky ekvivalent hra nim).V tychto hrach sa dvaja
hra¢i postupne striedaji v tahoch. Kazdy hra¢ vie, aky tah urobil jeho protihra¢ a do hry
nevstupuje prvok ndhodnosti. Také hry sa daju modelovat’ pomocou stromu hry. Vrcholy
takého stromu reprezentuju momentalne pozicie hry a hrany reprezentuju legalne tahy medzi
poziciami. Vrcholy reprezentujlice rovnaké pozicie sa vtakom strome moézu nachddzat
viackrat, pokial' k nim vedu rozdielne postupnosti tahov. Koren reprezentuje Startovnu
poziciu. Listy reprezentuju koncové pozicie hry. Listy mdZeme ohodnotit’ 1, ked’ odpovedaja
vyhre prvého hraca, 0 ked’ nastala remiza, a -1, ked’ odpovedaju prehre prvého hraca.

Tu si uvedieme hru volanu piskvorky. Téato hra vyzaduje dvoch hracov, prvy hrac je
oznaceny symbolom X a druhy hra¢ symbolom O. Snahou kazdého hraca je umiestnit’ na
Stvorcovej 3x3 hracej doske svoje symboly tak, aby tvorili bud riadok, stipec, alebo
uhlopriecku (obr. 12.11).

Hra je zahijend hracom X, potom nasleduje tah hraca O. Toto striedanie hraov sa
opakuje tak dlho, az jeden z hraCov vyhral, alebo je na hracej doske umiestnenych devéat
symbolov.

Priebehy hier mozeme reprezentovat’” pomocou ,,stromu rieseni”, kde je explicitne
ukézané, ktoré tahy boli pouzité (obr. 12.12).

x |0 x x| 9% x| 0,[%,
0.[X o.|o, o.[ X [X
x| o X [0,[% o,[% [0,

X-hrac¢ zvitazil O-hrac zvitazil hradi remizovali

Obrazok 12.11. Znazornenie 3 partii hry pisSkvorky. Indexy pri jednotlivych symboloch X a/alebo O znamenaju
poradie tahu. V prvych dvoch partiach bolo dosiahnuté vitazstvo, hra¢ umiestnil svoje symboly do riadku, stipca
alebo diagonaly, ¢o je naznacené prerusovanou Ciarou. V tretej partii sa ziadnemu hracovi takto nepodarilo
umiestnit’ svoje symboly, po 9 tahoch, ked’ si obsadené vsetky pozicie hracej dosky, hra kon¢i remizou.

Hra piskvorky patri medzi tzv. symetrické hry, z pohl'adu druhého hréca je hra identickd s
hrou prvého hraca (hraci su rovnocenni, odliSuju sa len v tom, ze jeden z nich zahajuje hru).
Obaja hraci riesia rovnaky strategicky ciel’ (maximalizuju svoj zisk) a sucasne zabranit’ v tejto
akcii superovi (minimalizujt superov zisk).

Vo vSeobecnosti existuju dva diametralne odlisné pristupy k rieSeniu problému, ako
vyhrat’:
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Prvy pristup je zaloZzeny na existencii modelu hry, ktory obsahuje hierarchicky
usporiadané pravidla. Ked tieto pravidla budeme dodrziavat, mali by sme dospiet’ ak nie
vitaznej pozicii, tak aspoii k remize. Zial, tento model je zostrojitelny len pre jednoduché
hry, pre zlozitejSie hry (napr. Sach) uz nie sme schopni ho zostrojit’ s dostato¢nou presnostou
a efektivitou. Obvykle sme v zlozitych pripadoch schopni formulovat’ len r6zne vSeobecné
pravidla (heuristiky), ktorych dodrziavanie v priebehu hry by malo viest k vitazstvu.

Druhy pristup je zalozeny na rozsiahlom prehl’addvani stromu rieSeni, pomocou
ktorého, asponi teoreticky, sme schopni ndjst’ optimdlny tah v kazdej etape hry. Aj ked je
tento pristup koncepcéne vel'mi jednoduchy, jeho numerickéd realizacia v pocitaci naraza na
vazne problémy s enormnou vel'kostou stromu rieSeni. Stromy hier moéZzu byt obrovské, napr.
pre $ach je odhadovany na 10'® vrcholov. K numerickému zvladnutiu tohto pristupu musime
zaviest’ niektoré podstatné zjednodusenia tykajuce sa hibky prehladavania stromu rieseni (tak
napr. pri prehladdvani stromu rieSeni ideme do maximalnej hibky 3 alebo 4). Toto
zjednoduSenie prehl'adavania stromu rieSeni je obvykle kombinované s roznymi heuristikami,
ktoré ohodnocuju ,,koncové* stavy hry.

%\ 1. Groven
“ >

X X (hrac¢ X)
............ _

l :
/\ 4 2. Groven
—_ <o ™ (hrac O)

............ N

l J

X110 A
/\ L 3. uroven
10 o o (hrac X)

v I
X

X|X|O X [e) O|x|O
X|O|O - X X|O] X
x|o] x o x|o]x

X zvitazil O zvitazil Remiza

/1N

Obrazok 12.12. Znazornenie stromu rieSeni, ktorého vrchol (koren) je prazdna hracia doska. Po prvom tahu,
ktory hral hra¢ X, je obsadena jedna pozicia (zdoraznena vytiefiovanym) symbolom X. V druhej Grovni, hranej
hracom O, je obsadend pozicia (vytienovana) symbolom O. Vetva stromu rieSeni kon¢i vtedy, ak jeden hrac
zvit'azil alebo su obsadené vSetky pozicie na hracej doske - hra skonéila remizou.

Jeden zo zakladnych principov umelej inteligencie je navrh modelu Studovaného
problému. Mé6zZeme napriklad pomocou suboru pravidiel byt schopny hrat piSkvorky na
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dobrej trovni. Uvedieme jednoduchy model®, ktory sa zaklada na tom, Ze tah hraa je uréeny
nasledujucimi Siestimi pravidlami s klesajucou prioritou (obr. 12.13-12.15):

Pravidlo 1. Hrac vykona tah, ktory vedie k jeho vitazstvu.
Pravidlo 2. Hrac vykona tah, ktory zabrani vitazstvu oponenta v nasledujiicom tahu.

Pravidlo 3. Hrdc vykona tah, ktory pripravi moznost dvojndasobného pouzitia 1. pravidla
v nasledujucom tahu (tzv. vidlicka, obr. 12.14).

Pravidlo 4. Hrac vykona tah, ktorym obsadi stredné pole.
Pravidlo 5. Hrac vykona tah, ktorym obsadi rohove pole.
Pravidlo 6. Hrdc vykond nahodny tah.

X1 10 tah X-hraca X{ [0 X tah X-hraca o
A 1. pravidio ~ o 4. pravidlo > 2X[X

5 . pravidlo S ” . S
X = o tah X-hraca X - o = tah X-hraca x

- ) X 0 _>

5 2. pravidlo 5 S 5. pravidlo
X i tah X—hrééa c))(

5 3. pravidlo 5

Obrazok 12.13. Diagramy ilustruju jednotlivé pravidla modelu hry. Poznamenajme, ze v dosledku 4. pravidla je
prvym tahom vzdy obsadenie prostredného pola.

X x| x| E E|l |x X
E[ x| X X x| E x| x| E
E E X E
A B C D
of x
o| x| x
0 ol x o] X o X
X —_ X . X X
) ) o| x
x| x| x
0 o
E

Obrazok 12.14. Diagramy A-D znazornuju zakladné typy vidlickovych pozicii, ktoré su aplikovatel'né pouzitim
pravidla 3. Symboly E znazoriiuju priklady dvojice pozicii, ktoré musia byt prazdne, aby sa dala ,,vidli¢ka™ v
d’alSom t'ahu doplnit’ na vitaznu trojicu. Diagram E ukazuje poziciu, ktora je prehrana pre hraca O uz po jeho
druhom t'ahu. Pravidla ndsho modelu hry pouziva prvy hrac X.

X (@) X O
X —> X
@) / o\ X o) x| |o x| |o x| 0]o X]0O|O
X| —_|X x| x = o] x| X = o x| x — o x|x —= O] X]X
\ O @) 0/4 0O @) X o] x| |o X| X]O
x| — |X
X X
1. tah 2. tah 3. tah 4. tah 5. tah 6. tah 7. tah 8. tah 9. tah

* Tomuto modelu chyba jedno pravidlo, aby vzdy vyhral alebo aspoii remizoval.
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Obrazok 12.15. Znéazornenie priebehu hry pomocou modelu, hra skoncila remizou. Spodna ,,vetva“ ukazuje, ze
réznymi postupnostami tahov sa mézeme dostat’ na rovnaky stav, pripadne na stav ekvivalentny z hladiska
symetrie. Diagram, kde sa vetvi spajaju, ale uz neodpoveda stromu.

Uvah o priebehu hry piskvorky mézeme formalizovat’ nasledovne: RozloZenie znakov
X a O na hracej doske sa nazyva stav hry.

Tah hraca, t.j. pridanie znaku X alebo O na hraciu dosky do konkrétnej volnej polohy,
sa nazyva akcia. Pre dany stav s ma hrac k dispozicii mnoZinu pripustnych akcii A(s)={a,,
az,..}. Hovorime, Ze akcia a transformuje stav s na novy stav s’ , alebo s'=a(s). MnoZina

vsetkych moznych stavov S={si, 52, ...} sa nazyva stavovy priestor hry. Pomocou akcii sa

mozeme pohybovat’ v stavovom priestore (obr. 12.16). Nech so je pociatocny stav
odpovedajuci prazdnej hracej doske, prvy hra¢ na vybranu poziciu prilozi znak X, dostaneme
stav s;, potom druhy hra¢ na stav s; vykona akciu (prilozi na vol'nt poziciu znak O), takto
dostaneme stav s,, atd’. Priebeh hry je popisany sekvenciou stavov

A 38y e 8, = (5,5,8,...5, )

@

So

>,

“hrac, (1. tah)

AW

 hrdc, (2. tah)

I\

Chrac, (3. tah)

a, a,

S, S
Obrazok 12.16. Prvy hrac¢ vytvori z pociatocnej pozicie (vrchol stromu) vSetky mozné nasledujuce (1-tahoveé)
pozicie sy, $p,.... Na zéklade ur€itych (racionalnych) tvah vyberie poziciu s;. Druhy hra¢ z pozicie s; vytvori
nové (2-tahové) pozicie, z nich vyberie poziciu s; ako vysledok svojho tahu — akcie. Obaja hraci tento postup
opakujt, kondi sa vtedy, ak niektory hra¢ vyhral alebo obaja hraci remizovali.

Velkost” stavového priestoru (t.j. poctom roéznych stavov - pozicii hry) je ur€ena hornou
hranicou 3° = 19,683. (st tri stavy kazdej pozicie dosky a devit pozicii). Tento podet ale
zahfia vel'a nepovolenych stavov, ako samé kriziky a ziadne kruzky, alebo poziciu, kde ma
jeden hra¢ riadok alebo stipec troch krizikov a druhy hra¢ krazkov.  Odstranenie
nepovolenych stavov redukuje priestor na 5478 stavov a ked zapocitame stavy symetrické
operaciou rotacie a zrkadlenia ako jeden stav, existuje len 765 odlisSnych stavov.
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Pouzitim metody spatného prehl'adavania mozeme zostrojit’ kompletny strom rieSeni
hry piskvorky. Zistili sme, ze ma nasledujuci pocet koncovych pozicii, ktoré su
charakterizované takto

Pocet Typ
131184 vitazstvo hraca X
77904 vitazstvo hraca O
46080 remiza hracov X a O
255168 celkovy pocet

Dalsi dolezity problém pred ktorym teraz stojime (predpokladame, Ze uz pozndme tplny
strom rieSeni hry piskvorky) je zistit’ vitaznu stratégiu pre prvého hraca. Existuju tieto tri
moznosti:
(1) existuje vitazna stratégia pre prvého hrdca, to znamena, ze pri
pouziti tejto stratégie prvym hra¢om musi druhy hra¢ prehrat,

(2) existuje vitaznd stratégia pre druhého hrdca, to znamend, Ze pri
pouziti tejto stratégie druhym hra¢om musi prvy hrac prehrat’,

(3) neexistuju vit'azné stratégie, optimdlna stratégia poskytuje obom
hra¢om len remizu.

Jednoducha modifikdcia metody spédtného hladania pre konStrukciu stromu rieSeni
nam umoziuje zistit' optimalnu stratégiu pre oboch hra¢ov. Najprv si ohodnotime koncové
vrcholy — listy tak, Ze pokial’ vyhral prvy hra¢, su ohodnotené 1, pokial’ vyhral druhy hrac, s
ohodnotené -1 a pokial’ hra skoncila remizou, vrchol je ohodnoteny 0. Zakladny princip pre
ziskanie optimalnej stratégie je vel'mi jednoduchy, vychadza zo skuto€nosti, Ze kazdy hra¢
voli taky tah, aby maximalizoval minimalnu hodnotu pozicie vychadzajicu z oponentovych
d’al$ich moznych tahov. Hra¢ maximalizuje svoj zisk (=ohodnotenie svojej nasledujuce;j
pozicie smerom od korena klistom, teda Tlavého ¢i pravého nasledovnika) atym
minimalizoval zisk supera, preto ho nazyvame ,,minimax princip* (obr. 12.17).

Prvy hra¢ (oznaceny max) chce vyhrat, to znamend, ze bude vyberat’ také tahy, aby
maximalizoval svoj zisk a minimalizoval zisk sipera (druhého hra¢a, oznaceného min).

Druhy hrac¢ sa bude spravat’ podobne, ako prvy hra¢, chce maximalizovat’ svoju zisk,
¢o je ekvivalentné tomu, ze minimalizuje zisk prvého hraca (preto je druhy hra¢ oznaceny
min). Pri ohodnoteni vSetkych zvysnych vrcholov stromu rieSeni postupujeme po urovniach
od listov ku korefiu a postupne ohodnocujeme vnutorné vrcholy. Vnutorny vrchol
prehladédvaného grafu je vzdy oznadeny maximom (pre 1. hraca) resp. minimom (pre 2.
hrac¢a) hodnét jeho I'avého a pravého nasledovnika. Hraci sa pritom striedajii po Grovniach,
definovanych grafovou vzdialenostou od korena stromu. Vysledok na obr. 12.17 ukazuje, ze
pre danu hru existuje vitaznéd stratégia pre prvého hraca, pretoze korent ma hodnotu 1.
Zvyraznené hrany oznacuju tahy veduce k vyhre.
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A\ 1. hra¢ (max)

D OO
\Y/ \Y/ \1/ 2. hra¢ (min)
/0\ /O\ /N /0\ /N /N 1. hra¢ (max)

V2V N,V Y XYY YW Y 2 hrég (min)
ONIA /N /O\ 1. hra¢ (max)

Y/ A Y A 2. hra¢ (min)

Obriazok 12.17. Strom rieSeni a minimax princip

Pomocou tohto jednoduchého postupu zaloZzeného na minimaxovom principe
mozeme riesit’ velku triedu hier s dvoma hra¢mi, ktori striedavo vykondvaja tahy, pricom
hlavnym strategickym zamerom kazdého hraca je maximalizovat’ svoj zisk (t.j. minimalizovat’
zisk stpera). Hlavny problém s pouzitim tohto algoritmu spociva v tom, ze strom rieSeni pre
zlozitejSie hry (napr. Sach) mé& enormnu velkost, takze systematické prechadzanie po
vSetkych jeho vrcholoch- stavoch je nerealizovatelné.

Ak aplikujeme metddu spitného hladania kombinovanu s minimax principom na
piSkvorky, potom zistime, Ze ked obidvaja hraci hraji zo svojho hl'adiska optimalne, mézu
dosiahnut’ len remizu. To znamen4, ze vrchol stromu rieseni je ohodnoteny na zéaver 0, jedna
z tychto optimdlnych partii je postupnost’ tahov reprezentovana ,,permutaciou’ (597364128).

O 0 O x| o x]olo x]olo

X — | X — x| — |X — [ x|x = olX|X = o|x|Xx = o] x| x — O] X[X
O X o) X ¢} x| |o x| |o x| |o x| |o XIX[O

1. tah(5) 2. tah(9) 3. tah(7) 4. tah(3) 5. tah(6) 6. tah(4) 7. tah(1) 8. tah(2) 9. tah(8)

Obrazok 12.18. Znazornenie postupnosti (597364128) pomocou jednotlivych tahov hry piskvorky. Jednoducho
sa moze skontrolovat’, ze tato postupnost’ tahov vyhovuje modelu hry piskvorky, ktory bol diskutovany v prvej
Casti tejto kapitoly.

Z vysledkov ziskanych metddou spidtného hl'adania spolu s ,minimax* principom
vyplyva zéaver, Ze optimalna stratégia hry piskvorky vedie k remize, neexistuje taka stratégia,
pomocou ktorej by jeden hra¢ vyhral a druhy prehral. Tym, ze metdda prekontrolovala cely
strom rieSeni, mézeme tento vysledok pokladat’ za kone¢ny a nemenny.

Rovnako si moézeme pre dokonalejsi model hry urcit’ pocitaCovymi simula¢nymi
vypoctami, Zze optimdlna stratégia hry piSkvorky sa pre prvého hraca riadi pomocou modelu
hry s hierarchickymi pravidlami. Skontrolovali sme optimalne postupnosti tahov dizky 9,
zistili sme, Ze vo vSetkych pripadoch model hry je splneny.
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CvicCenia

Cvicenie 12.1. Ktoré z nasledujtcich grafov na obr. 12.C1 nie st stromy a preco?

L 7
<

G, G, G, G,

Obrazok 12.C1. Ktoré st stromy?

Cvicenie 12.2. Odpovedzte pre graf na obr. 12.C2 nasledujtce otazky:
a) Ktory z vrcholov je koreii?
b) Ktoré vrcholy st vnutorné?
¢) Ktoré vrcholy su listy?
d) Ktoré vrcholy st nasledovnici (synovia) vrcholu £?
e) Ktoré vrcholy su rodicia vrcholu £?
f) Ktoré vrcholy st predkovia k?
g) Ktoré vrcholy su potomkovia vrcholu &?

a

Obrazok 12.C2. Koreniovy strom.

Cvicenie 12.3. Kol’ko neizomorfnych podstromov do 5 vrcholov obsahuje graf na obr.
12.C2?

Cvicenie 12.4. Majme n prirodzenych cisel sy, s2, s3, ..., Sn, kde n>2. Nutnd a postacujuca

podmienka, aby existoval strom na n uzloch taky, ze sy, s2, 3, ..., Sn, SU po poriadku stupne
jeho vrcholov, je

Zsi =2n-2

i=1

Dokazte.

Cvicenie 12.5. Nech G je jednoduchy graf o n vrcholoch. Ukazte, ze G je strom vtedy a len
vtedy, ked’ je stvisly a mé n —1 hran.
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Cvicenie 12.6. Predpokladajme, ze 1024 I'udi sa ucastni Sachového turnaja. Pouzite koretiovy
strom ako model turnaja na urcenie, kol’ko hier musi byt odohranych, aby sa urcil vit'az,
pokial’ je hra¢ eliminovany po jednej prehre aturnaj pokracuje, dokial’ iba jeden ucastnik
neprehral. Predpokladame, Ze nebudl ziadne remizy.

Cvicenie 12.7. Retazovy list zac¢ina ¢lovekom posielajucim list desiatim dal$im l'ud’om.
Kazdy prijemca je poziadany, aby poslal list d’als$im desiatim, a kazdy list obsahuje zoznam
predchadzajucich Siestich I'udi v retazci. Pokial' zoznam neobsahuje menej ako Sest’ mien,
kazdy prijemca posle dvadsat’ korun prvému cloveku v zozname, odstrani jeho meno zo
zoznamu, a prida svoje vlastné meno na koniec zoznamu. Ked’ vSetci takto odpovedia na list
a nikto nedostane viac ako jeden list, kol’ko penazi ¢lovek zapojeny do retazca nakoniec
dostane?

Cvicenie 12.8. Kol’ko r6znych izomérov maju nasledujiice nasytené uhl'ovodiky?

(a) C3Hg
(b)  CsHiz
(C) C6H14

Cvicenie 12.9. Ukazte, ako moze byt’ 16 ¢isel s¢itanych pomocou 15 procesorov v priebehu 4
casovych krokov potrebnych na scitanie dvojice c¢isel (vstup aprenos informacie
neuvazujeme za ¢asovo narocné kroky a ich ¢as zanedbavame v porovnani so s¢itanim).

Cvicenie 12.10. Nech n je mocnina dvoch. Ukazte, ze n Cisel moze byt scéitané v log, n
krokoch za pouZitia siete so stromovou Struktirou o n -1 procesoroch.

Cvicenie 12.11. Kol’ko vaZzeni na rovnoramennych vahach je potrebné na najdenie l'ahSej
falo$nej mince spomedzi Styroch minci? PopisSte algoritmus na najdenie tejto I'ahSej mince za
pouzitia tohto poctu vazZeni.

Cvicenie 12.12. Kol’ko vaZeni na rovnoramennych véhach je potrebné na najdenie faloSnej
mince spomedzi Styroch minci, ktora moze byt l'ahSia alebo t'azsia ako ostatné tri?

Cvicenie 12.13. Kol'’ko vdzeni na rovnoramennych véhach je potrebné na najdenie spomedzi
12 minci falo$nej mince, ktor4 je I'ahSia ako ostatné?

Cvicenie 12.14. Ktory z nasledujucich kodov je prefixovy kod?
(a)a: 11, e: 00, £: 10, s: 01
(b)a:0,e: 1,01, s:001
(c)a: 101,e:11,¢ 001, s: 011, n: 010
(d) a: 010, e: 11, £ 011, s: 1011, n: 1001, p: 10101

Cvicenie 12.15. SkonStruujte binarny strom s prefixovymi kodmi reprezentujlicimi tieto
kédové schémy:

(@)a:11,e:0,t: 101, 5: 100

(b) a: 1, e: 01, £ 001, 5: 0001, n: 00001

(c)a: 1010, e: 0,2: 11, s: 1011, n: 1001, p: 10001

Cvicenie 12.16. Skonstruujte  Huffmanove kodovanie pre nasledujice symboly s
frekvenciami: a: 0.2, b: 0.1, ¢: 0.15, d: 0.25, ¢: 0.3
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Cvicenie 12.17. Reprezentujte nasledujiice vyrazy ako binarne stromy
(d) (r®s)D((xDy)®z)
(e) r®(sD((xDy)®z))
) ((®s)Ox)By)®z

Cvicenie 12.18. Kol'ko rozdielnych moznych interpretacii ma kazdy z nasledujucich vyrazov,
ked’ predpokladame asociativnost’ operacie ® a ked’ ju nepredpokladame?

(2) xQy®z

(h) Px®y&®z

(1) OxDy®z

Cvicenie 12.19. Zostrojte infixovl, prefixovl a postfixov formu vyrazov reprezentovanych
nasledujucimi binarnymi stromami na obr. 12.C3.

“ N\ /\
/\/\ /N

/ A\ -
AN
X )
Obrazok 12.C3. Zostrojte infixovu, prefixovu a postfixovl formu stromov
Cvicenie 12.20. Zostrojte strom rieSeni pre hru odoberania zépaliek, kedy mate na zaciatku
hry 5 zépaliek, kazdy hrd¢ moéze odobrat’ alebo jednu, alebo 2 zapalky, a kto odoberie

poslednu zapalku, tak prehral. Vrcholy z jednotlivych vrstiev stromu ohodnotte pomocou
minimax principu.
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	Strom je súvislý graf bez kružníc. Prvý krát  boli stromy použité už anglickým matematikom Arthurom Cayleym  r. 1857 na spočítanie druhov istého typu chemických zlúčenín – alkánov (pozri obr. 12.1). Alkány sa inak volajú nasýtené uhľovodíky a majú sumárnu formulu CnH2n+2. V grafovom modeli je každý atóm uhlíka reprezentovaný vrcholom stupňa 4 a každý vodíkový atóm vrcholom stupňa 1. V grafe reprezentujúcom alkány je teda je 3n+2 vrcholov, a keďže počet hrán je polovicou sumy stupňov vrcholov, ich počet je (4n+2n+2)/2=3n+1 hrán. (Dôkaz faktu, že taký súvislý graf nemá kružnice, je ponechaný na cvičenie 12.5). Neizomorfné stromy o n vrcholoch stupňa 4 a o 2n+2 vrcholoch stupňa 1 reprezentujú rozdielne izoméry CnH2n+2 (pozri cvičenie 12.8). 
	Obrázok 12.17.  Strom riešení a minimax princíp 

