Opravna pisomna skuska predmetu ,,Algebra a diskrétna
matematika“ konana dna 2. 2. 2009

1. priklad. Dokéze vyrok, ze ,,ak n je kladné celé ¢islo, potom n je neparne vtedy a len vtedy,
ak 5n+6 je neparne®.

2. priklad. Dokéaze pomocou uplnej indukcie mnozinovu identitu

AUA U.UA =ANAN.NA,.

3. priklad. ’

Nech A je mnozina bitovych retazcov, ktorych dlzka nie je vécsia ako i, pre i=1, 2, ..., n.
Najdite

(@A) AnAN.NA,

(b) AUA,U..UA,.

4. priklad.

Pre kazdu z nasledujucich relacii R nad mnozinou {1,2,3,4} zistite, ¢i je alebo, ¢i nie je

reflexivna, symetrickd, antisymetrickd, alebo tranzitivna.

@ {(2.2).(23).(24),(3.2),(3.3).3.4)}
(b) {(11),(12),(2.1)(2,2),(3.3) (4:4)}
(© {(24).(42)}

5. priklad
Nech f(x)=ax+b a g(x)=cx+d, kde a, b, c ad su konstanty, zistite, za akych

podmienok plati f (g (X)) = g( f (X)) :

6. priklad.
Kolko elementov obsahuje zjednotenie A UA,, ak |A| =12,

pripady
(@) AnA =0,

(b) [A NA|=1,
() AcA,

A2|=18, pre tieto rozne

7. priklad.
Nech X je neprazdna mnozina a binarna operacia definovana vztahom X#*y =X, pre kazdé

X,yeX.
(a) Dokazte, 7e algebraicka Struktira (X ,*) je pologrupa.

(b) Rozhodnite, ¢i tato algebraicka Struktira je monoid.



8. priklad
Pomocou Quinovej a McCluskeyho metody najdite optimalne vyrazy k Boolovej funkcii
WXYZ + WXYZ + WXYZ + WXYZ + WXYZ + WX Yz,

9. priklad.
Pre ktoré hodnoty parametrov p a  ma matica
1 0 2 -1
2 1 -1 2
A=
p -1 3 -3
g 1 1 1
hodnost’ 2.

10. priklad. Existuje obyCajny graf o piatich vrcholoch nasledujucich stupnov? Ked’ éno,
nakreslite ich, ak neexistuje, zdévodnite preco.

a) 3,3,3,3,2

b) 1,2,3.4,5

c) 1,2,344

11. priklad. Zostrojte strom rieSeni pre hru odoberania zapaliek, kedy mate na zacCiatku hry 5
zapaliek, kazdy hra¢ moze odobrat’ alebo jednu, alebo 2 zapalky, a kto odoberie poslednu
zapalku, tak vyhral. Akd je vitazna stratégie pre prvého hraca? Aka je vitazna stratégie pre
druhého hraca?

Poznamka: Kazdy priklad je hodnoteny 5 bodmi, maximalny pocet bodov je 55. Nezabudnite
na pisomku napisat’ meno a priezvisko, ¢islo krazku a ro€nik. Cas na pisomku je 90 min.



Riesenie

1. priklad. Ak n je kladné celé ¢islo, potom n je neparne vtedy alen vtedy, ak 5n+6 je
neparne.
(1) np(n)=np(5n+6), n=2k+1=5n+6=10k +11=2(5k +5)+1,

(2) np(5n+6)=np(n), 5n+6=2(5k+5)+1=>n=2k+1.

2. priklad. Dokéaze pomocou uplnej indukcie mnozinovu identitu

AUA U.UA =ANAN.NA,.

Tato identita plati pre n = 2, budeme predpokladat’, Ze tato identita plati pre n, potom ju
dokézeme pre n+1

AVAULUA VA =(AUAULUA)UA =
AUA U UANA =(AnAN..NA)NA, =
ANANn.AnANA,

3. priklad.
Nech A je mnozina bitovych retazcov, ktorych dizka nie je vicsia ako i, pre i=1, 2, ..., n.
N3jdite

@ ANAN..OALANANLOA=A
(b)y AUAU..UA, AUA U...UA =A.

4. priklad.
Pre kazdu z nasledujucich relécii R nad mnozinou {1,2,3,4} zistite, ¢i je alebo, Ci nie je

reflexivna, symetricka, antisymetrickd, alebo tranzitivna.

@ {(22),(23).(24),(3.2).(3.3),3.4)}

nie je reflexina, nie je symetrickd, nie je antisymetricka, je tranzitivna

(6) {(11)(1.2),(2.1),(2,2).(3.3) (4.4)}

je reflexivna, je symetricka, nie je antisymetricka, je tranzitivna

(© {(2:4),(42)}

nie je reflexivna, je symetrickd, nie je antisymetricka, nie je tranzitivna

5. priklad
Nech f(x)=ax+b a g(x)=cx+d, kde a, b, c ad si konstanty, zistite, za akych

podmienok plati f (g (X)) = g( f (X)) .



f(a(x))
g(f(x)) x)+d =c(ax+b)+d =acx+hc+d
Aby platilo f(g(x))=g(f(x)), musi platit ad+b= bc+d.

=ag(x)+b=a(cx+d)+b=acx+ad +b
f(x)

6. priklad.

Kolko elementov obsahuje zjednotenie A UA,, ak |A|=12, A2|:18, pre tieto rozne
pripady

@ ANA =3, |AUA|=|A|+|A]=30

®) [ANA[=1, |ACA[=[A[+{A[-[ANA[=29

© AcA,. [AUA|=|A|=18

7. priklad.

Nech X je neprazdna mnozina a binarna operacia definovand vztahom x*y =X, pre kazdé
X,yeX.
(c) Dokazte, Ze algebraicka Struktura (X ,*) je pologrupa.

(d) Rozhodnite, ¢i tato algebraicka Struktura je monoid.

RieSenie:
(a) K tomu, aby algebraicka Struktura (X ,*) bola pologrupou, bindrna operacia "*" musi byt’
asociativna.

xx(y*z)=Xx*y=X

(x*y)*xz=x*xz2=X
tymto sme dokazali asociativnost’ binarnej operacie, Gize algebraicka Struktira (X,*) je
pologrupa.
(b) Ak pologrupa (X ,*) ma neutralny prvok, potom je monoid. Nech e e X je hypoteticky
neutrdlny prvok, potom z definicie binarnej operacie vyplyva Xx*e=X a e*xx=e, to
znamena, ze nemoze existovat neutrdlny prvok, ktory by vyhovoval podmienke
X*e=e*X=X. Algebraicka struktura (X ,*) nie je monoid.

8. priklad
Pomocou Quinovej a McCluskeyho metody najdite optimalne vyrazy k Boolovej funkcii
WXYZ + WXYZ + WXYZ + WXYZ + WXYZ + WX Yz,

0. etapa 1. etapa

(1110) 1 | (24) | (#101)
(1101) 2 [ (4,6) | (0#01)
(1011)
(0101)
(0010)
(0001)

AN BN W~




U”  (1110)  (1101) (1011) (0101)  (0010)  (0001)

U #101) (0401)
V ={(#101),(0#01),(1110),(1011),(0010)}

f (W,X,Y,2) = XYz + W Yz +WXyZ +WXyz + W Xy

9. priklad.
Pre ktoré hodnoty parametrov p a  ma matica
I 0 2 -1
2 1 -1 2
A=
p -1 3 3
q 1 1 1
hodnost’ 2.
1 0 2 -1 1 0 2 -1 1 0 2 -1
2 1 -1 2 0 1 -5 4 0 1 -5 4
A= [ U
p -1 3 3 0 -1 3-2p 3+p 0 1 -3+2p 3-p
q 1 1 1 0 1 1-2q9 1+q 0 1 1-2q9 I+q

Pretoze pozadujme, aby 2., 3. a 4. riadok boli ekvivalentné, potom z podmienok
(-3+2p=-5)A(3-p=4)=[p=—]
(1-2q=-5)A(l+q=4)=|q=3

Potom ekvivalentnd matica na prvej strane ma tvar

I 0 2 -l 1 0 2 -1 1 0 2 -1

2 1 -1 2 0 1 -5 4 01 -5 4
A= D =

p -1 3 3| |0 1 3+2p 3-p| |[0——5—4

q 1 1 1 01 1-29 1+q) HO—1+—S+4
To znamena, ze pre p=-1 a =3 ma matica hodnost’ 2.

10. priklad. Existuje obyCajny graf o piatich vrcholoch nasledujucich stupnov? Ked’ éno,
nakreslite ich, ak neexistuje, zdévodnite preco.
d) 3,3,3,3,2

e) 12345



Riesenie: neexistuje, neparny pocet vrcholov neparneho stupia

f) 1,2,3,44

Podl'a Havlovej vety nie je postupnost’ grafova, pretoze nie je grafova ani postupnost’
3,2,1,0

11. priklad. Zostrojte strom rieSeni pre hru odoberania zapaliek, kedy mate na zaciatku hry 5
zapaliek, kazdy hra¢ moze odobrat’ alebo jednu, alebo 2 zapalky, a kto odoberie poslednu
zapalku, tak vyhral. Aké je vitazna stratégie pre prvého hraca? Aka je vitaznd stratégie pre
druhého hraca?

RieSenie: Na obrazku su vrcholy s poctom zapaliek na hromadke, ¢islo v kolecku oznacuje

kolko zéapaliek odobral dany hra€. Na koncovych vrcholoch stromu rieSeni jedotka (minus
jednotka) vo Stvorceku znamen4, ze vyhral prvy (druhy) hrac.

Strom rieSeni
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Pre prvého hraca existuje vitazna stratégia: v prvom kroku odoberie 2 zapalky.
Pre druhého hraca neexistuje vitazna stratégia.



