Pisomna skuska z predmetu ,,Algebra a diskrétna
matematika®“ konana dna 14. 1. 2009

1. priklad. @ DokédZte metodou vymenovania pripadov nerovnost’
|a+ b| < |a| + |b , kde a, b su realne ¢isla.

2. priklad. Co moZzeme povedat’ o mnoZinach A a B, ak plati
(a) (AnB)-B=A,(b) AnB=A,(c) AUA=ANA,(d) AnB=BUA

3. priklad.

Zistite, €1 relacia R nad mnozinou celych cisel je (1) reflexivna,
(2) symetricka, (3) antisymetricka, alebo (4) tranzitivna, pri¢om (X,y) eR
vtedy a len vtedy, ak

(a) X<y,

(b) x+y=0,

(c) xay su parne Cisla.

4. priklad.

Kolko existuje binarnych retazcov dizky 10, ktoré
(a) obsahuju prave dve jednotky,

(b) maximalne dve nuly,

(c) minimalne dve nuly.

5. priklad.

Na fakulte je 315 Studentov, ktori si zapisali predmet Matematicka analyza,
390 Studentov, ktori si zapisali predmet Diskrétna matematika a 32
Studentov, ktori si nezapisali predmet Matematickd analyza a ani predmet
Diskrétna matematika. Celkovy pocet Studentov na fakulte je 427. Kol'ko
Studentov ma zapisanych sucCasne predmety Matematickd analyza
a Diskrétna matematika?

6. priklad.
Pomocou Quinove] a McCluskeyho metddy najdite optimélny vyraz

k Boolovej funkeii
WXY + WXY + WXY + WXY + WXy + WX Y



7. priklad. Pre ktoré hodnoty parametrov p a  ma matica

1 0 2 -1
2 1 -1 2
A=
p I 1 1
g 1 -3 3
hodnost’ 2 ?
8. priklad.

Najdite rieSenie systému linearnych rovnic pomocou Crameroveho pravidla
2% —3X, + X, =1
X +2X,—X; =0
2X + X, + X, =-1

9. priklad. Dokazte priamo z definicie, Ze trojuholnikova matica

a, &, da;
A= 0 a, a,
0 0 a,

s nenulovymi diagonalnymi elementmi ma hodnost’ h ( A) =3

10. priklad. Planarna reprezentacia grafu s troma komponentmi ma 10
oblasti a graf je tvoreny z vrcholov stupiia 3.
(a) Aky je pocet vrcholov tohto grafu? (3 body)
(b) Aky je najmensi pocet vrcholov jedného komponentu? (1 bod)
(c) Nakreslite komponenty a urcite ich typ grafu. (1 bod)

11. priklad. SkonStruujte binarny strom reprezentujici Huffmanove
kodovanie pre nasledujice symboly s frekvenciami: a: 0,25; b: 0,1; c: 0,15;
d: 0,17; e: 0,3; f: 0,03 apriradte kazdému symbolu jeho odpovedajici
Huffmanov kod.

Poznamka: Kazdy priklad je hodnoteny 5 bodmi, maximélny po¢et bodov
je 55. Nezabudnite na pisomku napisat’ meno a priezvisko, ¢islo krizku
a ro¢nik. Cas na pisomku je 90 min.



RieSené priklady

, kde a,b st redlne

a+b|<a|+|b

1. priklad. Dokazte metdédou vymenovania pripadov nerovnost’:

¢isla.

RieSenie:
(a) a<b<0 (podobne plati aj pre b<a<0)
la+b|<|a|]+|p|=-a-b<-a-b

(b)ya<0<ba a+b<0
la+b|<|a|+|p| = -a-b<-a+b=-2b<0=b>0

(c)a<0<ba a+b>0
la+b|<|a|+[b|=>+a+b<-a+b=a<0

(d)b<0<aa a+b<0
la+b|<|a|+|p|=-a-b<a-b=a>0

(e) b<0<aa a+b>0
la+b|<|a|+b|=a+b<a-b=b<0

(f) 0<a<b (podobne plati aj pre 0<bh<a)
la+b|<|a|+|b|=a+b<a+b

Vo vsetkych pripadoch sme dostali nerovnost’, ktord vyplyva z predpokladov vety, ¢ize identita plati
pre kazdé a, b.

2. priklad. Co mozeme povedat’ o mnozinach A a B, ak plati
(a) (AnB)-B=A, plati ak A=, B moze byt
(b) ANB=A,platiak ANB=0

(c) AUA=ANA, plati pre l'ubovolné A, B
(d) AnB=BUA,platiak A=B

3. priklad.

Zisl?[ite, ¢i relacia R nad mnoZinou celych cisel je (1) reflexivna, (2) symetrickd, (3) antisymetricka,
alebo (4) tranzitivna, pricom (X, y) € R vtedy a len vtedy, ak

(@)x<y,

(b) x+y=0,

(c) X a'y su parne ¢isla.

Riesenie:
(a) x<y.
Relacia (1) nie je reflexivna, (2) nie je symetricka, (3) je antisymetricka, (4) je tranzitivna.



(b) x+y=0
Relacia (1) nie je reflexivna, (2) je symetrickd, (3) nie je antisymetrickd, (4) nie je tranzitivna.

(c) X ay su parne cisla.
Relacia (1) je reflexivna, (2) symetrickd, (3) nie je antisymetricka, (4) je tranzitivna.

4. priklad. )
Kolko existuje bindrnych retazcov dlzky 10, ktoré
(a) obsahuju prave dve jednotky,

10
{ j:45
2
. 10 10 10
(b) maximalne dve nuly, 0 + . + 5 =1+10+45=56

(c) minimalne dve nuly.

10 10 10 10 10 10 10 10 10
+ + + + + + + + =
2 3 4 5 6 7 8 9 10
45+120+210+252+210+120+45+10+1=1013

=21°.C(10,0)-C(10,1)=1024-1-10=1013

5. priklad

Na fakulte je 315 Studentov, ktori si zapisali predmet Matematicka analyza, 390 Studentov, ktori si
zapisali predmet Diskrétna matematika a 32 Studentov, ktori si nezapisali predmet Matematicka
analyza ani predmet Diskrétna matematika. Celkovy pocet Studentov na fakulte je 427. Kolko
Studentov na fakulte ma zapisanych stCasne predmety Matematickd analyza a Diskrétna
matematika?

[MA[=315, |DM|=390, |[U-(MAUDM)|=32, |U| =427

IMAUDM|=|U|-|U-(MAUDM)| =427-32=395

IMANDM|=|MA|+|DM|-IMAUDM|=315+390-395=310

6. priklad.
Pomocou Quinovej a McCluskeyho metody najdite optimalne vyrazy k Boolovym funkcidm
WXY + WXY + WXY + WXy + WXy + WX Y,

1. etapa 2. etapa 3. etapa
L] A1) 112 [ 1% 1| 1-5 | (#1#H)
21 (110) 12 1-3 | (#11) | 2] 24| (#1#)
31 (011) J3|1-5 | (I#D) 3] 2-7 | (#])
41 (010) 1424 | (#10) |4 ]3-6 | (#]D
51 (01) |5(34 |(01#) |5
6] (001) |6 3-6 |(0#]) |6

715-6 | (#01) |7




Uu” (111)  (110) (0l1) (010)  (101)  (001)

(114) (#1i1) (1#1)  (#10) (01#) 0#1)  (#01)

U’ [GRIGD)

1)

U,

Klauzule z 2. etapy st minimalne a pokryvaju vsetky klauzuly z 0. etapy, preto vyberieme klauzuly
ktoré pokryvaju povodni mnozinu klauzil takto

V ={(#1#),(##1)]

Optimalna Boolova funkcia priradend tejto mnozine ma tvar

f(w,x,y)=x+y
7. priklad.
Pre ktoré hodnoty parametrov p a  ma matica
1 0 2 -1
2 1 -1 2
A=
p I 1 1
gl -3 3
hodnost’ 2.
Riesenie:
1 0 2 -1 1 0 2 -1
2 1 -1 2 . 0 1 -5 4
p 1 1 1 01 1-2p 1+p
qg 1l -3 3 0 1 -3-29 3+¢

Z podmienky rovnosti 3. a 4. riadku dostaneme 1-2p=-3-2q a 1+ p=3+(, rieSenim tohto
systému dostaneme [FEGIEEN, potom posledna ekvivaletna matica ma tvar

1 0 2 -1

01 -5 4 1 0 2 -1
Al 0

6—t—5 4 01 -5 4

6—t—5 4

8. priklad.
Néjdite rieSenie systému linearnych rovnic pomocou Crameroveho pravidla
2%, —3X, + X, =1
X +2X, =X, =0
2% + X, + X, =-1
RieSenie:



2 -3 1 1 -3 1
A= 2 -1=12, |A]=|0 2 -1j=2,
2 1 -1 1 1
2 1 2 31
A=l 0 -ll=-6, |A|=[l 2 0[=-10
2 -1 1 2 1 -1
Potom rieSenie
2 1 -6 1 -10 5
X1:—=—, X2=—=——, X3=—=——
12 6 ) 12 6

9. priklad. Dokézte priamo z definicie, Ze trojuholnikova matica

all a'12 a’]3
A=| 0 d,, ay
0 0 a,
ma hodnost’ h(A)=3.
Riesenie:
Budeme dokazovat stlpcovu hodnost’, zavedieme stlpce matice
a'] 1 a’lZ a'] 3
=] 0 ],s,=|a, |,S=ay
0 0 ay;

Tieto vektory st linearne nezavislé, ak ich linearna kombinécia sa rovna nulovému vektoru len pre
nulové koeficienty

0
oS, +a,S, +a,s, =0
0
Tato vektorova rovnica Specifikuje systém 3 rovnic pre koeficienty
o,a,, +0,a, +0,a, =0
o,a,, + 0,8, =0
o,a,; =0
Postupnym rieSenim tohto systému dostaneme o, =, =a, =0. To znamena, Ze stipcové vektory
S,,S,,S, su linedrne nezavislé, Cize stipcova hodnost’ matice je 3. Pretoze plati veta, Ze stipcova
hodnost’ sa rovna riadkovej hodnosti, potom hodnost’ matice A je .

10. priklad. Planarna reprezentacia grafu s troma komponentmi ma 10 oblasti a graf je tvoreny
z vrcholov stupna 3.

(d) Aky je pocet vrcholov tohto grafu? (3 body)

(e) Aky je najmensi pocet vrcholov jedného komponentu? (1 bod)

(f) Nakreslite komponenty a urcite ich typ grafu (1 bod)



Riesenie:
(a) Pouzijeme Eulerovu formulu [R|=[El-VI+|K| +1, spolu sformulou 2|E|=) deg(v) teda,
veV
deg (v
2:%°90)_deg(v)

|E| — VeV
2 2
10=|V|*3/2-V|+3+1, teda [V=12.

, potom

(b) Ked’Ze stupen kazdého vrcholu je 3, musi byt spojeny s troma d’al$imi a najmensia vel'kost’
komponentu je 4.

(c) Ked’ze vrcholov je 12 , komponenty su 3 a najmensia moze mat’ pocet vrcholov 4, vsetky 3
komponenty budi mat’ velkost’ 4 (3x4=12). Kazdy komponent so Styrmi vrcholmi stupiia 3 je
kompletny graf o 4 vrcholoch, K.

11. priklad. SkonStruujte binarny strom reprezentujuci Huffmanove kdédovanie pre nasledujtce
symboly s frekvenciami: a: 0,25; b: 0,1; c: 0,15; d: 0,17; e: 0,3 £ 0,03 a prirad’te kazdému symbolu
jeho odpovedajici Huffmanov kod..

b0,1 £0,03

b: 0000, f: 0001 c:001 e: 01 a: 10d: 11
(Existuja rozne Huffmanove kody odpovedajiice roznemu poradiu nakreslenia vetiev zl'ava doprava,
ale pocet cislic kodu pre jednotlivé symboly je vzdy rovnaky)



