Pisomna skuska predmetu ,,Algebra a diskrétna matematika*
konana dna 5. 6. 2007

1. priklad. Aky zaver vyplyva z mnoziny vyrokov:
»Ja som chytry alebo mam Stastie”, ,,nemam Stastie”, ,,ak mam Stastie, potom zvitazim
v lotérii ?

2. priklad. Zostrojte potenéné mnoziny P(A) a P(P(A)) pre A={a}.

3. priklad.
Zistite, ¢i relacia R je reflexivna, symetricka, antisymetricka, alebo tranzitivna, priCom

(x,y) € R vtedy a len vtedy, ak

(a) x<y,

(b) x méa rovnaké krstné meno ako y, km(x)=km(y),
(c) x je delitelné 2 a 'y je delite'né 2 a 4.

4. priklad. Zostrojte mnozinu usporiadanych dvojic pre relaciu R = {(X, y) ; X je delitelné y}
pre X = {1,2,3,4,5,6} , Znazornite tuto relaciu pomocou orientovaného grafu a zostrojte jej

reprezentaciu pomocou bindrnej matice.

5. priklad.
Kolko existuje permutécii nad retazcom ABCDEFG, ktoré obsahuju dva podretazce BA
a GF.

6. priklad.

Nech na turnaji je 2% druzstiev, turnaj prebieha elimina¢nym spdsobom, t. j. do d’alSieho kola
postupuju len vitazi z predchadzajuceho kola. Zostrojte funkciu pre pocet vzajomnych
Zapasov v turnaji.

7. priklad. Pomocou Quinovej a McCluskeyho metody najdite optimalne vyrazy k Boolovym
funkciam

WXYZ + WXYZ + WXYZ + WX YZ + WX Y Z + WXYZ + WXYZ + WX YZ .

8. priklad. RieSte pomocou Gaussovej elimina¢nej metédy linearnu stistavu rovnic

2% =X, +5%X; 43X, = 5

X, X, X, +3x, = 7

X, +3X, +2X, = 4

X, +X  +X, = 3

9. priklad. Vypocitajte determinant matice pomocou jej transformacie na trojuholnikovy tvar

2 1 0 -1
4 2 5 -1
132 -1 2

0 0 1 1



10. priklad. Vyrieste problém obchodného cestujuceho pre graf
a 3 b

N A,
N

d 7 c
pomocou Uplného stromu rieSeni tak, aby celkovy sucet vah bol pre uzavreti cestu
(hamiltonovskl kruznicu) minimalny.

11. priklad. Kol'ko rozdielnych moZnych interpretacii ma kazdy z nasledujucich vyrazov,
ked’ predpokladdme asociativnost’ operacie ® a ked ju nepredpokladame?

(a) x®y®z

(b) tEX®Yy®z

(c) t¥xBYy®z

Poznamka: Kazdy priklad je hodnoteny 5 bodmi, maximalny pocet bodov je 55. Nezabudnite
na pisomku napisat’ meno a priezvisko, ¢islo krazku a ro¢nik. Cas na pisomku je 90 min.



RieSenie

1. priklad. Aky zaver vyplyva z mnoziny vyrokov?

»Ja som chytry alebo mam Stastie”, ,,nemam Stastie”, ,,ak mam Stastie, potom zvitazim
v lotérii“.

p = som chytry

g = mam S$t’astie

r = zvitazim v lotérii

pvq predpoklad;
—q predpoklad,
g=r predpoklads
‘ p dosledok disjunkt. sylogizmu aplik. na predpoklad; a predpoklad,

zaver: som chytry

2. priklad. Zostrojte potenéné mnoZiny P(A) a P(P(A)) pre A= {a} .
P(A)={@.{a}},
P(P(A)={2.12} {{a}} (@ .{a}}}

3. priklad.
Zistite, ¢i relacia R je reflexivna, symetrickd, antisymetricka, alebo tranzitivna, priCom

(x,y) € R vtedy a len vtedy, ak

(a) x<y,

(b) X méa rovnaké krstné meno ako y, km(x)=km(y),
(©) X je delitelné 2 a y je delitelné 2 a 4.

(a)

je reflexivna, X <X,

nie je symetricka, neplati implikacia X<y = y <X,

je antisymetricka, plati implikacia (X< y)A(y<x)=x=y,

je tranzitivna, plati implikacia (X < y) A ( y< Z) = (X < Z) .

(b)

je to relacia ekvivalencie (Cize je reflexivna, je symetricka, nie je antisymetricka, a je
tranzitivna)

je reflexivna, plati km(x)=km(x),

je symetricka, plati implikacia (km (x)=km( y)) = (km (y)=km( X)) ,

nie je antisymetrickd (mézu byt rozni l'udia X a y s rovnakym krstnym menom
ﬁ((km(x) =km(y))A(km(y)=km(x))= x= y)

je tranzitivna, plati implikéacia (km (x)=km( y)) A(km(y)= km(z)) = (km(x)= km(z)) .



()

nie je reflexivna, nie kazdé ¢islo X je sticasne delitel'né 2 a 4,

nie je symetricka, nie kazda dvojica x a y je taka, ze ked x je delitelné 2 a y je delitelné 2 a 4
potom VY je delitelné 2 a X je delitelné 2 a 4, kontraprikladom je napr. x=2 a y=4

nie je antisymetrickd, existuju také dvojice X ay, ze X je delitelné 2 ay je deliteln¢ 4
a sucasne Yy je delitelné 2 a X je delite'né 4 a pritom x=y (napriklad 4 a 8),

je tranzitivna, ak mame dve dvojice X,y a y,Z, ktoré vyhovuji podmienkam reléacie, potom tieto
podmienky musia platit’ aj pre dvojicu X,z.

4. priklad. Zostrojte mnozinu usporiadanych dvojic pre relaciu R = {(x, y) ; X je delitelné y}
pre X = {1,2,3,4,5,6} , Znazornite tuto relaciu pomocou orientovaného grafu a zostrojte je

reprezentaciu pomocou binarnej matice.

R={(L1),(2:1),(2:2),(3.1).(3.3),(4.1).(4,2),(4:4) (5:1) (5:5) (6,1).(6:2) (6,3) (6.6)}

1 0 00 0 O

110 0 0 O

1 01 0 0O
A=

1101 00

1 00010

1 11 0 0 1

5. priklad
Cvicenie 4.15. Kol'ko existuje permutacii nad retazcom ABCDEFG, ktoré obsahuju dva
podretazce BA a GF,

G

BIATTTT] [Tl
GE

LI LI BIAI T LLTIBIALL]
0 GE &

— GE

—

—

N=4x6=24  N=3x6=18  N=3x6=18  N=3x6=18

LLLITBIALTLIT[] BIA
GE ~ GE

— —

P

N=3x6=18 N=4x6=24

Celkovy pocet retazcov je 2x24+4x18 = 120.



6. priklad.
Nech na turnaji je 2% druzstiev, turnaj prebieha elimina¢nym spdsobom, t. j. do d’alSieho kola
postupuju len vitazi z predchadzajiiceho kola. Zostrojte funkciu pre pocet vzajomnych
Zapasov v turnaji.

1. kolo: pre 2% druzstiev existuje k! Zapasov.

2. kolo: pre 2%! druzstiev existuje k2 Zapasov.

(k-1). kolo: pre 2" druzstiev existuje 2 zapasy (semifinale).

k. kolo: pre 2° existuje 1 zapas (finale)

k_
2 11: T

Celkovy pocet zapasov je teda 25" +2 2 + .. +2+1=

7. priklad. Pomocou Quinovej a McCluskeyho metddy néjdite optimalne vyrazy k Boolovym
funkciam

0. etapa 1. etapa 2. etapa

1| (1111) I | (1,2) | (111#) 1 | (3,7) | (##01)
2 | (1110) 2 | (1,3) | (11#1) 2 | (4,6) | (##01)
3] (1101) 3 1 (34| (1#01)

4 | (1001) 4 | (3,6) | (#101)

5 | (1000) 5 145 | (100#)

6 | (0101) 6 | (48) | (#001)

7 | (0010) 7 1(6,8) | (0#01)

8 | (0001)

0)

U (1111)  (1110) (1101) (1001)  (1000)  (0101)  (0010) (0001)

U' 1% aif) q#1)  @on  (100#)  (#001)  (0%#01)

Uy’ (HHOT)
V ={(111#)(##01),(100#),(0010)}
f(W,X,Y,2) = WXy + Yz +WX ¥ + WXyZ

8. priklad. RieSte pomocou Gaussovej elimina¢nej metédy linearnu sistavu rovnic
2%, =X, +5% +3X, = 5

X, X, +4X, 43X, =

1

5 7
X +3X; +2X, = 4
3

3

X +X

2 3 X, =



2 -1 5 3|5, (1.0 3 2|4) (1 0 3 24
A,:11437~1437~0 1 3
1o 3 2)4] |l2]-1 5 3|5| |e——+—+]3
o1 1113 o 1 1113 l——+—+15

X, =1, x,=k, x,=3-k-1, x, =4-3k-2l,kde k,I e R,

4-3k -2l 4 -3 -2
3-k-I 3 -1 -1

X = =| |+k +1 ,
k 0 1 0
I 0 0 1

9. priklad. Vypocitajte determinant matice pomocou jej transformdacie na trojuholnikovy tvar

2 1 0 -1
4 2 5 -1
13 y2 -1 2
0 0 1 1
21 0 - |1 1 0 2 |-12 0 1|12 0 1
4 2 5 -1 |-t 2 5 4 |4 s 2] 0o 25 1
|Al= == = =
3 Y2 -1 2| |2 y2 -1 3 ||2]3 -1 y2] o |7|-1 52
00 1 1| |1 o 1 0 [[t]o 1 o 01 1
12 0 1 12 0 1 12 1 0
710 2 5 1|70 2 5 1| 700 2 1 5
“210 -2 2/7 =57 2|0 0 377 2/7| 2|0 0 2/7 377
0 2 -1 -l 00 4 0 00 0 4
= T(c1)224=38
2v 77

10. priklad. Vyrieste problém obchodného cestujiiceho pre graf
a 3 b

pomocou Uplného stromu rieSeni tak, aby celkovy sucet vah bol pre uzavreti cestu
(hamiltonovskl kruznicu) minimalny.



a(0)

b(3) 42y

d(7) b(1)@ d(12)@ b(6)@ c(9)

c(14)@ d(16)@ d(15)@ b(16)@ c(12) ® ®b(15)

[ ] o ] @ ® e
a(l9) a(18) a(l7) a(l9) a(l7) a(ls)

Minimalna hamiltonovskd kruznica je a-d-b-c-a (pripadne reprezentovana v opacnej
orientacii) s dlzkou 17.

11. priklad. Kolko rozdielnych moznych interpretacii ma kazdy z nasledujucich vyrazov,
ked’ predpokladame asociativnost’ operacie ® a ked’ ju nepredpokladame?

(a) x®Yy®z

(b) tEx®y®z

(c) 1®xBY®Z

Riesenie:

Ked predpokladdame asociativnost’ operacie ®

(a) 1 interpretacia, X®y®z

(b) 3 interpretacie, (IEX)®YRz, IB(XVYR2), (tB(XKY))&z

(c) 4 interpretacie, (I®X)D(Y®z), (t®X)DBY)®z, (t®(XDY))Rz, t®(XD(Y®Z))

Ked’ nepredpokladame asociativnost’ operacie ®

(a) 2 interpretacie, (X®Y)®z, X® (y&z)

(b) 5 interpretacii, (tEX)R(YR2), tB((XVY)®z), tD(XR(YR2)), (tB(X®Y))Rz, ((1PX)RY)®z
(c) 5 interpretacii, (I®X)B(Y®z), (I®X)DBY)®z, (IQ(XDY))®zZ, tA(XD(YRZ)), tR((XPY)®z)



