Vladimir Kvasnicka

Uvod do logiky pre informatikov

Ustav aplikovanej informatiky
Fakulta informatiky a informa¢nych technologii
Slovenska technicka univerzita v Bratislave
2012






V tejto knihe, ktord je venovana prezentacii modernych
zakladov logiky pre potreby informatikov (menovite pre tych
¢o rozjimaju nad moznostami ako simulovat’ I'udsku mysel’
informatickymi prostriedkami) st prezentované zéklady
nielen klasickej logiky (t. j. vyrokovej a predikatovej logiky)
ale aj zdkladné pojmy modalnej logiky s dorazom na
kripkeovskt sémantick interpreticiu pomocou susednych
svetov.

Centralne postavenie v naSom texte maji sémantické
tabla, ktoré¢ povazujem za jednoduchy a univerzalny
teoreticky prostriedok k dokazu pravdivosti formul na sémantickej urovni. Pouzivame dve
sémantické tabld: normdlne sémantické tabld a duilne sémantické tabla, ktoré maju to
vyhodu, ze k dokazu tautologi¢nosti vyrokovej logiky stac¢i dokazat' uzavretost’ tabla pre
dant formulu (v Standardnom pristupe zostrojujeme normalne sémantické tablo pre negovanu
formulu, potom uzavretost’ table implikuje kontradikénost Studovanej formuly, cize
tautologicnost’ jej negécie). Tato vlastnost’ dudlnych sémantickych tabiel je vel'mi vyhodna
pre priamy dokaz formuly (nie jej negacie, ako je to u normdlneho sémantického tabla)
pomocou prirodzenej dedukcie, ktord je zostrojena inverziou table. Podobnym spdsobom
moézeme interpretovat’ aj metddu rezolu¢ného principu, podrobnou analyzou sa da ukazat, ze
existuje vel'mi tesny vzt'ah medzi pomocou sémantickymi tablami a technikou rezolu¢ného
principu.

Skutoc¢nost’, ze tito kniha je zamerana hlavne (ale nielen) na informatikov, je
najlepSie demonstrovand obsahom posednych dvoch kapitol (6smej a deviatej kapitoly). V
osmej kapitole je podrobne Studovany pristup McCullocha a Pittsa zaloZzeny na logickych
neurénoch, ktora bola publikovana v r. 1943 a je v siiCasnosti povazovanu za pracu, ktorou
bol iniciovany vznik umelej inteligencie a kognitivnej vedy. Hlavnym prinosom tejto
kapitoly pre informatikov je jednoduchy dokaz skutocnosti, Ze tieto jednoduché neurénové
siete su univerzalnym aproximatorom v doméne Boolovych funkcii. Tento pristup taktiez
poskytuju vhodny teoreticky ramec pre Stidium vztahu medzi myslou a mozgom.
Jednoduché argumentacné prostriedky ukazuji na skuto€nost’, ze mysel’ a mozog tvoria jeden
neseparovatelny celok - komplex, kde aktivity mozgu (proces myslenia) s vysledkom
architektury neuroénove;j siete tvoriacej mozog.

V poslednej deviatej kapitole su Studované moznosti vyrokovej logiky ako
teoretick¢ho zakladu Boolovych funkcii a ich aplikdcie na névrh prepinacich logickych
obvodov. Tieto technické aplikéacia vyrokovej logiky st jedine¢nym ilustracnym prikladom
skuto€nosti, ze moderna matematicka logika md nezastupitelna Ulohu pri navrhu a
konstrukcii bindrnych obvodov pre potreby mikroelektroniky. Je potrebné zdoraznit’, ze
logika ma nezastupiteI'né miesto nielen pri algoritmizacii procesov usudzovania, ale aj ako
generator novych koncepcii, ktoré zohrali doleziti ulohu pri rozvoji pocitatovej vedy
(informatiky).
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1. kapitola

Vyrokova logika I — Specifikacia logiky, historia logiky, syntax
a sémantika logiky , Boolove funkcie

1.2 Co je logika?

Moézeme si polozit’ otazku — ¢o je logika? Odpoved’ na tito otazku je, Ze logika je veda
o spravnom usudzovani. Preto naSu pozornost musime obratit’ na Specifikdciu pojmu
»spravna usudzovanie®, ¢im sa spravne usudzovanie odliSuje od nespravneho? V logike
Studujeme také schémy usudzovania, ktoré st spravne (korektné) bez ohl'adu na pravdivost’
alebo nepravdivost’ ich zloziek. Uvazujme dvojicu jednoduchych tvrdeni — vyrokov: ,prsi* a
»ak prsi, potom je cesta mokra“. Z tychto dvoch tvrdeni — vyrokov vyplyva nové tvrdenie
»cesta je mokrd*. Uvazujme d’al§iu podobnu dvojicu tvrdeni: ,,Fido je smddny* a ,,ak je Fido
smddny, potom hlada vodu*. Zaver ztychto dvoch tvrdeni je, ,,Fido hlada vodu*. Ak
porovndme tito dvojicu usudzovani zistime, ze aj ked’ st diametralne odliSné obsahovo,
maju vela spolo¢ného. V oboch pripadoch existuju dve nezavislé tvrdenia (v d’alSom texte
ich budeme nazyvat vyroky), ktoré oznatime' symbolmi p a g, priom prvé tvrdenie je
totozné s ,,p* a druhé tvrdenie ma tvar ,,ak p, potom q*. Zaver z tychto dvoch tvrdeni je ,,g*,
ktoré predtym nevystupovalo samostatne, ale len ako ¢ast’ zlozitejSieho tvrdenia ,,ak p, potom
q“. To znamena, ze v procese usudzovania vyrok ,g“ je vyvodeny zpdvodnych
predpokladov ,,p*“ a ,,ak p, potom q*, Co sa obvykle zapisuje takto

p

P=9

q
kde symbol = vyjadruje spojku ,,ak..., potom...“. Tato formélna schéma usudzovania sa uz
od cias stredoveku oznacCuje ako modus ponens (slov. pravidlo odlucenia) a patri medzi
zakladne pravidla spravneho (logického) usudzovania, na ktorom je zalozena nasa racionalita

Naznacena formalizacia nasSej hovorovej reci je pre logiku charakteristicka, logika
Studuje vSeobecné¢ formy usudzovania na symbolickej urovni, v ktorych sa ignoruje
konkrétny obsah jednotlivych tvrdeni. Z tychto dovodov byva aj moderna logika oznacovana
ako formalna logika alebo matematicka logika [2-8] (v prvej polovici 20. storocia sa pouzival
aj termin Jogistika, ktory vSak v sicasnosti, hlavne pod vplyvom americkej angli¢tiny, ma
diametralne odlisSny vyznam a oznacCuje procesy zasobovania alebo zabezpecenia potrebnym

X

! Pouzivanie symbolov abecedy miesto konkrétnych tvrdeni typu ,,Fido je smédny* alebo ,prsi pochadza od
gréckeho filozofa Aristotela (384-322 pr. n. 1.), ktory je povazovany za zakladatel'a logiky. Toto pouzivanie
symbolov, namiesto konkrétnych tvrdeni, je pokladané sucasnou histériou vedy za velky civilizany obrat,
ktorym sa grécka civilizacia odliSila od babylonskej a egyptskej civilizacie, pre ktoré bol pojem symbolu este
neznamy pri popise matematickych algoritmov (napr. vypolet plochy obdiznikovej oblasti), ktoré z tohto
dovodu boli vel'mi tazkopadne, pretoze operovali s konkrétnymi ¢islami.



materidlom). Nebudeme odliSovat’ formalnu logiku od matematickej, zdkladnym momentom
v oboch pripadoch je nielen pouzivanie symbolov aich zgrupovania pomocou logickych
spojok (jazykové prostriedky typu ,,...a...“, ,....alebo...*, ,ako..., potom...”, ...) do vacSich
celkov nazyvanych formuly, ale aj formalizacia procesu transformacie danej formuly na int
formulu metddami, ktoré st charakteristické pre matematiku. Tak napriklad, vyrokova logika
moze byt chdpana ako Specialny druh algebry (Boolovej), obsahujucej premenné (vyroky),
unarne a bindrne operacie nad tymito premennymi (logické spojky) a kde taktiez existuje
striktny matematicky systém odvodzovania novych formul pomocou povolenych operacii
z jednoduchsich formul (axiom).

Pouzitie matematickych metod v logike nie je samoucelné. Umoziuje ziskat’ hlboké
vysledky, ktoré odlisili moderna logiku 20. storoCia definitivne od klasickej neformalnej
logiky predchadzajucich obdobi. Predmetom zaujmu tohto textu je prave Stadium
matematickej logiky pre potreby umelej inteligencie a kognitivnej vedy. Pouzity pristup je
zalozeny na formalizacii prirodzeného jazyka pomocou vyrokovych symbolov a logickych
spojok, pricom usudzovanie je formalizované pomocou niekol’kych jednoduchych pravidiel.
Snad’ teraz si uz modZeme polozit otazku, aky je rozdiel medzi matematickou
a nematematickou logikou? Ako uZz bolo uvedené, predmetom naSho zaujmu bude
matematicka logika. Mozeme sa teda pytat, Co eSte zostdva v logike okrem matematickej
logiky. Obvykle sa uvadza, ze logika sa deli na dve Casti: na matematicku logiku ana
filozoficku logiku. Toto delenie ma svoje historické pozadie, ktoré tu nebudeme hlbsie
Specifikovat’. Do filozofickej logiky sa obvykle vydel'ovali neklasické logiky, ktoré mali viac
ako dve pravdivostné hodnoty alebo obsahovali netradicné logické spojky (napr. modalne
spojky ,,nutne” a ,mozne®). V poCiatkoch modernej logiky sa nevedelo, ako tuto
,heklasicku® problemtatiku formalne spracovat’, preto sa stadium tychto neklasickych logik
stalo vyhradne doménou ,,Spekulativnej filozofickej logiky. Avsak v sti¢asnosti, uz aj tieto
logiky maji, podobne ako vyrokova alebo predikatova logika, svoje formalne tedrie
pouzivajuce sofistikované algebraické a mnoZinové techniky. Z tychto dovodov sa v
sucasnosti zda byt uz rozdelenie logiky na matematicki a filozoficki umelym,
neprirodzenym a prekonanym®.

V sucasnej literature sa Casto spominaju ,,neklasické logiky“. Ako odlisSime klasicka
logiku od neklasickej logiky? V klasickej logike sa postuluje, Zze vyroky su dvojhodnotové,
tj. s bud pravdivé alebo nepravdivé, ziadna ind tretia moznost neexistuje. Naviac,
elementarne vyroky spdjame do vécsich zlozitejSich vyrokov pomocou logickych spojok
Gyerea. ., o.alebo..”, ako..., potom..., ...), pricom pravdivost’ tychto novych vyrokov je
plne urcend pomocou pravdivostnych hodndt jej elementarnych vyrokov a pouzitymi
logickymi spojkami. Metody konStrukcie pravdivostnych hodnét tychto zlozenych vyrokov
su vytvarané pomocou ,klasickych® tabuliek znamych uz od stredoveku a ktoré Studenti
obvykle uz poznaju zo strednej Skoly. Tak napriklad, vieme, ze vyrok ,p a ¢ je pravdivy len
vtedy, ak obe jeho zlozky su sucasne pravdivé, vo vsetkych ostatnych troch pripadoch vyrok
je nepravdivy. Dalsia &rta ,,neklasi¢nosti® logiky moZe spoéivat’ v tom, e pouZivame nové
logické spojky, ktoré nie si obvyklé v klasickej logike. Tieto nové spojky mozu vyjadrovat’

* Podobna situdcia existuje aj v chémii, ktora je z historickych a didaktickych dévodov rozdelené na dve velké
poddiscipliny, na anorganicku a organicka chémiu. Toto rozdelenie, ktoré vniklo v 18. storo¢i, ked’ existovala
zretelnd demarkacnd Ciara medzi anorganickymi (nezivymi) a organickymi (zivymi) latkami, sa stalo v
sticasnosti vedeckym anachronizmom, zakony chémie s rovnaké pre obe ¢asti chémie.
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bud’ ¢asové alebo modalne aspekty vyrokov, alebo mozu byt dokonca ternarne (spéjajuce tri
elementarne vyroky do nového zlozitejSieho vyroku).

Na zaver tejto kapitoly uvedieme este niekol’ko poznamok o vyzname matematickej
logiky pre umelt inteligenciu a kognitivnu vedu. V umelej inteligencii existuju odbory, ktoré
sa zaoberaju simuldciou 'udského usudzovania (reprezentacia poznatkov, expertné systémy
apod.). Preto potrebujeme metddy algoritmizacie metdd usudzovania, ktoré nam poskytuje
matematicka logika svojim formalno-matematickym aparatom. Podobne, v kognitivnej vede,
ktora sa zaobera I'udskou kogniciou, centralne postavenie maju procesy kognicie 'udského
usudzovania, ktoré st formalizované pomocou matematickej logiky. MozZeme teda
konStatovat, ze matematicka logika tvori jeden 7 pilierov modernych metod umelej
inteligencie a kognitivnej vedy. Umozinuje do urcite] miery formalizovat’ prirodzeny jazyk
pomocou vyrokov a logickych spojok, pomocou zakonov usudzovania matematickej logiky
vyvodzovat' deduktivhym spdsobom ztakto formalizovanych poznatkov nové poznatky,
ktoré neboli v pdvodnej ,,databaze* explicitne obsiahnuté.

1.1.1 Historia vyrokovej logiky

Stadium logiky ako nezavislej vednej discipliny bolo zahajené v starom Grécku filozofom
Aristotelom (384-322 pr. n. 1.). Musime vSak poznamenat, ze predmetom hlavného zdujmu
Aristotela boli kvantifikatory ,kazdy*“ a ,niektory”, ktoré nie st predmetom zdujmu
vyrokovej logiky. AvSak vo svojich rukopisoch o metafyzike Aristoteles diskutuje dva
dolezit¢ zdkony vyrokovej logiky: zakon vylucenia treticho a zdkon kontradikcie. Podla
prvého zdkona plati, ze kazdy vyrok je bud’ pravdivy alebo nepravdivy, tretia moznost
neexistuje; druhy zakon hovori, Ze vyrok nemoze byt sucasne pravdivy a nepravdivy. Oba
tieto zdkony maju fundamentdlny vyznam pre klasicki vyrokovu logiku, menovite
Specifikuju dvojhodnotovy pravdivostny charakter vyrokovej logiky. V jeho spisoch existuju
naznaky toho, ze rozpoznal doblezitost’ zlozitych vyrokov tvorenych pomocou spojok
konjunkcie, disjunkcie a implikacie, avSak prienik Aristotela alebo jeho nasledovnikov do
tejto nadejnej oblasti bol vel'mi maly.

Podstatne tspesnejSie pokusy o vyuzitie logickych spojok k vytvaraniu zlozitejSich
vyrokov pomocou logickych spojok konjunkcie, disjunkcie aimplikacie boli vykonané
stoickou filozofiou (koniec 3. storo€ia pr. n. 1.) . Pretoze vicSina ich rukopisov bola
nenavratne stratend, nemozeme sa jednoznacne v sucasnosti vyjadrovat’ o tom, kto vytvoril
tento nadejny smer v antickej logike a ktoré oblasti logiky boli Studované tymto pristupom.
Pozitivne vieme, na zéklade rukopisu Sextosa Empirikosa, ze Diodorus Kronus a jeho ziak
Philo navzdjom diskutovali o tom, ¢i pravdivostnd hodnota implikacie zavisi len na
pravdivostnej hodnote predpokladu, ale taktiez aj na pravdivostnej hodnote dosledku.
Stoicky filozof Chrysippos (priblizne 280-205 pr. n. 1.) vykonal najvacsi krok v rozvoji
stoickej vyrokovej logiky tym, Ze zostrojil pat roznych schém usudzovania, ktoré st
zalozené na zlozenych vyrokoch [1]:

ak prvé,tak druhé ak prvé, tak druhé
| | avsak prvé o | avSak nie druhé
teda druhé teda nie prve
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nie je pravda, ze aj prvé aj druhé bud” prvé alebo druhé
3 avsak prve 4 | avsak prvé

teda nie druhé teda nie druhé

prvé alebo druhé
5 | avSak nie prvé

teda druhé

Z pohl'adu sucasnej logiky pravidlo 4 je platné len pre exkluzivnu disjunkciu (XOR), ak by
sme uvazovali obyCajnu inkluzivnu disjunkciu (OR), potom je toto pravidlo evidentne
neplatné. Pravidla usudzovania z tejto tabul’ky su totozné s pravidlami prirodzenej dedukcia,
ktora patri medzi moderné sucasti vyrokovej logiky. Prva a druha schéma usudzovania je
totozna pravidlam modus ponens resp. modus tollens. Tretiu schému usudzovania, pouzitim
de Morganovho zdkona a zdmenou premennych ich negiciami, mdézeme prepisat’ do tvaru
ekvivalentného s piatou schémou. Tieto schémy usudzovania patria uz od dob gréckeho
arimskeho staroveku k zdkladnym schémam usudzovania. Stoickd logika bola postupne
rozvijana v druhom storo¢i ndsho veku rimskym lekdrom a logikom Galénom (priblizne 129-
210), v Siestom storoci filozofom Boethiusom (priblizne 480-525) a neskorsie stredovekymi
myslitelmi Petrom Abelardom (1079-1142) and Williamom z Ockhamu (1288-1347)
ainymi. Ich prispevky véac¢Sinou spocivali v zdokonalovani a v lepSej formalizacii
zékladnych principov vytvorenych Aristotelom alebo Chrysipposom, menovite v spresneni
terminoldgie a v prehibeni argumentacie spravnosti ziskanych vysledkov a vzajomnych
vztahov medzi logickymi spojkami. Tak napriklad, Abelard bol prvy logik, ktory odlisil
exkluzivnu od inkluzivnej disjunkciu a dovodil, Zze inkluzivna disjunkcia je podstatne
dolezitejsia ako exkluzivna disjunkcia pre potreby vyrokovej logiky.

Zo sucasného pohladu mozno konstatovat, ze velmi pozitivnu tlohu pre rozvoj
modernej logiky zohral nemecky filozof a matematik Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-
1716). Tento filozof v logike, podobne ako Descartes v geometri (kde nahradil geometrické
konstrukcie matematickymi manipulaciami s algebraickymi vyrazmi), pokusil sa vybudovat’
formalny systém, ktory by nahradil verbalne metddy usudzovania manipuldciami s
formulami. Postuloval formalny systém s dvoma castami: (1) jazyk logiky [lingua
characteristica, pomocou ktorého je mozné reprezentovat kazdy vyrok a (2) pocitanie
calculus ratiocinator, pomocou ktoré¢ho je mozné uskutocnovat’ usudzovanie systematickym
a matematicky presnym sposobom. Zial’, trvalo este d’aldich 200 rokov neZ sa naplnila tato
Leibnizova idea, ked” v polovici 19 st. anglicky matematici A. de Morgan a G. Boole
zostrojili ,,kalkulus* — vyrokovu logiku.

Pre Descartesovho stcasnik anglického filozofa T. Hobbesa (1588-1679) myslenie
uz nebolo ni¢ iné, ako len Specidlny druh vypoctu. Hlavnym argumentom Hobbesa pre toto
tvrdenie bola Aristetolova teoria sylogizmov, ktorych rieSenie mu pripominalo aritmetické
operacie nad Cislami Tato hypotéza, ktora v 17. storoCi znela ve'mi neobvykle, ba az
exoticky, bola az v suCasnosti plne akceptovana a realizovand pomocou umelej inteligencie
a kognitivnej vedy, kde mé postavenie centralnej paradigmy. Tento nazor na myslenie, ako
na Specidlny druh vypoctu, bol vel'mi stimulujaci pre Leibniza, pri jeho snahach zostrojit’
calculus ratiocinator-um.
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Stav vyrokovej logiky vo forme vyvinutej v podstate uzv starovekom Grécku
a Rime, pretrvaval az do zaciatku 19. storoCia, kedy vd’aka rozvoju algebry, doslo hlavne
zasluhou Augustusa DeMorgana (1806-1871) a Georga Boola (1815-1864) v polovici tohto
storocia k algebraizacii Aristotelovskej sylogistickej logiky, kde ¢islica "1" bola pouzitd pre
univerzalnu triedu, ¢islica "0" pre prazdnu triedu, sucin "xy" pre prienik tried a sucet "x + y"
pre zjednotenie tried, a pod. Tento kvazimatematicky pristup umoznil formalizovat’ vyroky
aristotelovskej logiky: napr. "kazdé x je y" je v tomto pristupe formalizované ako "xy = 1".
Avsak je potrebné poznamenat’, ze Boole zaviedol aj druhu alternativnu interpretaciu, kde
rovnica "x = 1" sa Cita ako "x je pravdivé" a "x = 0" sa cCita ako "x je nepravdivé", formuly
ziskané pre jeho logiku tried mozu byt transformované do vyrokovej logiky. Napriklad,
formula "x + y = 1" je interpretovana tak, Ze x alebo y je pravdivé, podobne, formula "xy =
1" je interpretovana tak, ze x a y su pravdivé. Booleho matematicky pristup k formulacii
vyrokovej logiky zaznamenal vel'ky zdujem u matematikov. Jeho myslienky boli neskorsie
precizované a preformulované do tvaru ,Boolovej algebry®“, ktora v sucasnosti tvori
matematicky zaklad vyrokovej logiky a taktieZ tvori jeden z pilierov modernej matematicke;j
logiky s plodnymi aplikaciami v informatike a umelej inteligencii.

Koncom 19. storofia nemecky matematik alogik Gottlob Frege (1848-1925)
prezentoval logiku ako sucast’ systematickych snah jej povySenia na metavedu pre
matematiku, z ktorej sa daju odvodit’ Cisto logickymi deduktivnymi prostriedkami vsetky
teorémy matematiky. Frege taktiez navrhol prvy moderny axiomaticky systém logiky, ktora
z dneSného pohladu obsahuje vyrokova logiku a Cast’ predikatovej logiky. Pri formulacii
tejto axiomatizacie pouzil skutocnost,, ze vyrokové spojky mozu byt redukované na negéciu
a implikéciu, spojky konjunkcie, disjunkcie a ekvivalencie su z nich odvoditel'né.

Od dob staroveku az po sucasnu dobu, logika bola predmetom intenzivneho zaujmu
mnohych ucencov, bolo objavenych mnoho novych koncepcii a tematickych okruhov, ktoré
definitivne odlisili stredoveku anovovekt logiku od starovekej Aristetolovskej logiky.
Hlavné tematické okruhy logiky boli charakteru filozofického a zaoberali sa
fundamentalnymi otdzkami o podstate 'udského usudzovania. Az na prelome 19. a20.
storoia  nastala vyraznd matematizacia logiky, priCom sa rieSili hlavne problémy
formalizacie I'udského usudzovania. Preto vznikal dojem, Ze v logike existujii problémy,
ktoré su touto matematizaciou nepostihnutel'né a preto su vylucnou doménou tzv. filozofickej
logiky. Tak napr. moment ¢asu v usudzovani (vyrok ,niekedy v minulosti padal sneh*) alebo
modalita vyrokov (,je mozné, Ze pada sneh*) boli povazované za nepostihnutel'né
matematickymi metédami. Stidium tychto a podobnych aspektov bolo povazované za
vyluénl doménu filozofickej logiky, ktora sa tymto pomerne jasne oddelila od matematicke;j
logiky, ktord akoby sa zaoberala len Stidiom jednoduchych usudzovani, ktoré nie st ¢asovo
alebo modalne Struktirované. Postupne sa vSak ukazovalo, ze aj tieto aspekty logiky s dobre
matematicky formalizovate'né a ze delenie logiky na ,matematickll a filozoficki nema
hlbsieho opodstatnenia.

Pociatkom 20. storocia Alfred Whitehead a Bertrand Russell napisali gigantické
dielo Principia Mathematica, ktoré mozno pokladat’ za ,,Startovny kamen‘ vzniku moderne;j
logiky a ktoré je stale Citatelné aplne zrozumite'na aj sucasnikovi, pretoze pouzity
formalizmus je stdle pouzivany. Koncepcia ,,pravdivostnych tabuliek® vznikla v druhe
polovici 19. storocia hlavne zasluhou spisovatel'a a popularizatora vedy L. Carrolla (1832-
1898) a matematika J. Venna (1834-1923). Systematicky zdujem o tvorbu axiomatickych
systémov vyrokovej logiky prejavili v prvej polovici 20. storoc¢ia taki vynikajiici matematici
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a lgici, akymi boli David Hilbert, Paul Bernays, Alfred Tarski, Jan Lukasiewicz, Kurt Godel,
Alonzo Church a iny. V priebehu tohto obdobia bola dosiahnutych vicsina metateoretickych
vysledkov vyrokovej logiky, ktoré budu diskutované v druhej Casti tejto kapitoly. Rozne
systémy prirodzenej dedukcie, ktoré podstatne ulahc¢uji odvodenie zdkonov vyrokovej
logiky vznikli na zdklade pionierskej prace nemeckého matematika alogika Gerharda
Gentzena, ktory v polovici 30. rokov minulého storoc¢ia publikoval tuto metodu a ktora sa
vel'mi rychlo stala ve'mi popularnou vo vsetkych oblastiach modernej logiky.

1.2 Vyrok, pravdivostna hodnota a logickeé spojky

Vyrokova logika [2-8] Studuje také vSeobecné formy usudzovania, pre ktoré platnost’ zaverov
nezavisi od obsahu aani od vnutornej Struktury vyrokov, ale vylu¢ne len pravdivosti ¢i
nepravdivosti tychto vyrokov. Analyzujme tieto jednoduché oznamovacie vety:

(1) Atoém je fyzikalna Struktura.

(2) Atom je socidlna Struktura.

(3) Vo vesmire existuje zivot aj mimo Zeme.

(4) Laska je radioaktivna.

(5) Rast ndsho hospodarstva ma neustalu tendenciu.

Medzi uvedenymi piatimi vetami su velké rozdiely. MoZzno konStatovat, ze veta (1) je
pravdiva, zatial ¢o veta (2) je nepravdiva. Pri (3) zatial nemozeme rozhodnut o jej
pravdivosti alebo nepravdivosti. Veta (4) je sice gramaticky spravna, ale je to zrejmy
nezmysel vzhladom na predikatu ,radioaktivny”, c¢ize nemad zmysel uvazovat o jej
pravdivosti alebo nepravdivosti. Napokon skladba vety (5) (ktoru autor tohto textu zachytil
v ¢&sl. televizii koncom 80-tich rokov minulého storo€ia pri prejave vtedajSieho vyznamného
federalneho politika) je chybnd, takZze nema vobec ziadny zmysel sa pytat’ na jej pravdivost’
alebo nepravdivost. Po tychto jednoduchych ilustracnych prikladoch mozeme pristapit
k tejto definicie vyroku.

Definicia 1.1. Elementarny vyrok je jednoducha oznamovacia veta, pri ktorej ma zmysel
pytat’ sa, ci je alebo nie je pravdiva. Elementarne vyroky budeme oznacovat malymi
pismenami abecedy p, q, v , s , pi1, p2, ... . Pravdivostna hodnota vyroku p bude oznacena

val ( p), pricom, ak vyrok p je pravdivy (nepravdivy), potom val ( p) =1 (val ( p) =0).

Pod pojmom ,,jednoducha‘“ veta, budeme rozumiet’ taku nerozvinuta vetu, ktora neobsahuje
spojky. Pomocou tychto spojok (napr. a, alebo, ak..., potom..., je ekvivalentné, nie je pravda,
Ze...) z elementarnych vyrokov vytvarame zlozitejsie vyroky (vyroky), priCom ich pravdivost’
alebo nepravdivost’ je urCend len pravdivostnymi hodnotami ich zloziek (elementarnymi
vyrokmi). Vo vyrokovej logike sa pouZziva jedna unarna logicka spojka a Styri binarne spojky
nazyvané konjunkcia, disjunkcia, implikacia a ekvivalencia (pozri Tabulka 1).

(1) Negacia. Tato unarna logicka spojka pre vyrok p ma formu ,,nie je pravda, ze p*, ¢o
zapiSeme pomocou symbolu negacie takto: —p . Za premenni p mdzeme dosadit’ nejaky
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konkrétny vyrok, ktory je pravdivy alebo nepravdivy. Ak je tento vyrok pravdivy
(nepravdivy), potom jeho negacia je nepravdiva (pravdiva), formalne

val(—|p)=1—val(p) (1.1)

(2) Konjunkcia. Binarna symetrickd spojka z dvoch vyrokov p, ¢ vytvara novy vyrok ,p
a ¢“, ktory je formalne oznaceny ,,pAg®. Pre konkrétnost’ uvazujme zlozeny vyrok ,,Peter je
v Skole a Milan je v kine*, kde elementarne vyroky su p = ‘Peter je v skole* a g = ‘Milan je
v kine‘. Pravdivostnd hodnota zlozeného vyroku zavisi od pravdivostnych hodnét jeho
zloziek, pricom nutnym predpokladom, aby jeho pravdivostnd hodnota bola pravda je
pravdivost’ oboch jeho zloziek

val(p/\q)=min{val(p),val(q)} (1.2)

(3) Disjunkcia. Binarna symetrické logicka spojka z dvoch vyrokov p, ¢ vytvara novy vyrok
,p alebo g%, ktory je formalne oznaceny ,pvg“. K tomu, aby bol pravdivy zlozeny vyrok
pVvq, nutne aspon jedna jeho zlozka musi byt pravdiva; ak st obe nepravdivé, potom
pravdivostna hodnota zlozen¢ho vyroku je nepravda

val(pvq):max{val(p),val(q)} (1.3)

(4) Implikacia. Téato binarna logicka spojka z dvoch vyrokov p a ¢ vytvara novy vyrok ,.ak p,
potom g¢“, alebo ,p implikuje ¢*, formalne ,, p = ¢ “. Na rozdiel od logickych spojok
konjunkcie a disjunkcie, vzt'ah pravdivostnej hodnoty implikacie p = ¢ k pravdivostnym
hodnotam jej zloziek je o mnoho zlozitejsi a zavisly na konvenciach prirodzeného jazyka.
Budeme postulovat, ze implikacia je nepravdiva len vtedy, ak val(p)=1 aval(q)=0, pre
vsetky ostatné pravdivostné hodnoty p a ¢ je pravdiva

1 (ak val(p) < val(q))

val(p:q): (1.4)

0 (ak val(p) = l,val(q) = O)

Dosad’'me napriklad v implikacii za p nepravdivy vyrok ,,5+2=8“ aza ¢ pravdivy
vyrok ,,Masaryk bol prvy prezident Ceskoslovenska®. Podl'a Tabulky 1.1, implikacia p = ¢
je pravdiva pre nepravdivé p a pravdivé g, potom zlozeny vyrok ,,pretoze 5+2=8, potom
Masaryk bol prvy prezident Ceskoslovenska* je pravdivy vyrok, aj ked’ bezny ¢itatel’ bude
pokladat’ tento vyrok za nepravdivy ba az nezmyselny. Jeden zo zakladatelov modernej
logiky G. Frege (1848-1925) navrhol riesit’ tento problém tak, ze v rdmci tejto ,,materialnej*
implikéacie sa mézu vyskytovat’ len vyroky, ktoré s v pri¢innej suvislosti. Tieto problémy
s uréenim pravdivostnych hodnét implikacie viedli v prvej polovici 20.storocia niektorych
logikov k stadiu tzv. neklasickych logik, ktoré maji jemnejSie prostriedky na Specifikaciu
implikécie (chdpanej ako relacia pri¢inného vzt'ahu).

(5) Ekvivalencia. Tato bindrna symetricka logicka ,,p je ekvivalentné ¢*, formalne ,, p=¢q *,

ktora je pravdiva len vtedy, ak jej elementarne vyroky p a ¢ st sucasne bud’ pravdivé alebo
nepravdivé. Formdlne tito skutocnost’ vyjadrime pomocou relativne komplikovaného
vzt'ahu:
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V matematike sa Casto pouziva tato logicka spojka v tychto dvoch alternativnych jazykovych
formach: ,,p je nutnou a postacujiicou podmienkou ¢* alebo ,,p prave vtedy a len vtedy ak ¢*.

(1.5)

Tabulka 1.1. Funkéné vyjadrenie pravdivostnych hodnot logickych spojok.

logicka spojka funk¢éné vyjadrenie pravdivostnej hodnoty
P val(ﬁ)=l—val( )
PAg val(p/\q) mm{val val( }
pVvq val(pvq) max{val ( }

(ak val( )< val(q))
(ak val(p)=l, al(q) )
1 (akval p val q))
0 (akval ;tval q))

p=q val(p=q) = {

P=q val(pq)—{

Pravdivostné hodnoty jednotlivych logickych spojok Specifikovanych vyssie su
uvedené v tabul’ke 1.2. Poznamenajme, ze vSetkych moznych binarnych logickych spojok je
16, v tabul’ke su uvedené len Styri zakladné logické spojky, ostatné sa daji vyjadrit pomocou
tychto zakladnych zloziek.

Tabul’ka 1.2. Pravdivostné hodnoty zakladnych logickych spojok

—p pAYg pVy p=4q p=q
P 1 9| (negacia) | (konjunkcia)| (disjunkcia) | (implikicia) | (ekvivalencia)
0] 0 1 0 0 1 1
0] 1 1 0 1 1 0
1|0 0 0 1 0 0
1|1 0 1 1 1 l

1.3 Jazyk vyrokovej logiky (syntax)

Zavedieme formalny systém nazyvany jazyk vyrokovej logiky L nad mnozinou
P= { 0.9.7,... Dy, pz,...} elementarnych vyrokovych premennych (alebo atomickych formul)
a {0,1} je mnozina vyrokovych konstant, ktoré reprezentuji pravdivy resp. nepravdivy
vyrok.

Definicia 1.2. Jazyk vyrokovej logiky definovany nad mnozinou P vyrokovych premennych je
zostrojend opakovanym pouZzitim tychto dvoch pravidiel:
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(1) Kazda vyrokova premenna p € P alebo vyrokova konstanta je vyrokova formula,
(2) ak vyrazy @ ay su vyrokové formuly, potom aj vyrazy (—.(p), ((p A \y) , ((pv \|/) ,

((p = \y) a ((p = \y) su vyrokové formuly,
(3) zZiadne iné symboly nie su formuly.

Zatvorky sa pouzivaju ako pomocné symboly, pomocou ktorych mézeme odstranit’ pripadna
nejednoznacnost’ vyrokovych formul. Uvazujme formulu pAgvr, pomocou zatvoriek

mdzeme ju interpretovat’ dvoma roznymi sposobmi (p Ag)vr a pa(gqvr).

Definicia 1.3.

Konstrukcia formuly ¢ nad mnozinami P a {0,1} je tvorena postupnostou formul
¢, P,,....,0,, pricom posledny prvok ¢, je totozny s formulou ¢, pre kazdé i=1,2,...,n plati
Jjedna s tychto troch moznosti:

(1) @; je vyrokova premennd z P alebo vyrokova konstanta.
(2) ©; vznikla z niektorého z prvkov mnoziny {(pl,(pz,...,(pi_l} aplikaciou unarnej logickej

spojky negdcie, ¢, = (—|(pj.), pre j=12,.,i—1.

(3) @; vznikla z niektorych dvoch prvkov mnoZiny {(pl,q>2,...,(pl.71} aplikaciou nejakej bindrnej
logickej spojky # (konjunkcie, disjunkcie, implikacie alebo ekvivalencie), ¢ j. @, = ((p JLIOH )
pre j<k=12,.,i—1.

Prvky postupnosti ¢,,¢,,...,¢, sa nazyvaju podformuly formuly ¢, ¢, c ¢ prei=12,...n .

Formuly mozeme chapat’ ako slova, ktoré su zostrojené nad abecedou P vyrokovych
premennych, vyrokovych konstant alogickych spojok (a taktiez pomocnych zatvoriek).
Tvorba tychto slov je ur¢end pomocou dvoch pravidiel z definicie 1.2, priCom spdsob
konStrukcie slova je Specifikovany postupnostou ¢,,¢,,...¢, zdefinicie 1.3. Ak

predpokladame, Ze tato postupnost ma miniméalnu dizku, potom formula y ma len
podformuly z tejto postupnosti, iné¢ podformuly nema. Vsetky mozné formuly zostrojené nad
mnozinami P a {0,1} tvoria konkrétny jazyk L vyrokovej logiky (vzhladom k danym
mnozinam).

V definiciach 1.2 a 1.3 sme pouzili mimologické symboly o, v, ..., ktoré reprezentuji
formuly vyjadrené retazcami symbolov zostrojenych nad abecedou, ktord obsahuje nielen
vyrokové premenné, ale aj symboly pre logické spojky a zatvorky (a taktiez aj mimologické
symboly reprezentujiice podformuly). Potom moézeme povedat’, ze dve formuly ¢ oy st
rovnaké, ¢ =y, ked st reprezentované rovnakymi retazcami symbolov.

17



Obrazok 1.1 Syntakticky (alebo derivagny) strom formuly (p=¢)=(pAgq). Koncové vrcholy stromu

reprezentujii vyrokové premenné p a ¢, vrcholy znasledujucich vrstiev st priradené spojkam implikacie
a konjunkcie. Vyhodnocovanie tohto stromu prebieha postupne zdola nahor.

Priklad 1.1. Nech P = { p.q.7, s} je mnozina vyrokovych premennych, potom
(prg)=(pva)
((p:>(q:>r)):>(7:>§))

((]_JA(VVS))/\(p = s))
(=(rp))

(==s5)=>p)
nie su vyrokové formuly. Kazdd vyrokova formula je reprezentovana pomocou grafického
utvaru nazyvaného syntakticky strom, pozri obr. 1.1.

su vyrokové formuly, zatial’ ¢o

Obrizok 1.2. Podformuly formuly ¢ = ((p v(gn r)) = ((p vg)r(pv r))) st uréené pomocou vrcholov

syntakticke¢ho stromu formuly.

Priklad 1.2. Studujme formulu ¢ = ((p v(gna r)) = ((p vg)a(pv r))) , syntakticky strom

formuly ma tvar zndzorneny na obr. 1.2.
Jednotlivé podformuly su urcené takto:

¢, =p,
0, =q,
¢, =r,

Py =0, AP =g AT,
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s =V, =pv(gnr)
P =PV,
(p7 =p\/7",
P =P AP =(pVg)A(pVr),
0y =0; =0, =((pv(grr)=((pva)r(pvr))).

1.4 Pravdivostné ohodnotenie formul vyrokovej logiky (sémantika)

Ako uz bolo povedané v predchadzajuce;j Casti tejto kapitoly, syntax formul vyrokovej logiky
je jednoznacne urcena sposobom ich konstrukcie, pomerne I'ahko vieme rozhodnut, ¢i dana
formula ma korektnu syntax, alebo nema.

Vyssie Specifikovany spdsob konsStrukcie vyrokovych formtl nazyvame syntaxou
vyrokovej logiky. Podobne ako v prirodzenom jazyku, kde syntax Specifikuje tvar vety, nie
vSetky vety, ktoré moézeme zostrojit’ jednoduchym zret'azenim slov, su syntakticky korektné.
Podobne aj vo vyrokovej logike, nie kazdé zretazenie pripustnych symbolov ndm definuje
formulu, existuju formuly, ktoré nie su syntakticky spravne.

Dal§i pojem dolezity pre vyrokovi logiku je sémantika. Pojem pochadza z tedrie
prirodzenych jazykov, kde sémantika Specifikuje vyznam danej vety (ktora ma tiez aj svoju
syntax). Vo vyrokovej logike, ktora sa zaobera len pravdivostnymi hodnotami premennych
a ich formul, sémantika nie je vel'mi bohata. Sémantika vyrokovej formuly je vlastne tabul’ka
pravdivostnych hodnot formuly pre rézne hodnoty jej vyrokov. Tak napriklad: pre formulu
(p=q)=(p~rq), ktora ma korektnii syntax (napr. reprezentovany syntaktickym
stromom), je jej sémantika plne urCena vyssie uvedenou tabulkou jej pravdivostnych hodnot
pre vsetky Styri kombinacie vyrokov p a g.

Uvazujme formulu vyrokovej logiky A, ktorej vyrokové premenné p,,p,,...,p, su
interpretované 7, ktory urCuje pravdivostné hodnoty jej premennych. Tato interpretacia
premennych ©=(p/t,,q/,....7/1,), kde 1,,1,,...,7, €{0,1}, spo€iva v priradeni binarnych

pravdivostnych hodnét jednotlivym premennym. Réznych interpretacii premennych t, ktoré
st priradené n vyrokovym premennym je 2". Pravdivostnda hodnota formuly ¢ pre danu
interpretaciu T je oznacend vyrazom val, ((p)

Ako bude prebiehat’ vypocet val, ((p) V suhlase s definiciou 1.3 predpokladajme, Ze
konstrukcia formuly ¢ je tvorend postupnostou formual ¢,,¢,,...¢,, pricom ¢@=0@,.

Pravdivostné vyhodnotenie jednotlivych ¢lenov postupnosti pre i=1,2,...,n sa vykonava
takto:

(1) Ak @, je vyrokova premennd, potom val, ((pi) je uréena priamo interpretaciou 7 , ktory

Specifikuje pravdivostné hodnoty premennych.
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(2) Ak ¢, nie je vyrokova premennd a vznikla zniektorého zprvkov mnoziny
{¢,.0,....¢,_, } aplikaciou unarnej logickej spojky negécie, o, z(—l(pj.), pre j=12,.,i-1,

potom val () =1-val, ((pj )

(3) Ak @; nie je vyrokova premenna a vzmikla z niektoryho dvoch prvkov mnoziny
9,0, € {(pl,(pz,...,(p,._l}aplikdciou bindrnej logickej spojky, potom val. ((P,-) je vyhodnoteny

na zéklade tabulky 1.3 pomocou uz znamych pravdivostnych hodnét val, ((p j) a val_ ().

Tabul’ka 1.3. Pravdivostné ohodnotenie zlozenych vyrazov

(1) | val.(erw)=1  vir val(¢)=1aval (y)=1

(1) | val,(pAry)=0  vir val (¢)=0aleboval (y)=0
Q) | val (evy)=1 vit  val,(¢)=1alebo val, (y)=1
@) | val,(ovw)=0 v val (¢)=0aval (y)=0

@3) | val,(e=>v)=1 vu val,(¢)=0aleboval (y)=1
(3 | val (e=>v)=0 vu val(¢)=laval (y)=0

@) | val (o=v)=1  vu val (¢)=val (y)

@) | val (o=v)=0  vu val (¢)=val (y)

(5) | val,(—9)=1 vit  val (9)=0

(5 | val,(—9)=0 vit - val (9)=1

Tento rekurentny postup je ndzorne realizovany pomocou tabulkovej metody, kde
postupne pocitame pravdivostné hodnoty jednotlivych podformul pre vsetky mozné
interpretacie t. Pri vyhodnocovani pravdivostnych hodnot formul pomocou tejto metody je
uzitocny pojem ,,hlavna podformula‘ (alebo ,,hlavné podformuly*). Nech & je formula, ktorej
tvar je m=-—¢, kde — je unarna logickd spojka negicie, potom ¢ sa nazyva hlavna
podformula. Vo vseobecnejSom pripade, nech formula m ma tvar t=¢pay, kde A je
binarna logicka spojka (napr. konjunkcia alebo implikacia), potom ¢ a  sa nazyvaju hlavné
podformuly; v pripade, Zze a je nekomutativna binarna spojka (napr. implikacia), potom ¢ a
\ sa nazyvaju Pava resp. prava hlavna podformula (pozri obrazok 1.3)

LA

Obrazok 1.3 Znazornenie syntaktického stromu s centralnou unarnou resp. binarnou spojkou.

Prva formula s unarnou centralna spojka obsahuje jednu hlavnti podformulu, druha formula s
binarnou centralnou spojkou obsahuje dva hlavné podformuly. Vyssie uvedenu tabulku

moézeme pouzit pre vyhodnocovania pravdivostnej hodnoty formuly (p( p,q,...,r) e L pre
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danu interpretaciu vyrokovych premennych t=(p/t,.9/t,,....r/1,). MnoZinu vietkych
moznych interpretacii T formuly ¢ s» vyrokovymi premennymi, ozna¢ime 7, T z{t} ,
potom jej kardinalita je |’T| =2". Postup tohto vypoctu pravdivostnej hodnoty je zalozeny na

principe funkcionality, podl'a ktorého pravdivostna hodnota formuly ¢ je rekuretne uréena
pomocou jej hlavnych podformul, pricom rekuretny postup aktivacie funkcie pravdivostnej
hodnoty podformul je ukonceny vtedy, ked aktualna hlavna podformula je vyrokovou
premennou s pravdivostnou hodnotou uréenou pomocou interpretacie z.

Priklad 1.3. Tabul’kova metdda bude ilustrovany vypoctom pravdivostnych hodndt formuly
Qo= ((p v (q A r)) = ((p v q) A (p v r))) . Vysledna tabulka pravdivostnych hodnét je

znazornena na Tab. 1.4.

Tabul’ka 1.4. Vypocet pravdivostnych hodnot formuly
9=((rv(arr)=((rva)r(pvr)))

1 2 3 4 5 6 7 8 9
C=P| P, =q| O3=7| O =gAF| Qs =Q, VO, O =pVG| O;=DPpVT| Qg =0 AQs| Qg = Q5 = P
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1 0 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

Tabulka sa buduje postupne, pomocou syntaktického stromu formuly, najprv
vyhodnocujeme podformuly priradené vyrokovym premennym (stipce 1-3), v dalsich
krokoch vyhodnotime postupne tie podformuly, ktoré obsahuji uz vyhodnotené podformuly,
proces ukonc¢ime vyhodnotenim samotnej formuly, vsetky jej podformuly uz su vyhodnotené.
Z tabulky 1.3 vyplyva, ze pre kazdé pravdivostné hodnoty premennych p, g ar formula

(pz((pv(q/\r)):>((pvq)/\(pvr))) je pravdiva.

Tabulka 1.5. Alternativny vypocet pravdivostnych hodnot formuly
(p:((pv(q/\r)):>((pvq)/\(pvr)))

5

((» (¢ ") (v q) ")

—olo|loloflIs [~
OO |
O|I— OO |W
— = oo |~
o= |o|o|o)>

,_.,_,_.,_,_Uo\
e el i =2 k=1 E R
—— oo |Oo> |o©
el i =2 k=1 Rl Ne]
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Alternativny vypodet pravdivostnych hodnét formuly pv(gar)=(pvg)a(pvr)

je zndzorneny na Tab. 1.5. V prvom kroku sme spo¢itali stipec 5, v druhom kroku stipec 4,
tym sme ukoncili vypocet l'avej strany implikacie 6. V tretom a Stvrtom kroku spociteme
stipce 7 resp. 9, v piatok kroku spoéitame konjunkciu v stipci 8. Na zaver v Siestom kroku
spocitame pravdivostni hodnotu formuly pomocou vypoétu stipcu 6. Tabul'ku 1.4 dostaneme
z tabul’ky 1.5 tak, Ze vhodnym spdsobom permutujeme stipce.

Vo vyrokovej logike majii mimoriadne postavenie také formuly, ktorych pravdivostna
hodnota je pravda pre vSetky mozné kombinacie pravdivostnych hodnot premennych vo
vsetkych riadkoch. Takéto formuly nazyvame tautologie a maji postavenie ,,zakonov*
vyrokovej logiky. Ich pouzivanie pri odvodzovani novych formul zabezpecuje, ze su taktiez
tautologie.

Definicia 1.4. Formula ¢ sa nazyva tautologia (co vyjadrime FE @), ak pre kazdu
interpretdaciu t plati valT((p)=1; v opacnom pripade, ak pre kazdu interpretdaciu t plati
val. ((p) =0, formula sa nazyva kontradikcia. Ak existuje asporn jedna interpretacia t taka,
Ze val, ((p) =1, potom formula @ je splnitel’na (to znamena, ze tautologia je Specidlny pripad

splnitel'nosti).

Tuato definiciu mézeme parafrazovat’ tak, ze vSetky formuly, ktoré nie si kontradikcie
su splnitel'né a tautoldgie su také splnite'né formuly, ktoré st pre vSetky mozné interpretacie
T pravdivé.

Mozeme teda konStatovat, ze vyrokova logika je ,yrozhodnutelna® , méame
k dispozicii jednoduchu tabul’kovu metédu, pomocou, ktorej moézeme zistit’, ¢i dané formula
je tautologia, kontradikcia alebo len splnitena. Urcité komplikacie s pouzitim tejto
jednoduchej vypoctovej metddu modzu nastat’, ked’ formula obsahuje 5 alebo viac vyrokovych
premennych, potom prislusné tabulka obsahuje 2° = 32 riadkov, ¢o uz méze sposobovat
vazne ,,organizacné* problémy uzivatel'ovi pre pouziti tabulkovej metody. Hovorime, vo
vSeobecnosti, ze zlozitost’ tabul'kovej metddy rastie exponencialne s po¢tom premennych, t.
Jo tpy ~ 2",

Niektoré tautologie sa Casto pouzivaju nielen v samotnej vyrokovej logike, ale aj
v beznom usudzovani asu obvykle oznaCované aj vlastnym menom. VA&icSinou ide
o tautologie tvaru ekvivalencie, ktoré umoznuju nahradzovat jedny formuly inymi bez straty
vlastnosti ich tautologickosti. Medzi najzndmejSie zadkony vyrokovej logiky patria tieto
tautologie:

(1) Zakon totoznosti F(p = p).

(2) Zakon dvojitej negacie F(——p = p).
(3) Zakon vylugenia tretiecho F(pv —p).
(4) Zakon kontradikcie £ —(p A—p).
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(5) De Morganov zakon pre konjunkciu F (—|(p A q) = (—.p v —q)) .

(6) De Morganov zakon pre disjunkciu F (—.(p v q) = (—.p A —q)) .

(7) Z&kon ekvivalencie F ((p =q)=((p=9)r (9= p))) .

(8) Zékon tranzitivnosti implikicie’ F (p = r) = ((r =q)=(p=49)).

.
(9) Distribicia konjunkcie F((pv(g47))=((pva)a(pvr))).

p/\r)))
(prg)ar))
(pvq)vr))

(pv
(10) Distribucia disjunkcie F ((p A q v r ) = ( p A q
(11) Zakon asociativnosti konjunkcie F (( NS r))

)=(

(13) Zakon komutativnosti konjunkcie F (( prg)=(gn p))

(12) Zakon asociativnosti disjunkcie F (( pVv (q vr

(14) Zakon komutativnosti disjunkcie F (( pvq)= ( qgv p))

(15) Zakon kontrapozicie k= ((p = q) =(—g = —p)

(16) Zakon ,reductio ad absurdum* (((p =q)A (p = —q))= —|p).
(17) Zakon nahradenia implikéacie ((p =q)=(-pVv q)) :

(18) Zakon ,,modus ponens* F ((p = q)A p) =gq

(19) Zakom ,;modus tollens* (( pP=4q)A —|q) = —p

Platnost’ vSetkych tychto zdkonov mdzeme prekontrolovat’ pre vSetky pravdivostné
hodnoty premennych pomocou tabulkovej metody (t. j., su to tautologie).

1.5 Boolove funkcie

Formula vyrokovej logiky ¢(x,,x,,...,x,), ktora obsahuje n vyrokovych premennych
(atomickych formul) x,x,,..,x, moéZe byt na sémantickej Urovni interpretovand ako

zobrazenie vektora binarnych argumentov na binarnu funként hodnotu. Takéto zobrazenie sa
nazyva Boolova funkcia*

¢:{0,1}" >{0,1} alebo y=¢(x,x,,...x,) (1.6)
ktora priradi » bindrnym premenny (argumentom x,,x,,...x,) bindrnu funként hodnotu y.
Pre lepSie pochopenie vyznamu tohto pristupu pre vyrokovu logiku uvazujme tento
vyrok, ktory obsahuje Styri vyrokové premenné
(p(xl,xz,x3,x4):(((x1/\xz)v(x3:>x4)):>x1) (1.7)
Tato Boolova funkcia“ ma 16=2" roznych 3pecifikdcii premenny. PouZitim tabulkovej
metddy mdzeme vypocitat’ pravdivostné (funkéné) hodnoty tejto funkcie (pozri tab. 1.6).

? Tradiény nazov je zakon hypotetického sylogizmu.
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Tabul’ka 1.6. Boolova funkcia 4 premennych

#lx | x| x| xa|  ©(x1,X2,X3,X4)
1Jolofo]o 0
161 [1[1]1] 1

K tomu, aby sme dostali tedriu Boolovych funkcii do priamej suvislosti s vyrokovou
logikou definujme elementarne Boolove funkcie 1- a2-premennych - logické spojky,
pomocou ktorych za zostrojuji vSeobecné Boolove funkcie (pozri tab. 1.7 a 1.8). Tretia
unarna funkcia u3(x) reprezentuje Boolovu spojku negacie, ostatné tri unarne funkcie nemaju
vo vyrokovej logike analogiu.

Tabul’ka 1.7. Unérne logické spojky

I # X uy U us Uy
1t oo o] 1] 1
2] 1o 1]o0]1

Tabul’ka 1.8. Binarne logické spojky

Al oAl hl1fA Sl fs | fo lfalfs [ folfiol fu [fio| fis | fia|fis| fie
110(0J0|0|0]O01}O0 00|11 1 1 1 1 1 1
2001 10101]0]0 111{1(110] 0 0 0 1 1 |11
31 0J0(0|1(1]0 1]11({0] 0 1 1 0|11
411 114010101 10(1]0]| 1 0 1 0 1101
log. spojky A X R@|v|id| =] -, | =1

Celkovy pocet binarnych logickych spojok je 16=2, aviak len Styri znich maju vo
vyrokovej logike svojich reprezentantov, vtab. 1.8 st vyznafené tmavymi stlpcami.
Tmavsim tielovanym sme odlisili eSte d’alSie tri binarne funkcie:

(1) Funkcia f7, nazyvana exkluzivne alebo (eXclusive OR, XOR), ktora aj ked v klasickej
vyrokovej logike neméa svoju obdobu, Casto sa vyuziva v elektronickych aplikaciach
teorie logickych funkcii. Jej alternativna definicia sa da uskuto¢nit’ pomocou funkcie
ekvivalencie

P®qg=4 —(P=9q) (1.8a)

(2) Funkcia fy , nazyvana Peircov symbol (negacia disjunkcie, preto sa niekedy oznacuje ako
Non OR, NOR, pomocou tejto spojky sa da vyjadrit’ kazdd undrna a aj binarna funkcia.
Jej alternativna definicia je

pYa=u=(pva) (1.8b)
Tvori mnozinu, ktora je funkéne uplné a ostatné logické spojky sa daji vyjadrit’ takto:
(a) Negacia —p=p+ p,

(b) konjunkcia p/\qz(plp)ir(qiq),
(c) disjunkcia pqu(piq)i(piq).
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(4) Funkcia fis, nazyvana Shefferov symbol (negacia konjunkcie, preto sa niekedy oznacuje

ako Non AND, NAND), jej alternativna definicia je
pTa=4—(prq) (1.8¢)

Této spojka je zaujimava tym, Ze méa podobnt vlastnost’ ako Peircov symbol, pomocou
tejto spojky sa da vyjadrit’ kazd4a unarna a aj bindrna funkcia. Téato netradicné logicka
spojka tvori mnozinu, ktord je funkéne Uplna. Standardné logické spojky st pomocou
Shefterovho symbolu vyjadrené takto:
(a) Negacia —p=p 7T p,
(b) konjunkcia p/\qs(qu)T(qu),

(c) disjunkcia pv g E(pr)T(qTq).

Nech ¢ a y su dve formuly vyrokovej logiky s rovnakymi vyrokovymi premennymi,
0=0(x,%,,...x,) a y=y(x,x,..x,). Nech 1=(1,,1,,...7,) € {0,1}" je interpretacia

tychto vyrokovych premennych, t. j. pre kazdé t e {0,1}" plati: val, (xl.) =1,. Tak napriklad,
pre n = 3, premenné x,,x,,x, su interpretované t=(0,1,1)e {0,1}3 takto: val_ (x,)=0,

val, (xz) =1, val, (x3) =1, t. j. premenna x; je nepravdiva a premenné x; , x3 su pravdivé.

Definicia 1.5.
Hovorime, ze formuly ¢ =¢(x,,x,,...x,) a y=y(x,x,,...x,) su (logicky) ekvivalentné,

¢o zapisujeme ¢ ~ y, vtedy a len vtedy, ak ich pravdivostné hodnoty su rovnaké pre kazda

interpretaciu t € {0,1}

(¢~ )= val (¢)=val () (pre kazdé v e {0,1}") (1.9)

Poznamenajme, Ze symbol '~ je bindrna relacia a nie binarna logicka spojka, aj ked’ svojou
definiciou je vel'mi blizka spojke '=".

Pre naSe dalSie uvahy o vyzname tedrie Boolovych funkcii vo vyrokovej logike
zavedieme dva dolezit¢ pojmy aukdzeme, Ze pomocou nich méze byt ,analyticky*
vyjadrena kazda Boolova funkcia, ktora je Specifikovana len tabulkou svojich funkénych
hodndt (pozri tab. 3.1). Kazda formula vyrokovej logiky (a teda ja kazda Boolova funkcia,
ktora pouziva len klasické binarne funkcie) mdze byt prepisand do ekvivalentného
konjunktivneho alebo disjunktivneho tvaru. Prave tieto Specialne tvary Boolovych funkcii
(alebo aj vyrokovych formul) maju vyznam pre konstrukciu ,,analytickych* funkcii ur¢enych
len tabulkou. Zavedieme nasledujlicu terminolégiu:

Definicia 1.6. Literdl je vyrokova premennd alebo jej negécia, t. j. /= p alebo /=—p, dva
literaly / al’ sa nazyvaju komplementdarne, ak su tvorené¢ vyrokovou premennou a jej
negaciou, t.j. I=pal' =—p.

1. Konjunktivna klauzula je vytvorena pomocou konjunkcie literdlov (/, AL A...).
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Podobne, disjunktivna klauzula je vytvorené pomocou disjunkcie literalov (/[ v [, v ...).
2. Konjunktivna normdlna forma (KNF) je tvorena pomocou konjunkcie disjunktivnych
klauzal ([, v, v.)A(l v v..)A..). Podobne, disjunktivna normdlna forma (DNF)

je tvorena pomocou disjunkcie konjunktivnych klauzal (4, ALy A.)v (L AL AL) V..

Priklad 1.4. Prikladom disjunktivnej normalnej resp. konjunktivnej normalnej formy su tieto
dve formuly

(pl /\—|p2 /\—|p3 /\p“)V(—|p3 /\p5 /\_'p())
(_‘p1 Vv p, V—|P3)/\(—|P3 Vps)

Ukéazeme, Ze kazdd vyrokova formula (Boolova funkcia s klasickymi spojkami) ¢
moéze byt prepisand do ekvivalentnej disjunktivnej resp. konjunktivnej normalnej formy,
Q=0 Tesp. P=0¢,,, tvaru. Tento postup je zaloZzeny na pouziti disjunktivneho tvaru
implikacie, De Morganovych zikonov a distributivnych zakonov pre konjunkciu
a disjunkciu. Uvazujme formulu ¢=(pvg)=(ra—gq), pouZitim disjunktivneho tvaru
implikacie tuto formulu prepiseme do tvaru

—|(pvq)v(r/\—|q)
Aplikaciou De Morganov zakon pre negéciu disjunkcie dostaneme pozadovany disjunktivny
tvar

Ponr :(ﬁp/\_‘Q)V(”/\_‘Q)

kde ¢ =0o,,, . Podobne, ako v predoslom ilustra¢nom priklade, ukaZeme, Ze kazda vyrokova
formula moze byt’ prepisana taktiez aj do konjunktivneho tvaru. Budeme Studovat’ rovnaku
formulu ako v predoslom priklade, jej disjunktny tvar (—pA—g)v(ra—g) je dalej
upravovany pomocou distributivnych zakonov pre konjunkcie a disjunkciu

(o A=q) v (ra—q))=(-p v (ra=q)) A (=g v (r Amg))=

(—|p\/ r)/\(—|pv—|q)/\(—|qu)/\(—|qv—|q) =

(—|pV7")/\(—|p\/—|CI)/\(—|CI\/I")/\—|q
Potom

Oxvr = (Vv r)A(=pVv—g)A(—gVvr)A—g

Veta 1.1.
(1) Pre kazdt formulu ¢ existuje ekvivalentna formula, ktord ma tvar disjunktivnej
normdlnej formy

O =Qpyp (1.10a)
(2) Pre kazdu formulu ¢ existuje ekvivalentna formula, ktorda ma tvar komjunktivnej
normdlnej formy

Q= Qpyr (1.10b)
Disjunktivna normalna forma pre kontradikciu (konStantnd formula vzdy nepravdiva) je
tvorend disjunkciou konjunktivnych klauzul, zktorych kazdd obsahuje dvojicu
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komplementarnych  literalov, O ppp = (LA,_Z A J v [1’ Al A j v..=0. Podobne,
0

0
konjunktivna normélna forma pre tautologiu (konstantnd formula vzdy pravdivd) je tvorena
konjunkciou disjunktivnych klauzul, y ktorych kazda obsahuje dvojicu komplementarnych

literalov, @, = [1 viv j A (Z 'vi'v ] A...=1. Tieto zaujimavé vlastnosti moéZeme zhrnit
e e

do nasledujucej vety.

Veta 1.2.
(1) Formula ¢ je kontradikcia prave vtedy, ak jej ekvivalentnd disjunktivna normalna forma

¢,y Obsahuje v kazdej konjunktivnej klauzule dvojicu komplementarnych literalov.

(2) Formula ¢ je tautologiu prave vtedy, ak jej ekvivalentna konjunktivna normalna forma
@ Obsahuje v kazdej disjunjktivnej klauzule dvojicu komplementarnych literalov.

Prvy alternativny dokaz vety 1.1, kde upriamime naSu pozornost’ najprv na konstrukciu
ekvivalentnej formuly v disjunktivnhom tvare. Budeme uvazovat len tie interpretacie
premennych T, ktoré vytvaraji jednotkovu pravdivostni hodnotu formuly o, t.j. pre dané t
plati val_(¢)=1. Podobne pre dané t nové funkéné premenné (literaly)

X, ak val (x;)=1
i(t) _) ( ( ) ) (1 1 1)
—X, (ak val (x,)= 0)
Konjunkcia tychto premennych moze byt chapana ako pomocné Boolova funkcia
Wr(xl,xz,...,xn)=xl(r)/\xgt)/\.../\xit) (1.12)

Tato konjunkcia ma jednotkova funkénu hodnotu (je pravdiva) len pre také hodnoty
premennych, ktoré su totozné s binarnymi hodnotami interpretacie t, pre vsetky ostatné
hodnoty premennych je funk¢na pravdivostnd hodnota nulova. Potom disjunktivna forma
funkcie @, , ktora je ekvivalentna formule ¢, ¢, =@, ma tvar

Opyr = \/ XD Ax) A Ax (1.13)
(v (o)1)
kde disjunkcia beZi cez vietky T, pre ktoré val (¢)=1.
Analogickym spdsobom zostrojime aj konjunktivhu formu ¢,,,. formuly ¢, kde
Qi =@ . Vtomto pripade budeme uvazovat’ len také interpretacie t, ktoré maji nulovl
pravdivostnu funkéna hodnotu, t.j. pre dané t plati val, ((p) =0. Definujme pre dané t nové

funk¢né premenné (literaly)

x, (akval (x,)=0
~,»(T) _ ( ( ) ) (1.14)
—, (ak val, (x;) zl)
Disjunkcia tychto premennych tvori pomocni Boolovu funkciu
V. (x,%,00x,) = 50 v D Vv 7Y (1.15)
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Konjunktivny tvar formuly ¢ je

Py = FAAVE - SRVIRVE L) (1.16)

n

(valI E(p):O)

kde konjunkcia beZi cez vietky $pecifikécie 1, pre ktoré val_ (¢)=0.

To, akym spdsobom zostrojime Boolovu funkciu, ¢i v disjunktivnej alebo
konjunktivnej forme, je urcené poctom jednotkovych resp. nulovych funkénych hodnot. Tak
napr. ak v tabul’ke st dominantné nulové (jednotkové) funkéné hodnoty, potom je vyhodné
pouzit’ konjunktivnu (disjunktivnu) normélnu formu, tymto vyberom sa minimalizuje rozsah
zostrojovanej formy. V pripade, ked’ tabulka obsahuje priblizne rovnaky pocet nulovych
a jednotkovych funkénych hodndt, konstrukcia Boolovej funkcie je priblizne rovnako
obtiazna v oboch formach.

Tabulka 1.9. Urcenie dvoch formul

o a B pomocou funkénych hodndt

# X1 X2 X3 o B
1 0 0 0 0 1
2 0 0 1 0 1
3 0 1 0 1 0
4 0 1 1 0 1
5 1 0 0 0 1
6 1 0 1 1 1
7 1 1 0 0 0
8 1 1 1 0 1

Priklad 1.5. Vykonajte konstrukcia Boolovych funkcii v disjunktivnej a/alebo konjunktivne;j
forme, ktoré¢ su urcené funkénymi hodnotami uvedenymi v tabulke 1.8, metodou
konstruktivneho dokazu vety 1.1. V prvom kroku vykoname konstrukciu formuly o, ktorej
funkéné hodnoty su uréené vtab. 1.9 Vtomto pripade pocet vyskytov jednotkovych
funkénych hodnot je podstatne mensi ako nulovych hodnét, preto konstrukciu vykoname
v disjunktivnej forme. Ku konstrukcii pouzijeme teda len riadky 3 a6, interpretacie

premennych su  t,=(x,/0,x,/1,x,/0)a 1,=(x/1,x,/0,x,/1). Prislusné konjunkcie
v, (x,%,,...,x,) (2.6) maji tvar
V., (x;.x,,x; ) = =0, A X, A,
V., (x5, ) = X, A—x, A X,
Pouzitim (1.7) dostaneme kone¢ny tvar zostrojovanej formy
o= (=, Axy A= ) V(X A, A Xy )

V druhom kroku vykondme konStrukciu konjuktivnej formy formuly [, ktorej
funkéné hodnoty st Specifikované tabul’kou 1.9. Prislusné interpretacie t, ktoré su priradené
nulovym funkénym hodnotdm maju tvar: t, =(x,/0,x,/1,x,/0)a 1, =(x/1,x,/1,x,/0).
Priradené disjunkcie podla (2.9) tymto interpretaciam su

o, (x,%,,%;,) = x, vV —x, Vv X,

o, (x,%,,% ) ==X VX, v X,

28



Pouzitim (1.7) dostaneme konecny tvar zostrojovanej konjuktivnej formy
B=(xv—x,vx)A(—x v—x,vx,)

Druhy alternativny dékaz vety 1.1, pouzijeme metddu z prikladu 1.2. Tato metdda spociva
v tom, Ze formulu ¢ postupne prepisujeme do tvaru ¢,,, pomocou znamych ekvivalencii
vyrokovej logiky, akymi st De Morganove zakony a distributivne zdkony medzi disjunkciou

a konjunkciou. Ddkaz vykondme indukciou vzhl'adom k syntaktickému stromu formuly ¢.
V tabul’ke 1.10 su uvedené zakladné formuly pre prepis do tvaru DNF.

Tabulka 1.10. Elementarne transformécia prepisu formuly ¢ na ¢, .

# | Povodné formula Transformovana formula

1| (anB) —  (a)a(B)

2 [ (avp) —  (a)v(B)

3 [(a=B) —  —(a)v(B)

4 | (x=B) = ((a)r=(B)v((2)~(B))
5 | ~(enB) —  ~()v=(B)

6 | ~(avp) — ()~ =(B)

7 | ~(e=B) — (%)~ =(B)

8 | ~(x=B) = (=(0)A(B))v((a)r=(B))
9 | an(Bvy) —  (anB)v(any)

10 (xv(B/\y) AN ((va)/\((xvy)

Prvé styri riadky tejto tabulky obsahuju transformacie elementarnych logickych spojok do
tvaru konjunkcie alebo disjunkcie literdlov. DalSie S$tyri transforméicie 5-8 obsahuji
transformécie negéacie elementarnych logickych spojok do tvaru konjunkcie alebo disjunkcie
literalov. Posledné dve transformacie 9 a 10 reprezentuju pouzitie distributivnzch zédkonov
medzi konjunkciou a disjunkciou, ktoré musia byt pouzité¢ k zjednoduseniu upravovanej
formuly.

Priklad 1.6. Vykonajte transformaciu formuly
o=(prg)v(grr)=(g=r)
do tvaru DNF pomocou elementarnych transformécii z tabulky 1.10. Tento prepis bude

vykonany pre ndzornost’ ako postupnost’ elementarnych krokov:
Krok I: Centralna implikacia (tvoriaca koren prislusného syntaktického stromu) v ¢ je

prepisana pomocou elementarnej transformacie 3
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o=(prg)v(gnr)=(¢g=r)

o . B
—|((p/\q)v(q/\r))v(q:>r)

Krok 2: Centralna spojka disjunkcie na lavej strane je prepisand pomocou elementarnej
transformadcie 6 a centralna spojka na pravej strane je prepisana pomocou 3

f s

(—|(p/\q)/\—|(q/\r))v(—|qu)
Krok 3. Centralne spojky konjunkcie st prepisané pomocou 5

ﬁ[p/\q}\—‘[q/\gjj v(ﬁqu)
T3 5

\

Krok 4. Centralna spojka konjunkcie na l'avej strane je roznasobena dvojnasobnym pouzitim
elementarnej transformacie 9

— (p/\q)v(q/\r) v(q:>

o

o {N

(—|pV—|q)/\[—| V:yﬁ] V(—|QV}")

— 7
\2
REIR BRI
o o g 4
\2

Qo = (=P A=)V (=q) v (=P A=r) v (=g A=r) v (=g) v (r)
To znamenad, Ze vyslednd formula ¢,,. je urcend poslednou formulou z predchadzajicej
schémy formul

O = (=P A=)V (=a) v (=0 A=r) v (=g A=r) v (=g) v (1)
V kapitole X bude ukézané, ze tento proces transformacie l'ubolnej formuly ¢ mdze byt
nazorne reprezentovany korelovym stromom nazyvanym sémantické tablo.

Pomocou tohto jednoduchého ilustrativneho prikladu sme ukazali, Ze v principe kazda
formula vyrokovej logiky moze byt prepisand do ekvivalentného DNF tvaru pomocou
postupnosti elementarnych transformadcii z tabul’ky 1.10. Sposob ddkazu vety 1.2 moze byt
charakterizovany ako uplna indukcia vzhl'adom k syntaktickému stromu danej formuly. Iduc
zhora nadol, vzdy pomocou vhodnej elementarnej transformacie z tabul’ky 1.10 vykondme
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vhodny prepis formuly tak, aby bol bliz§ie k tvaru DNF formuly. Poznamenajme, ze
analogicky dokaz mdze byt vykonany aj pre konstrukciu KNF formuly.

Na zéver tejto kapitoly upriamime nasu pozornost’ na rézne podmnoziny logickych
spojok z celkovej mnoziny S ={—|,:>, /\,V,E,T,i}z pohl'adu podmienky ich uplnosti, t.j.

schopnosti vyjadrit Tubovolnii vyrokovu formulu (Boolovu funkciu) len pomocou
niektorych logickych spojok tvoriacich podmnozinu S’ c S .

Veta 1.2.
(1) Podmnozina S' = { A, v} je uplna

(2) podmnoziny S'={—, } { \/} su uplné,

{
(3) podmnozina S' = {—| } jeuplnad a

(4) podmnoziny S'= T} { } su uplné.

Vlastnost’ (1) vyplyva zvety (3.1), podla ktorej, kazda vyrokova formula moéze byt
vyjadrena pomocou ekvivalentnej NDF alebo NKF. Vlastnost’ (2) vyplyva z uz dokazanej
vlastnosti (1) a De Morganovych zakonov vyrokovej logiky . Vlastnost' (3) vyplyva

z vlastnosti (2) Specifikovanej pre podmnozinu S"={—|,v}a zo zakona nahradenia
implikacie vyrokovej logiky (p=¢)=(-pvgq). Konetne, vlastnost (4) vyplyva

z vlastnosti Peircovho a Shafferovho symbolu, ktori boli diskutované v tejto kapitole v texte
za tabul’kou 3.2.

Cvicéenia

Cvicenie 1.1. Prepiste z prirodzeného jazyka do jazyka vyrokovej logiky:

(a) Jano pojde na vylet a Fero pojde na vylet; (1) vyjadrite tuto vetu pomocou implikacie
a negacie a (2) vykonajte negaciu povodnej vety.

(b) Eva pojde na vylet alebo Viera nepojde na vylet; (1) vyjadrite tuto vetu pomocou
implikacie a negacie a (2) vykonajte negaciu povodne;j vety.

(c) Ak Viera pojde na vylet, potom Fero nepdjde na vylet; (1) vyjadrite tito vetu
pomocou implikacie a disjunkcie a (2) vykonajte inverziu povodnej implikacie.

(d) Ak Viera alebo Jano pojdu na vylet, potom Fero pojde na vylet a Eva nepdjde na
vylet; (1) vyjadrite tuto vetu pomocou implikacie a disjunkcie anegéacie a (2)
vykonajte inverziu pévodnej implikacie.

(e) Viera na vylet pojde a Eva na vylet nepojde; (1) vyjadrite tito vetu konjunkcie a (2)
vykonajte negaciu pdvodnej vety.

Cvicenie 1.2. Negujte tieto vyroky.
(a) Budem sa prechadzat’ alebo si budem spievat’.
(b) Jano nefandi ani Slovanu ani Interu.
(c) Ak je streda, potom mame schodzu.
(d) Ak sa budem moc ucit, tak pojdem Studovat’ na vysoku skolu.
(e) Ak sa budem moc ucit’ a budem mat’ trochu $tastia, potom urobim skusku z logiky.
(f) Déam ti facku, ak ma oklames.
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(g) Ak bude pekné pocasie a nepokazi sa nam auto, potom pojdeme na vylet a budeme sa
kapat’.

Cvicenie 1.3. Zostrojte syntaktické stromy formul, zostrojte podformuly danych formul:
(@ p=(a=p),
b) (p=a)r(g=r))=(p=7),
©) (p=49)=(-1=-»),
(d) (prg)=(pva),
() p=(r=4q),
® (p=a9)=r)=q.

Cvicenie 1.4. Preco uvedené vyrazy nie su formuly vyrokovej logiky?
(a) ((p: q)/\(v(q:> r))): (p:> r) ,
(d) (prg)=(p+4).

Cvicenie 1.5. Preverte pomocou tabulkovej metody, ktoré formuly zcvicenia 1.3 su
tautologie, kontradikcie a splnitel'né.

Cvicenie 1.6. Pouzitim tabulkovej metddy urcite pre ktoré interpretacie premennych t su
vyrokové formuly splnitel'né:

(a) ((pvq)::w)/\(—‘r:p),
(b) ((p:>q)/\(q:>r)):>(p:>—\r).

Cvicenie 1.7. Preverte pomocou tabul'kovej metddy zékony vyrokovej logiky (1-13) zo str.
10-11.

Cvicenie 1.8. Dokazte tieto ekvivalencie:

@ (prg)=(r¥p)¥(a'a),
) (pva)=(rta)i(ria),
© (pra)=(pTa)T(pTa),
d (pva)=(pTr)T(a74q).

Cvicenie 1.9. Pretransformujte do DNF a KNF vyrokové formuly:
(a) (p:>q)/\(p:>—|r),

(b) =(prgnrg)=p,

(c) (((p:>q)/\(p:>—|q)):>—|p).
Cvicenie 1.10. Zostrojte DNF a KNF Boolovej funkcie urcenej tabul’kou
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#lxi x| x|
110 {0 |0 ]1
210 10 |1 |1
310 {1 {0 ]O
410 |1 {110
511 10 |0]1
61110 (1]1
711 {1 (0|0
8111|110

Cvicenie 1.11. Zostrojte Boolovu funkciu (B,.B,.B;.B,) = f(o,.@,.05,0,) pomocou ktorej je
implementovany stcin dvoch binarnych ¢isel (a,a,) a (o,a,)
a, o,
X0l O,

Ba Bs B, By

Cvicenie 1.12. Zostrojte Boolovu funkciu (B,.B,.B;)=f(o,.,.a;,0,) pomocou ktorej je
implementovany sucet dvoch binadrnych ¢isel (o,0,) a (o,a,)
o, o,
%%

B B, Bs

Cvicenie 1.13. Zostrojte Boolovu funkciu f (x, y,z) vo forme konjuktivnej a disjunktivnej

normalnej formy
() x=y=0,z=1,
(b) x=0,y=1z=0,
(c) y=z=1.

Cvicenie 1.14. Zostrojte Boolovu funkciu f (x, y,z) vo forme sumy produktov klauzil
k premennym x, y a z, ktora je ekvivalentna s funkciou

(a) F(x,y,z) =x+y+z,

(b) F(x,y,z) =XZ.
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2. kapitola

Vyrokova logika II — Logicky a sémanticky dosledok, tedria a
model, korektnost’ a uplnost’

2.1 Odvodzovanie formil vyrokovej logiky, logicky dosledok, syntakticky
pristup
Logicky dosledok je presne Specifikovany sposob odvodzovania logickych zakonov
(tautologii), pricom sa vychédza z niekol’ko malo vopred vychodiskovych zdkonov — axiom
(tautologii), z ktorych pomocou presne Specifikovaného sposobu dokazu zostrojime nové
zakony (tautologie).
V prvom kroku uvedieme tri zakladné pravidla pre konstrukciu logického dosledku:

(1) Pravidlo modus ponens (pravidlo odlucenia) . Ak formuly ¢ a ¢ = y st pravdivé, potom

je pravdiva aj formula y. Toto pravidlo sa niekedy zapisuje aj ako schéma
¢

v (2.1)

< |©

(2) Pravidlo substitucie. Nech ¢ je tautologia, ktora obsahuje vyrokové premenné
(p.pyop,). Nech {y ,y,,...y, }je mnozina lubovolnych formil (ktorych pocet je

rovnaky ako pocet premennych v ¢). Nech formula y vznikne z ¢ tak, ze kazda premenna p;
je substituovana formulou y;, pre i =1,2,...,n

v=0(p/Vi. P /Wy D, V,) (2.2a)
Potom takto vytvorena formula vy je opat’ tautologiou.

(3) Pravidlo nahradenia ekvivalentych podformul. Nech ¢ je tautologia a nech y vznikne
z @ substiticiou jej 'ubovolnej podformuly ¢' < ¢ formulou ', ktora je s iou ekvivalentna,

o=y
v=0(¢'/y’") (2.2b)
potom aj y je tautologia.

Ak by sme boli striktne dosledni, posledné dve pravidla (2.1-2) mozeme povazovat’

za nadbyto¢né, pretoze formalny systém je definovany nad ,,metasymbolmi“, kde napr.
¢ =y reprezentuje nekonecne velku (ale spocitatelnl) mnozinu formul — schém, kde
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komponenty implikdcie ¢ ay mozu byt neatomické formule vyrokovej logiky (napr.
(prg)=(pva))

Priklad 2.1. Pravidlo substitlicie budeme ilustrovat’ tautologiou
o(p.gq)=—p= ((p vg)= q) , vykoname tito substiticiu premennych p/p a q/(qvr),
potom tautologia ¢ ma tvar vy =—p = ((p vgvr)=(qv r))

K ilustracii pravidla nahradenia ekvivalentnych podformul uvazujme tautologiu
((p v(gn r)) = ((p vg)a(pv r))) . Kazdi jej disjunkciu nahradime prislugnou
implikaciou (vyuzZijeme tautolégiu(pv ¢)=(—p = ¢q)), dostaneme

((—|p = (g r)) = ((—|p = g)A(-p= r)))
na zaver vykoname substituciu p/—p vyberieme si podformulu pv g, nahradime ju za
ekvivalentni formulu p = ¢, tymto spdsobom zostrojime konec¢nu tautologiu

(r=(arn)=((r=a)r(r=1)))
ktort moéZeme interpretovat tak, ze implik4dcia zlava je distributivna vzhladom ku

konjunkcii.

Definicia 2.1.
(1) Formula ¢ sa nazyva bezprostrednym logickym dosledkom mnoziny formul
qD:{(pl,(pz,...,(pn} vtedy a len vtedy, ak vznikne aplikaciou jedného z pravidiel

logického dokazu na formuly z ©.

(2) Formula ¢ sa nazyva logicky dosledok mnoziny formul ® (co oznacime ® ¢ vtedy
a len vtedy, ak ¢ € ® alebo je bezprostrednym dosledkom ® alebo je bezprostrednym

dosledkom © rozsirenej o niektoreé jej bezprostredne dosledky.

(3)  Konecna postupnost formul ©,,9,,...,¢, sa nazyva dokaz formuly ¢ z mnoziny ® vtedy
a len vtedy, ak ¢ =@, a kaZda formula ¢; z tejto postupnosti je bud’ bezprostrednym
logickym dosledkom niektorych formul z ® alebo formul ¢,,9,,...,9, .

Negaciou relacie @ ¢ dostaneme novi relaciu @ ¥ o=, —|(d) F (p) , ktoru ¢itame ako
»hie je pravda, ze formula ¢ logicky vyplyva z mnoziny @, ¢o méZzeme zjednodusit’ ako
Hformula ¢ logicky mevyplyva zmnoziny ®*“. K lepSiemu pochopeniu tejto definicie
uvedieme tento jednoduchy ilustrac¢ny priklad.

Priklad 2.2. Nech © = { pv-p.p=(¢= p)} .Na 2. formulu z ® aplikujeme 2. pravidlo
(substitucie) tak, Ze premennu ¢ nahradime 1. formulou z @, t. j. vo formule p = (q = p)

vykoname substitiiciu p/(pv —p), dostaneme

(pv—p)=(a=(pv-»))
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Teraz pouzijeme 1. pravidlo (modus ponens) vzhl'adom k 1. formule z ®
(pv—r)=(a=(pv-p))
pNvY—p
q=(pv-p)

Moézeme teda povedat, ze formula ¢ = (q = ( pVv —.p)) je logickym désledkom mnoziny

formul @, t. ;. d)l—q:>(pv—|p).

G -

W, (logicky dosledok)

Obrazok 2.1. Znazornenie postupnej tvorby logického désledku @ -y, kde @ = {(pl,(pz,...,(ps}

Termin ,,logicky dosledok* je ilustrovany obr. 2.1, kde logicky dosledok ys mdze byt
rekuretne Specifikovany takto

Ve =0((0(¢)).9.).0(0(9:,9,),0(oy))) (2.3a)
kde O je unarny/binarny operator reprezentujuci pravidla (2.1-3). Postupnost’ formul
reprezentuje logicky dokaz formuly y¢ z mnoziny formtl @ = {(p,,(pz,...,(pS}

V=W, DY Y, DY Y (2.3b)

kde vysledok s je uvedeny v ramceku.

Definicia 2.2.

(1) Mnozina predpokladov @ = {(p1 O T (pn} sa nazyva konzistentnd vtedy a len vtedy, ak
existuje taka formula y, Ze plati bud ®Fy alebo (s vylucenim — exkliziou, @)
@ F -y, ¢o formalne vyjadrime formulou

(eFy)®(® Fﬁw))sicp w@ﬁ\y]
1
(2) Negaciou vysSie uvedenej definicie konzistentnosti dostaneme, ze mnozina

predpokladov @ = {(pl,(pz,...,(pn} sa nazyva nekonzistentnd vtedy a len vtedy, ak pre
kazdu dvojicu formuly ajej negéacie, v a —w, plati, ze ich relacie logického
vyplyvania z predpokladov @ su logicky ekvivalentné, Co formalne vyjadrime
formulou

(CDI—\V)E(CDI—ﬁ\V)E[CDI—\uE—.\u].

0
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Na zaklade znacenia pouzivaného v tejto definicii konzistentni mnozinu (tedriu)
oznatime ako ® 1, apodobne, nekonzistenti mnozinu ozna¢ime ® 0. Pri konstrukcii

druhej &asti definicie sme pouzili formulu —(p@¢)=(p=gq).

Pri odvodzovani s vyhodou mézeme vyuzivat nielen pravidla odvodzovania, ale aj
formuly o ktorych vieme, ze su logické zakony (tautologie). Takychto formul je nekonecne
mnoho, preto z nich vyberieme niekol’ko malo, pricom nasou snahou bude ukazat’, ze z takto
vybranych je mozné odvodit’ vSetky ostatné logické zakony (tautoldgie). Tieto zdkladné
formuly nazveme axiomy V naSich nasledujicich uvahach budeme vyuzivat' tychto desat’
axiom (Hilbertov systém axiom):

Ax,  p=(4=7r) (2.42)
ax,  (p=(a=r)=(p=9)=(p=r)) (2.4b)
Axvs  (pra)=p (2.4¢)
Axs  (Pra)=4¢ (2.4d)
Axs  r=(qa=(pnrq)) (2.4¢)
Axs r=(pvaq) (2.4)
Ax;,  9=>(pvq) (2.4)
Axg p:>r ( q:>r pvq) )) (2.4g)
Ax,  (r=q9)=>((r=—9)=-») (2.4h)
Axio ——p=p (2.41)

Odvodzovanie z predpokladu @ sa chape ak odvodzovanie z rozsirenej mnoziny @ o tieto
axiomy, ®U{dx, Ax,,..,Ax,}. Potom budeme ocakavat, 7e logické zakony su vietky

formuly, ktoré st dokazate'né z prazdnej mnoziny predpokladov @.

Priklad 2.3. Dokazte -p= p.

I. krok dokazu. V  Ax; vykondme substiticiu  ¢/(p= p), dostaneme
p=((r=r)=r).

2. krok doékazu. V Ax,  vykoname substiticiu g / ( p=p) a r/p, dostaneme
(p=((r=r)=p))=(r=(r=r))=(r=7r)

3. krok dokazu. Aplikujeme modus ponens na formuly z2. a 1. kroku, dostaneme
(p=(p=r))=(p=r)

4. krok dokazu. V Ax; vykoname substiticiu ¢/p, dostaneme p = (p= p)

5. krok dokazu. Aplikujeme modus ponens na formuly z 3. a 4. kroku, dostaneme
p = p, €o bolo treba dokazat’.
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Priklad 2.4. Dokéze {p=q.q=>r}F(p=r).

1. p=¢q (predpoklad)

2.q=>r (predpoklad)

3.(g=r)= (p =(q=r)) (4xi,substiticia p/(q=r) a q/p)
4. p=>(q=r) (aplikacia mpna 2. a3.)

5. (p:(q:r)):((p:q):(p:r)) (A4x2).
6.(p=q)=>(p=>r) (aplikacia mp na 4 a 5)

7. p=>r (aplikdcia mp NA 1. A 6.)

Postupnost’ formul tvoriacich dékaz {p=>g,q = r}+(p = r)obsahuje sedem formul
(dokaz ma sedem krokov) ¢,,¢,,...,@,, ktoré st ur¢ené takto:
0 =p=q.0,=qg=>r,0,=(¢g=>r)=>(p=(¢=7r)).
0, =p=>(g=7r), o =(p:>(q:r)):((p:q):(p:r)),
o=(p=9q9)=(p=r), ¢, =p=>r.
Posledny ¢len tejto postupnosti @7 je dokazovana formula, prvych Sest’ ¢lenov bud’ patri do

predpokladov 7 odvodenia alebo su to axidémy upravené vhodnou substituciou alebo vznikli
aplikaciou modus ponens na predchadzajiace formuly postupnosti.

Poznamenajme, Ze uz tak jednoduchy dokaz, akou je formula - p = p, vyzaduje 5

krokov. Pracnost’ dokazov zlozitejSich formul rychle rastie ¢o sa tyka poctu jednoduchych
elementarnych krokov. Preto je velmi dolezité vo vyrokovej logike najst metddu, ktorad
podstatne zjednodusuje Struktiru dokazu. Toto zjednoduSenie poskytuje veta o dedukecii,
ktora Specifikuje vzt'ah medzi dokazateI'nostou formuly y z predpokladov obsahujicich
pomocny predpoklad ¢.

Veta 2.1. (o dedukcii).
(1) Nech @ = {(pl,(pz,...,(pn} je mnozina predpokladov (tedria) a ¢, y su nejaké dve formuly,

potom O U {(p} Fw plati prave vtedy a len vtedy (vtt) ak ® F o =y

(CDU{(p} I—\y)E(CDI—(p:My) (2.5a)
(2) Viastnost {(pl,(pz,...,(p”} = plati vtedy a len vtedy, ak = o, A@, A.AQ, = Y
({(pl,(p2,...,(pn}l—\u)z(l—(pl/\%/\.../\(pn =) (2.5b)

Formula (2.5a) znamend, Ze ak zrozsirenych predpokladov {g,,9,,...0,}U{e} vyplyva

logicky dosledok v, potom tato vlastnost je ekvivalentnd tomu, ze zpodvodnych
predpokladov {@1,@2,...,¢n} vyplyva logicky dosledok ¢ = y. Dokaz tejto vlastnosti

vykoname v dvoch nezévislych krokoch:

(1) Predpokladajme, ze plati dbl—((p:>\|/), potom existuje (na zdklade definicie 2.2)

postupnost’ formula,a,,...,a,, kde o, =@ =y, ktora reprezentuje dokaz formuly ¢ = y
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z predpokladov teorie @ . Ak rozsirime tedriu @ o dodatocny predpoklad ¢, potom pouzitim
modus ponens na formulu o, =¢ =y adodatoény predpoklad ¢ dostaneme formulu .

Tymto sme dokazali, Ze predpoklad @ (o= ) implikuje dosledok ®U{p}ty, &o
bolo potrebné dokazat.

(17) Predpokladajme, ze plati ®u {(p} Fwy, potom existuje (na zdklade definicie 2.2)
postupnost’  formulB,,B,,...B,, kde P, =wy, ktord reprezentuje dokaz formuly
z predpokladov rozsirenej tedrie ® U {(p} . Pre zjednodusenie nasho dokazu predpokladajme,
Ze posledna formula B, = vznikla aplikdciou modus ponens na dodato¢ny predpoklad ¢ a
predchadzajicu (vzhladom k f3,) formulu B, =¢ =y, kde i <g. Tymto sme dokazali, ze
predpoklad ® U{p}+y implikuje dosledok @+ (o= ), ¢o bolo potrebné dokazat.
Spojenim tychto dvoch casti dokazu dostaneme, zZe relacia @ U {(p} Fwv je ekvivalentna
relacii @ (@ = ), ¢im sme zavi3ili dokaz prvej Gasti vety o dedukcii.

(2) Druhu cast vety (2.5b) dokazeme n-nasobnym pouzitim 1. Casti vety o dedukcii,
dostaneme Fo, = ((p2 = ...((pn = (p)), ¢o mdzeme prepisat’ pomocou ekvivalentnych
uprav do tvaru F —|((pl APy A AQ, ) v @, ktory je ekvivalentny s dokazovanou formulou
Fo, AQ,A...A@, = @. Pretoze upravy pouzivali len ekvivalentné upravy, dokdzana
implikacia plati v oboch smeroch. Pre jednoduchost’ Studujme formulu + o, = ((p2 = (p) ,
postupnym pouzitim troch zndmych ekvivalencii vyrokovej logiky (p=¢)=(-pvq),
(—lp v ﬁq) = —|(p A q) a (p v q) VF=pvVv (q v r) , dostaneme postupnost’ ekvivalentnych
formal: Fo, =(0,=¢), Fo,=(—¢,ve), F=0,Vv(=0,v0e), (=0, v—9,)vo,
F=(o,A0,)ve, F (¢, A@,)= ¢, Eobolo potrebné dokazat’.

Veta 2.2. Rozne modifikacie vety o dedukeii su tieto:

() (d) U{o}H \|/) A(F9)=(PFvy), t. j. vmnoZine predpokladov ® nie je potrebné
uvadzat’ formuly, ktoré logicky vyplyvaju z axiom (logické zakony).

(b) (d) + \y) = (d) U {(p} F \|/) , t. j. pridanie dalsich predpokladov nemdze zmenit
dokézateInost’ formuly.

) (dFo) ,\(q) U{otH \y) = (®Fy), t. j. dosledok predpokladov nie je potrebné
uvadzat’ medzi predpokladmi.

d (PFo)a ({(p} = q/) = (®Fy), t. j. dosledok dosledku mnoziny predpokladov je
taktiez dosledkom mnoziny predpokladov.

() (PFQ)A(DFY)A ({(p,q/} = oc) = (®Fa), dosledok  dosledkov ~ mnoziny
predpokladov je taktiez dosledkom mnoziny predpokladov.

) Ak (PFQ)A(PFy)=(PF@Ay), t. j. konjunkcia dosledkov mnoZiny
predpokladov je taktiez dosledkom mnoziny predpokladov.
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(h) (PFo=(y=a))=(®F¢=(y= a)),t j. naporadi predpokladov nezalei.

(i) @U{pAy}t o prave vtedy, ak sucasne @ U{opjFa a dU{y}F o. Veta o dokaze
pomocou analyzy jednotlivych pripadov.

() (CDU{([)\/ vk oc) E(q)u{(p} F a)v(@u{\y} F (x), t. j. ak sicasne ® U{q} F a alebo
dU{ylka.

(k) (d) u{e}F \y)/\(d) U{-p} \y) = (®Fy), t. j. formula @ je neutrdlna vzhladom
k formule .

Doporucujeme citatelovi, aby vykonal dokaz tychto vlastnosti.

Veta o dedukcii 2.1 umozinuje podstatné skratenie dokazov formul vyrokovej logiky.
Moézeme ju chapat’ ako nové (Stvrté) pravidlo odvodzovania (pozri vyrazy (2.1-3)). V com
spoc¢iva vyhodnost’ tejto vety pri dokaze formul? Ak postupujeme len podla pravidiel (2.1-3)
musime striktne dokézat’ kazdii formulu postupnosti  ¢,,9,,....¢, Vv prisluSnych
predchadzajucich krokoch dokazu. Ak pouzijeme vetu o dedukcii ako nové pravidlo dokazu,
modzeme postulovat’ ad-hoc dve formuly ¢ a y, ak sa nam podari dokazat T u{(p} Fvy,
potom automaticky plati aj @ ¢ = v, t.j. implikdcia ¢ = y je logickym dosledkom tedrie
(mnoziny predpokladov) @®. Hovorime, ze formula ¢ je dodatoény predpoklad, jej
zavedenie do predpokladov nazyvame aktivdacia dodatocného predpokladu. Jej prenos do

implikacie sa nazyva deaktivacia dodato¢ného predpokladu; po deaktivacii uz formulu ¢
nemdzeme vyuzivat’ v rdmci daného dokazu.

Priklad 2.5. Pomocou vety o indukcii dokazte formulu hypotetického sylogizmu
Fr=q)=((¢g=r)=(p=7))

1. p aktivacia 1. pomocného predpokladu

2. p=>q aktivacia 2. pomocného predpokladu

3.g=>r aktivacia 3. pomocného predpokladu

4. q pouzitie pravidla "modus ponens" na 1 a 2

5.r pouzitie pravidla "modus ponens" na 3 a 4

6. p=>r deaktivacia pomocného predpokladu 1

7.(¢q=r)=(p=r) deaktivacia pomocného predpokladu 3

8.(p=>4q)= ((q =>r)=>(p=> r)) deaktivacia pomocného predpokladu 2, QED

Tento dokaz méZeme taktieZ prezentovat’ v zjednodusenom tvare {p —¢,q > r}F(p—>r),
k jej dokazu predpoklady rozsirime 0 pomocny predpoklad { p} ,
{p—>q.9—>r}u{p}t(r), Tito formulu logického vyplyvania l'ahko dokaZeme pouZitom

2-krat pravidla modus ponens. Na zaver dokazu vykondme deaktiviciu pomocného
predpokladu { p} , ¢im dostaneme dokazovant formulu logického vyplyvania.
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Priklad 2.7. Pomocou vety o indukcii dokéazte formulu ( p= q) = (—|q = —|p) .

l. p=>g¢q aktivacia 1. pomocného predpokladu

2. —q aktivacia 2. pomocného predpokladu

3. —p pouzitie pravidla "modus tollens" na 1 a2

4. -g=—p  deaktivacia pomocného predpokladu 2
5.(p=q)=>(—q=-p) deaktivacia pomocného predpokladu 1, QED

2.2 Sémanticky dosledok, sémanticky pristup k odvodzovaniu formiil,

Aky je vztah medzi axiomatickou metddou vystavby vyrokovej logiky a sémantickym
pristupom verifikacia formul pomocou ich pravdivostnych hodn6t? Dokazeme, ze tieto dva
pristupy su ekvivalentné, kazdd formula, ktord je odvoditelnd z daného suboru axiém
pouzitym pravidiel odvodenia (hlavne modus ponens) je aj tautologia (pravdiva pre kazda
interpretaciu jej premennych) anaopak, kazdd tautologia je je aj odvoditelna z axiom
pomocou pravidiel odvodenia. Toto je unikatna vlastnost’ formélneho systému, kde sa takto
prekryva syntax so sémantikou, kde nemdzeme striktne od seba oddelit” tieto dva pristupy.
Této vlastnost’ mad vyznamny dopad na vyrokovu logiku, to ¢i nejaké formula je logickym
zakonom (teoréma) mozeme jednoducho testovat’ napr. pomocou tabulkovej metody,
nemusime naSu pozornost’ neustale obracat’ na pomerne tazkopadne techniky logického
dokazu.

Definicia 2.3. Mnozina formul, ® :{(pl,(p2,...,(pn} sa nazyva teoria prave vtedy, ak pre

mnozinu O existuje taka interpretacia t, pre ktoru su vsetky formuly pravdivé z mnoziny @ ,
pre i=12,.,n, potom tato interpretacia Tt sa nazyva model teorie. Mnozina

[[q)]]:{Tl,rz,...,rb}g{O,l}”obsahuje vSetky modely teorie ® .Teoria ® sa nazyva

konzistentnd, ak ma model ([®] # D). Ak teoria nema model ([®] =), potom sa nazyva
nekonzistentnd.

Priklad 2.8. Nech teoria ® obsahuje tri formuly
D={p,=(pva)=(prqg).0,=(p=9)r (4= p).0;=(—Pr=q)=(p=4q)} (*
chceme zistit’, i tato tedria md model. Pomocou tabul'kovej metddy uréime pravdivostné
hodnoty tychto formul pre vSetky mozné interpretacie, pozri Tabulku 2.1.

Tabulka 2.1. Pravdivostné hodnoty formul z teorie (*).

V4 q D1 02 D3
0 [0 1 1 1
0 1 0 0 1
1 0 0 0 1
1 1 1 1 1
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Z tabulky 2.1 vyplyva, ze existuje dve interpreticie premennych, T, = ( p/0,q/ 0) a
1, =(p/1,4/1), pre ktoré su vietky formuly z @ pravdivé, t.j. interpretcie ; a T, su modely
teorie @, [D] ={171,1:2}. Moézeme teda povedat, ze tedria @ je konzistentnd, ¢o vyplyva

priamo zo skutocnosti, Ze ma model.

Definicia 2.4. Formula ¢ sa nazyva sémanticky dosledok teorie ® (o oznacime ®F @)

vtedy a len vtedy, ak kazdy model teorie ® je aj modelom formuly ¢ (t.j. formula ¢ je v [®@]
pravdiva)

(®F @)=, (prekazdé v e [@])(val,(9)=1) (2.6)

Majme teériu @ = {(pl,(pz,...,(pn} , potom pre kazdl interpretacia t, ktora je modelom teorie ®
plati, Ze pravdivostné hodnoty vSetkych formul su 1, val_ ((pi) =1. Nech ¢ je sémantickym
dosledkom teorie @, potom pre kazdy model — interpretaciu  plati: val (¢)=val (¢,)=1,

pre i=12,..,n.

Priklad 2.9. Nech tedria @ je definovana rovnako ako v priklade 2.1, ma dva modely urc¢ené
interpretaciami premennych t, =(p/0,¢/0)a 1, =(p/1,q/1). Uvazujem formulu ¢ v tvare

p Aq, potom tato formula nie je sémantickym dosledkom teérie ®@, pretoze len pre model 1,

je formula pravdiva, val, (¢)=1, pre model 1, uz nie je pravdiva, val, (¢)=0. Uvazujme
iny tvar formuly ¢=p =g, pre tito formulu plati val, (¢)=val_(¢)=1, to znamena, ze
tato formula @ = p = ¢ je sémantickym dosledkom danej tedrie (*)

{(pva)=(prg).(p=a)r(a=p).(-rr=q)=(P=4q)}F(p=q)

Nech ® = je prazdna teodria (neobsahuje ziadnu formulu), formalne mozeme teda
povedat’, ze l'ubovol'na interpretacia r je modelom tejto teorie. Ak formula ¢ je tautologia
(pre kazdu interpretaciu 7 plati val (¢)=1), potom & @, alebo jednoduchsie = ¢. Toto

oznacenie tautologie sme uz bolo pouzité v definicii 1.4.

Veta 2.2. Nech @ je teoria a ¢, y su formuly. Ak sucasne plati ©FE o=y a ©F ¢, potom
OFvy.

Z predpokladov vety vyplyva, ze existuje taky model t teorie @ , ze formuly ¢ =y a ¢ st
pravdivé, val (9= y)=val (¢)=1, potom z vlastnosti implikacie vyplyva (pozri tabulku
1.1), ze plati aj val_ (\y) =1. To znamena, Ze formula y je sémantickym dosledkom teorie ©,

@ E vy, Co bolo potrebné dokazat’.

Veta 2.3. Nech formula ¢ je sémantickym dosledkom teorie @z{@l,(pz,...,(pn},®l=(p,
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potom formula @, AQ, A...AQ, = ¢ je tautologia.

Ak existuje takd interpreticia T, Ze val ((p1 APy Al AP, = (p) =0, potom musi sucasne
platit’ val (¢, A@, A...A@,)=1 a val (¢) =0, o je viak v protiklade s predpokladom vety,
QED.

Predpokladajme, Ze tedria @ je nekonzistentnd, t.j. nema model, potom pre kazda
interpretaciu premennych 7 plati val (¢, A@, A...A¢,)=0. To znamena, Ze pre f'ubovolni

interpretaciu T je vyrok ¢, AQ, A...A@, = ¢ pravdivy, CiZe tato formula je tautologia, tym

sme dokazali, ze pre nekonzistentnu teoriu ®© kazda formula ¢ je jej logickym dosledkom.

Priklad 2.10. Nech @ = { PA —|p} je teoria obsahujuca jednu formulu - kontradikcia, ktora je
pre kazdi pravdivostni hodnotu premennej p je nepravdiva, val,_,, ( p /\—|p) =0, potom

viak formula (p A—p)=> ¢ je tautologiou, &ize plati {p A—p}E¢.

2.3 Konstrukcia sémantického dosledku pomocou modelu teérie

Nech [®] je model teorie ® ={@,,¢,,....9,} , ktory obsahuje a interpretacii premennych

[®]= {Tl,rz,...,ra}
Tento model mézeme zostrojit' pomocou tabul’kovej metddy, ktord je aplikovana separatne
pre kazdu formulu z teérie @ . Predpokladajme, Ze pozndme mnozinu [®], potom mdzeme

upriamit’ naSu pozornost’ na konstrukciu formuly ¢, ktora je pravdiva pre kazdua interpretaciu
te[D@], t. j. je sémantickym dosledkom teérie @ . Definujme premenné pre danu

interpretaciu ©=(1,,7,,...,7, ) € [@]

)2 (ak T, =1)
p=2-p, (akt, =0) (2.7)
1 (ak t, =#)

Potom mo6zeme definovat’ konjunktivnu klauzulu (pozri (1.11-13))
Vo(popo )= PO AP A A DY (2.8)
Pomocou tejto klauzuly definujme vyslednt funkciu
o(propap)= \ PO AP Al 2.9)

e[ D]
ktora je pravdiva pre kazdu interpretaciu 1t e [D]
(pre kazdé © e [@])(val, (9)=1) (2.10)
Tymto sme dokazali, ze formula (2.9) je sémamtickym ddésledkom logicky dosledok teorie
D, t.j). DFQ.
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Veta 2.4.
Ak teoria ®={(p1,(p2,...,(pn} je konzistentnd, t. j. [®]#C, potom mdzeme zostrojit

pomocou (12) taka formulu ¢, ktora je sémantickym dosledkom teérie @,  F .

Pomocou tejto vety modzeme zostrojit' ,,minimalny tvar”“ formuly ¢, ktord sémanticky
vyplyva z tedrie ®@. Tato formula méze byt rozSirend do tvaru formuly ¢, , ktord taktiez

ext ?
sémanticky vyplyva z tedrie ®

Qo =OVYX (2.11)
kde y je T'ubovolna formula. Cahko sa presved¢ime o tom, Ze aj rozSirend formula ¢_, pre

lubovolné x. Pre kazdé t1e[®] apre kazdd formulu ¢, ed  plati
val. ((p,.) =val, ((p) =val, ((pm ) .

Priklad 2.11. Uvazujme teériu ®={p=¢,p=r}, pomocou tabulkovej metody

jednoducho zistime, Ze dand tedria @ ma Styri interpretdcie, pre ktora st vSetky formuly
pravdivé

T, =(0.##), 1, =(0,#1), 1, =(0,L.#), T, =(#11)
kde symbol '#° znamena lubovolny znak 0/1. Lahko sa presvedCime, ze pre takto
Specifikované interpretacie, formuly ztedrie @ su pravdivé. Pomocou formuly (2.9)
a interpretacii t;, pre i = 1, 2, 3, 4, ktoré boli zostrojené v priklade 9 zostrojime formulu

(p(p,q,r):(—|p)v(—|p/\r)v(—|p/\q)v(q/\r)
:(—|p)/\(1vrvq)v(q/\r)
1
:(ﬁp)v(qAr):(p:q/\r)
Tato formula p=gAr sémanticky vyplyva zpredpokladov obsiahnutych v tedrii
O={p=>q,p=>r}
{p=aqp=>riE(p=qnrr)

Priklad 2.12. Majme teoriu @ = { P=>49,9q=> r} , naSou ulohou bude n4jst’ taka formulu ¢,
ktora sémanticky vyplyva z tejto teérie, @ F ¢ . Pouzitim tabul'kovej metody zistime, ze tato
teorie ma model, ktory obsahuje tri interpretacie

[@]={r, =(00#),t, =(0#1),7, = (#11)}

Jednotlivym interptaciam priradime na ziklade it’ tieto konjunktivne klauzuly

¢, =—PATq
@, =—pAr
@, =qnr.

Pouzitim (14) dostaneme
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([)Z(—|p/\—|q)\/(—|p/\7‘)\/(Q/\V)E —p/\(q:l") \Y (p:q)/\}" Z(—|p/\(|)2)\/((|)1/\}")
¢z Ll

PretoZe pozadujeme pri definicii sémantického vyplyvania, aby formuly ¢,,¢, boli pravdivé
pre kazdé te [[(D]] , potom formulu ¢ mézeme zjednodusit’

(p:(—|p/\1)v(1/\r)sp:>r
Tymto sme dokazali, ze z teorie @ tautologicky vyplyva p = r, Cize

{p:>q,q:>r}|=(p:>r)

Priklad 2.13. Majme tedriu @ ={p = g,r = g}, naSou ulohou bude najst’ taki formulu ¢,
ktora sémanticky vyplyva z tejto tedrie, ®@ = ¢ . Pouzitim tabulkovej metody zistime, Ze tato
teorie ma model, ktory obsahuje Styri interpretacie
[@] ={z, =(0#0),7, =(01#),7, = (#10),7, = (#1#)}
Jednotlivym interptaciam priradime na ziklade it tieto konjunktivne klauzuly
@, =—pA—r

¢, = PANYg
@, =gAr-r
(P'r4:q

Pouzitim (14) dostaneme

<P=(ww)v(ﬂw)v(qw)v(q)EqA(&Lvﬂp]mpw)

1
=qv—(pvr)=(pvr)=¢q
Tymto sme dokazali, Ze z teorie ® tautologicky vyplyva pvr = gq, ize

{p:>q,r:>q}i=pvr:>q

Priklad 2.14. Majme teériu @ ={p = ¢, p = —q}, naSou tlohou bude najst’ taki formulu
¢, ktord sémanticky vyplyva z tejto teorie, @ F ¢. Pouzitim tabulkovej metddy zistime, Ze
tato tedrie ma model, ktory obsahuje dve interpretacie
[@]={r, =(00),z, =(01)}

Jednotlivym interpretadciam priradime tieto konjunktivne klauzuly

¢, =P Aq

¢, =—PNg

Pouzitim (14) dostaneme

(P=(—|p/\—|l")V(—|p/\l")Eﬁp/\[—ﬂ"\/}"]E—|p

1

Tymto sme dokazali, Ze z tedrie ® tautologicky vyplyva —p, Cize
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{p=q.p=>—q}E—p

2.4 VSeobecné vlastnosti vyrokovej logiky

V kapitole 1.3 bolo jasne ukdzané, ze vyrokova logika je rozhodnutel’na, existuje algoritmus
(napr. tabul’kova metdda), pomocou ktorého jednoznacne rozhodneme, ¢i dand vyrokova
formula je tautologia, kontradikcia alebo splnitelna.

Formalny systém vyrokovej logiky je korektny, ak kazda dokazanéa formula z axiom
je tautologia ((+¢)=(F¢)). Rozhodnutie o tom, & vyrokova logika je korektna, sa

redukuje na rozhodnutie o tom, ¢i pravidla odvodzovania (t. j. modus ponens) su korektné
a ¢l axiomaticky systém (2.5) je tvoreny formulami, ktoré s tautologie. Jednoduchou
diskusiou pravidiel odvodzovania (2.1-3) je mozné dokdzat’ ich korektnost’, taktiez pouzitim
tabul’kovej] metddy moézeme dokdzat, ze axiomy (2.5) su tautologie, ztychto dvoch
skuto¢nosti vyplyva, ze vyrokova logika je korektna.

Vyrokova logika je tuplna ak kazda tautoldgia je logickym dosledkom axiom
((Fo)=(F9)). Dokaz tejto vlastnosti je zaloZeny na Churchovej vete. Pre vécsiu

prehladnost’ naSich tvah zavedieme tito terminoldgiu: nech ¢ je formula, ktord ma
premenné Xx,,x,,...,.x, anech t je interpreticia tychto premennych, potom (pozri (1.11))

0 X (ak valt(x)zl) 2.123)
—X (ak val, (x) = 0)

o =17 (ak val (¢)=1) (2.12b)
—¢ (ak val (¢)= 0)

Pomocou vzt'ahu (2.7) kazda formula vyrokovej logiky mdze byt Specifikovana pomocou
DNF formuly,

(pre kazdé t {0,1}" )(xl(T) A ng) A A x,(f) = (p(r)) (2.13a)

Tento vztah mézeme l'ahko prepisat’ do relacie logického vyplyvania. Zostrojime postupnost’
formal a,a,,...,a , kde jednotlivé komponenty st rekurentne definované takto:

(v)

o, =X,
_ (v)

G =0 A (2.13b)

O"n = O'n—l A xr(lT)

Tato postupnost’ formul je zalozena na pravidle {oc,B} FaAp, ktoré priamo vyplyva
z axiomy Axs (pozri (2.4¢)). To znamena, ze existuje postupnost’ formual a,a,,...,a , kde o,

vyuziva  predchadzajoce  formuly o, a,,...0, pricom  poslednd  formula

1

o, =a A X = (p(r) , €0 je podmienkou logického vyplyvania. Tento vysledok je znamy ako

n

Churchova veta:

Veta 2.5. (Churchova veta). Nech ¢ je formula, ktord obsahuje n vyrokovych premennych
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X,,X,,...x, anech 1 je interpretacia tychto premennych, potom

(pre kazdé T €{0,1}" )({xft),xgr),...,xir)} + @(T)) (2.14)

Predpokladajme, Ze formula ¢ je fautoldgia, t.j. pre kazdl interpretaciu t plati val_ ((p) =1

(v)

atedaaj ¢ ' =@, potom na zaklade Churchovej vety plati implikacia

(Fo)= (pre kazdé © €{0,1}" )({xl(r),xgr),...,x(r)} + (p) (2.15)

n

Uvazujme také dve interpretacie T at', ktoré¢ sa liSia len poslednym c¢lenom, potom
dokazovana veta ma tieto dve alternativne formy

{xl(r),...,x,(f_)l,xn} Fo (2.16a)
{7 o (2.16b)
Pouzitim vety 2.1 o dedukcii dostaneme
({572 ot b o) = ({xp,_..,xgj)l} Fx = (p) (2.16a)
({5 a ot b o) = ({572 -, = o) (2.16b)

Pouzitim vety o neutrdlnosti vety o dedukcii (pozri vetu 2.1, polozku k), tieto dve relacie
logického vyplyvania st zjednodusené do jednej relacie

{xft),...,xfi)l}l—(p (2.17)
Tento postup neustile opakujeme, az do ziskania vysledku (@)= (- ¢), QED. Postova

veta 2.6 o uplnosti patri medzi zékladné teoretické vysledky vyrokovej logiky.

Veta 2.6. (Postova veta). Pre formulu ¢ vztah (- ¢)=(F¢), t.j. formuly, ktoré st logickym

dosledkom axiom vyrokovej logiky su aj tautologie a naopak.

(1) Korektnost’ vyrokovej logiky bola diskutovana uz v tivodnej Casti tejto podkapitoly, ako
dosledok skuto¢nosti, ze axiomy vyrokovej logiky su tautologie (o ¢om sa mdzeme
jednoducho presvedcit pomocou tabulkovej metody) atoho, ze pravidla odvodzovania
zachovavaju tautologi¢nost’ (napr. pouzitim pravidla modus ponens zdvoch tautologii
dostaneme dosledok, ktory je taktiez tautologia).

(2) Obratime teraz naSu pozornost’ na dokaz uplnosti vyrokovej logiky. Na jej zaklade
sme opravneni dokéazatelnost nejakej formuly preverovat tym, ze dokdzeme jej
tautologic¢nost’, ktord je definovana prostrednictvom sémantického pojmu pravdivostného
ohodnotenia, napr. pomocou tabul'kovej metddy. Syntakticky pojem dokazatelnosti splyva
so sémantickym pojmom tautologicnosti, ¢o je jedine¢na vlastnost vyrokovej logiky a
ojedineld vlastnost’ formalnych systémov, kde obvykle existuje zreteI'na demarkacna Ciara
medzi syntaxom a sémantikou daného systému. Na zaver mdzeme teda konStatovat, ze
vyrokova logika je

¢ korektna (ak kazd4 dok4dzana formula z axiom je tautologia),
e nerozporna (ak zo systému axiém sucasne logicky nevyplyvaju formuly ¢ a
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_‘(p)a
e tiplna (ak kazda tautologia je dokdzatelna z axiom.) a
e rozhodnutelna (existuje jednoduchy algoritmus, pomocou ktorého sme
schopny rozhodnut' ¢i pre dané pravdivostné hodnoty
premennych je formula pravdiva alebo nie).

Na zaver tejto kapitoly pristipime k rekapitulacii pojmu "konzistentnost’, ktory bol
povodne Specifikovany dvoma diametralne odlisSnymi pristupmi. Pomocou definicie 2.1 bol
tento pojem Specifikovany v ramci syntaktického pristupu, zatial' co pomocou definicie 2.2
bol tento pojem Specifikovany pomocou sémantického pristupu. Pouzitim Postovej vety 2.6
ukazeme, ze tieto pristupy st identické a 'ahko navzajom pretransformovatel'né medzi sebou,
jeden na druhy.

Nech @ :{(pl,(pz,...,(pn} je vramci syntaktického pristupu mnozina predpokladov,

zatial' €o, v ramci sémantického pristupu sa nazyva sa nazyva tedria. Aby sme zabezpecili
ekvivalentnost’ tychto dvoch pristupov k formulacii pojmu ,konzistentnost* dokézeme
nasledujicu vetu

Veta 2.7. Mnozina predpokladov (alebo tedria) @ :{(pl,(p2,...,(pn} je konzistentna vtedy
a len vtedy, ak plati

((existuje formula (p)((CD F (p)@ (CD ¥ —mp))) = ([[d)]] # @)
Dékaz (=). Predpokladajme, Ze existuje taka formula ¢, ze plati (CD - (p) a neplati
(® F—¢). Pomocou Postovej vety 2.6 prepiSeme tieto podmienky do tvaru (O F¢) a
(® ¥ o), tj. ¢ jesémanticky dosledok @ a teda jej model musi byt neprazdny, [®] =D,

QED.

Dékaz (<). Predpokladajme, ze [®@] =, formula ¢ je potom zostrojend na sémantickej
urovni podla formuly (2.9), t. j. plati ® F ¢. Pomocou Postovej vety 2. 6 tato podmienka
modze byt prepisana do tvaru @ ¢, QED.

Cvicenia

Cvicenie 2.1. N§jdite model pre tieto formuly
(8 p=(¢=p)

(h) ((p:>q)/\(q:>r)):>(p:>r)

0 v=(p=9)=>(-g=-»)

() v=(prg)=(pr—q)

k) p=(9=-»)

D) (p=9)r(p=>r)=>(qvr).

Cvicenie 2.2. Dokazte, ze pre tedriu @ a pre formulu ¢ plati @ - ¢
(@ ®={p.p=>q.q9=>r}, o=r,
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b @={p=(q=r).q}, o=p=r,
(c) @={p,—p}, 0=¢,

Cvicenie 2.3. Zostrojte pre danu tedriu @ formulu @, ktora je jej sémantickym dosledkom
(@) @={p=>q.-v=4q},

(b) @={p=9qvryqj,
(c) D={p=qnrr.q}

(d) @={prg=r.p},
(e) q)z{pvq:>r,p}.

Cvicenie 2.4. Dopliite vysledok u tychto schém usudzovania
pP=4q pP=4q pP=4q pP=4q

? ? ? ?
=9 P =9 =9 —P=9
? ? ? ?
@ p ,(10) ¢ , (1) —p , (12) —~q :
? ? ? ?
(13) p , (14) ¢ , (I5) —p , (16) —¢q :
? ? ? ?

Cvicenie 2.5. Doplite vysledok u tychto schém usudzovania
pP=49 P=9 pP=9 pP=—9 P =4

D) g=r,Q p=>r,B)r=qg, @ qg=>r ,O6) g=r
? ? ? ? ?

Cvicenie 2.6. Overte spravnost/nespravnost’ dosledkov, v pripade nespravneho doésledku
upravte predpoklady tak, aby dosledok bol spravny:

(a)

ak motor nebezi, potom je motor chybny alebo nejde prad
ak je motor chybny, potom sa musi zavolat’ opravar

prad ide

ak nebezi motor, potom sa musi zavolat’ opravar

(b)
Je doma alebo je v kaviarni
ak je doma, potom vas oc¢akava
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Ak vas neocakava, potom je v kaviarni

(©)
nie je pravda, Ze Student vie po nemecky a anglicky
Student nevie po anglicky

Student nevie po nemecky

(d)
ak Studujem, ziskam dobré postavenie
ak neStudujem, potom si uzivam

bud’ si uzivam alebo dosiahnem dobré postavenie

Cvicenie 2.7. Aké su dosledky tychto predpokladov:

(a)
Karol pocestuje vlakom alebo autobusom
Ak pocestuje Karol autobusom alebo autom, potom pricestuje neskoro

Karol nepricestoval neskoro

?

(b)
Karol pocestuje vlakom alebo lietadlom
ak pocestuje lietadlom, potom navstivi priatelov

nenavstivilo priatel'ov

?

(©)

ak pocestujem do zahranicia, potom si zoberiem dovolenku

ak si zoberiem dovolenku, potom som necestoval do zahranic¢ia

?

(d)

nie som obéanom $tatu XY

ak by som sa narodil v AB, potom by som bol obanom XY

?

(e)
som absolventom univerzity v PQ
ak by som bol sociol6gom, potom nemdzem byt absolventom univerzity v PQ
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03]

som ucitelom a taktieZ som aj informatikom

ak je niekto informatikom, potom ma vysoké 1Q

?

(2

Jano je informatikom

ak je Jano informatikom alebo matematikom, potom studoval v CD

?
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3. kapitola

Vyrokova logika III — sémantické tabla a rezolu¢ny princip

3.1 Uvodné poznamky

To, ¢i nejaka formula ¢ vyrokovej logiky je teorém, ¢, (logicky vyplyva zaxiom
vyrokovej logiky), alebo ¢i je tautoldogiou vyrokovej logiky, ¢, (pravdivad pre kazda
interpretdciu jej premennych) su v dosledku uplnosti a korektnosti vyrokovej logiky
ekvivalentné problémy (pozri vetu 2.5). To znamend, ze problém, ¢i nejakd formula je
teorém, mdézeme riesit’ pomocou tabul’kovej metddy, ktord nam po konecnom pocte krokov
poskytne jednoznacnu odpoved’ na otdzku, ¢i formula, je tautologia, kontradikcia, alebo
splnitel'na (Zial' zlozitost' tabulkovej metody rastie exponencidlne s poctom vyrokovych
premennych formuly) .

Trochu zlozitej§i problém vyrokovej logiky je otadzka, ¢i formula ¢ je logickym
dosledkom mnoziny formal ®={9,,9,,...9,}, ®+¢. Tato relacia je na zdklade vety
o dedukcii 2.3 platnou vtedy, ak plati = ¢, A...A@, = ¢. To znamend, ze odvoditel'nost’ ¢ z
predpokladov @ ={@,,¢,....¢,}je prevoditelnd na ulohu v ktorej sa skiuma, ¢i formula
O, A...AQ, = ¢ logicky vyplyva zaxiom vyrokovej logiky. V tejto kapitole tento
Standardny ,,axiomaticky® pristup bude nahradeny nasledujicimi dvoma podstatne
efektivnej$imi technikami:

(1) Metdda sémantickych tabiel [1-8] (angl. semantic tableaux), ktora je zalozend na
systematickom postupe transformacie vyrokovej formuly do tvaru DNF, ktory ma
jednoduché podmienky pre kontradik¢nost’ alebo splnitel'nost’.

(2) Metoda rezolucneho principu [4,9,10], kde dana vyrokova formula je prepisana do KNF,
potom nad takto reprezentovanou formulou je aplikovany systematicky postup ,,rezolventy*,
pomocou ktoré¢ho sa dand formula neustdle zjednoduSuje. Ak sa nam podari ukézat, ze

dochadza k uplnému vymiznutiu formuly (vznika tzv. prazdny symbol [J), potom formula je

tautologia. Tento postup je pomerne dobre formalizovatelny a tvori jeden z teoretickych
zakladov jazyka Prolog pre logické programovanie.

K zjednoduseniu diskusie v tejto kapitole zavedieme rozsirenu terminologiu, ktora
z Casti uz bola pouzita v 1. kapitole: Literdl je bud’ vyrokova premenna alebo jej negécia.
Literaly st pozitivne (vyrokova premennd) alebo negativne (negéacia vyrokovej premennej).
Dva literdly st komplementdirne ak maji tvar p a —p . Konjunktivna (disjunktivna)
klauzula je konjunkcia (disjunkcia) literdlov. Disjunktivna (konjunktivna) normdlna forma
(DNF*) (KNF) je disjunkcia (konjunkcia) konjuktivnych klauzuli (disjunktivnych klauzuli).

* Disjunktivna (konjunktivna) normalna forma bola uz definovana v 2. kapitole, definicia X.X.
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Nech 4 z{x, y,u,z} je mnozina vyrokovych premennych, formule x,y,u,z su pozitivne
literaly, zatial ¢o formule —x,—y,—u,—z s0 negativne literaly. Literdly za —zsu
komplementarne. Formula x A y A—y je konjunktivna klauzula, formula xvuv—-yvz je

disjunktivna klauzula.

Konjunktivna klauzula je kontradikcia vtedy a len vtedy ak obsahuje komplementarne
literaly. Podobne, disjunktivna klauzula je tautoldgia vtedy a len vtedy ak obsahuje
komplmentarne literaly

XA—XAYA—ZA...=0

0
XV—xVvyv—-zv..=1
%K_J

1
V 1. kapitole bol prezentovany konstruktivny ddkaz toho, Ze ku kazdej Boolovej
funkcii existuje uplna DNF alebo uplna KNF Bolova funkcia. V mnohych pripadoch, tento
uplny tvar formuly je zbytocne zalozity, pouzitim jednoduchy vlastnosti konjunkcie
a disjunkcie (napr. pAp=p a pAl=p) mdézeme formulu podstatne zjednodusit’ do tvaru

DNF alebo KNF. Mézeme teda konstatovat, Ze ku kazdej vyrokovej formule ¢ existuje’ jej
DNF a KNF formula, ktora je s fiou ekvivalentnd, @ =@, resp. @ =@, -

Veta 3.1.
(1) Formula ¢ je kontradikcia vtedy a len vtedy, ak jej ekvivalentnd DNF formula ¢,,, ma

vsetky konjunktivne klauzuly také, ze obsahuji dvojicu komplementarnych literalov.
(2) Formula ¢ je tautolégia vtedy a len vtedy, ak jej ekvivalentnd KNF formula ¢,,, ma

vsetky disjunktivne klauzuly také, ze obsahuju dvojicu komplementarnych literalov.
(3) Formula ¢ je splnitel’na ak jej normalna forma (konjunktivna ¢,,, alebo disjunktivna

¢@,v-) Obsahuje asponl jednu klauzulu, ktord neobsahuje dvojicu komplementirnych
literalov.

Priklad 3.1. DNF formula @, =(—p, A—p, A p; A p,)V(=p, A—D, AD, A—p,) nie je
kontradikcia, je len splnitelnd, prvy konjunktivny ¢len neobsahuje komplementarne literaly.
Pre interpreticiu t=(p,/0,p,/0,p;/1,p,/1) pravdivostna hodnota  formule ¢ je
Specifikovana vzt'ahom v.(o,)=1. DNF formula
0, = (—|p3 ADsAD, ) Vv (—|p1 A=, APy A pl) je kontradikcia, kazdy konjuktivny c¢len
obsahuje dvojicu p, A—p,, €ize su kontradikcie, disjunkcia dvoch kontradikcii je taktiez
kontradikcia.

Priklad 3.2. Transformécia formule ¢= ( p= q) A (r % —|(r Vv —|p)) do DNF tvaru spociva

v postupnosti krokov:
(a) Odstranime ekvivalenciu, ¢, = ((p = q) A (q = p)) A (r \% —|(r \% —|p)) .

3 Poznamenajme, ze ku kazdej vyrokovej formule existuje mnoho funkcii @pyr (@xnr), ktoré si s pévodnou
funkciou ekvivaletné.
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(b) Odstranime implikacie, ¢, = ((—|p % q) A (—.q v p)) A (r \% —|(r % —|p)) .
(c) Odstranime negéciu disjunkcie, @, =((—p v g)A(=g v p))A(rv(—r A——p)).
(d) Pouzijeme distribu¢ny zakon pre odstranenie konjunkcie v podformule Specifikovane;j
Pavou zétvorkou, ¢, =((—p A=q)v(—p A p)v(gr—q)v(gA p)) A(rv (= An=—p)).
(e) Podobne odstranime konjunkciu medzi prvou a druhou zatvorkou, dvojité negacie
a prebytocné zatvorky
@05 =P =(—PA—gAT)V(—pADPAF)V(gA=gAF)V(gA D ATV
(—|p/\—|q/\ﬁr/\p)v(—|p/\p/\—|r/\p)v(q/\—|q/\—|r/\p)v(q/\p/\—|r/\p)
Vysledna formula s je DNF a je ekvivalentna s povodnou formulou ¢. Z vety 3.1 vyplyva,

ze formula ¢ je splnitelnd, prva, Stvrtd a 6sma zatvorka neobsahuju dvojicu premenna a jej
negacia, Cize celkova formula nie je kontradikciou. Existuju také interpretacia premennych

1, =(p/0,4/0,r/1), 1, =(p/1,9/1.r/1) a 1,=(p/1,q/1,r/0), pre ktoré je druha, $tvrta resp.
O0sma zatvorka pravdiva, ¢ize aj cela disjunktna forma musi byt’ pravdiva.

Funkciu @3 méZeme pouZit’ pre tvorbu ¢,,, , Roznasobenim poslednej tretej zatvorky
dostaneme

0y =((-pva)A(=gv p))A(rv(—rap))

=@ =(-0Va)A(=g Vv p)A(rv=r)A(rv p)
V pripade, ak by kazd4 disjunktivna klauzula obsahovala dvojicu komplementarnych
literalov, potom formula @knr (a teda aj @) je tautologia. Tto podmienku spliiuje len tretia
zatvorka — disjunktna klauzula, ¢ize formula ¢ nie je tautoldégia. Pomocou prvej, druhej
a Stvrtej zatvorky mozeme navrhnat interpreticie, pre ktoré je formula nepravdiva,

1,=(p/1.4/0), 1, =(p/0.9/1) a 1, =(p/0.r/0).

Priklad 3.3. Pretransformujte formule ¢=(p=¢)=(—~¢=-p) a y=—¢ do DNF
a KNF.
¢=(p=q)=(-~¢=-p)=-(-pvag)v(qv-p)
=(pr—q)v(qv-p)

Pouzitim distribu¢nych zdkonov pre disjunkciu a konjunkciu ziskame tieto ekvivalentné
formuly

Ppnr = (ﬁp)v(q)V(—uq)

Prenre {pvﬁpvq}(ﬂpquﬁq =1
1 1
podobnym sposobom zostrojime aj ekvivalentné funkcie pre y

W pwr =(pAﬂpAﬁqJV[pAqAﬁq =0
— —

0 0

Yinr = (p)/\(q)/\(ﬁq)
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Pre funkciu ¢ jej ekvivalentnd funkciu ¢,,, obsahuje vkazdej disjunktivnej klauzule

dvojicu komplementarnych literalov, ¢ize funkcia ¢ je tautologia. podobne, pre funkciu y jej
ekvivalentnd funkcia y,,. obsahuje vkaZdej konjunktivnej klauzule dvojicu

komplementarnych literdlov, €ize funkcia y je kontradikcia.

3.2 Metoda sémantickych tabiel

Metéda sémantickych tabiel bola naformulovand vr. 1955 holandskym logikom a
matematikom Bethom [1,2], ako dolezity a efektivny prostriedok pre jednoducht konstrukciu
pravdivostnej interpretacie formul nielen vyrokovej logiky, ale hlavne neklasickych logik,
pre ktoré je tato technika vlastne jedinym pristupom k ziskaniu pravdivostnej interpretacie.

ovy =P ovy (V)= oAy AV =P oy —(@AY) = —gvy
¥ ¢ - —/
P v — v [0) W
A (disjunkcia ) B (konjunkcia )
| | | I | I | |
=y =P —ovy =(0=>y) =P oAy o=y = o=y —(p=y) —» W
. ® ® -0 —
¢ v -y vy —y
C (implikacia) D (ekvivalencia)

Obrazok 3.1. Zakladné mddy tvorby binarneho stromu v metdéde sématickych tabiel. (A) Rozklad disjunkcie a
jej negacie, (B) rozklad konjunkcie ajej negacie, (C) rozklad implikacie ajej negacie a (D) rozklad
ekvivalencie a jej negacie.

Proces transformacie formuly z prikladu 3.2 do DNF tvaru moze byt reprezentovany
koreniovym stromom (nazyvany sémantické tablo), ktory uz predpoklada, ze z formuly boli
odstranené ekvivalencie a implikacie. V d’alSich krokoch postupujeme podl'a pravidiel z obr.
3.1. Aplikaciou tychto pravidiel zostrojime sémantické tablo (korefiovy strom) pre
transformaciu formuly do DNF, pozri obr. 3.2. Tie vetve stromu, ktoré obsahuju
komplementarne literaly sii oznacené symbolom 'x” a nazyvaju sa uzavreté vetve. Podobne,
tie vetve, ktoré neobsahuji komplementarne literaly st ozna¢ené symbolom 'O” a nazyvaju
sa otvorené vetve. Ak sémantické tablo obsahuje len uzavreté vetve, potom sa nazyva
uzavreté sémantické tablo, v opacnom pripade, ak obsahuje aspon jednu otvorenu vetvu,
potom sa nazyva otvorené sémantické tablo. Sémantické tablo priradené formule ¢ je
oznacené 7(o).

[lustracny priklad sémantického table je ukdzany na obr. 3.2, ktory je zostrojeny pre
formulu @, = ((—|p vg)A(—gv p)) A (r v(=ra —|—|p)) zprikladu 3.2 ktord bola uz

upravena tak, ze neobsahuje ekvivalencie, implikacie a negaciu konjunkcie alebo disjunkcie.
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Zostrojené sémantické tablo je otvorené, z coho priamo vyplyva, ze formula @3 je splnitel'na
(a teda aj formula ¢ z prikladu 3.2 ktora je s iou ekvivaletna).
Na zaklade platnosti vety 3.1 mézeme formulovat’ vetu platnu pre sémantické tabla

Veta 3.2.
(1) Formula ¢ je kontradikcia vtedy a len vtedy, ak sémantické tablo 7(¢p) je uzavreté .

(2) Formula ¢ je tautolégia vtedy a len vtedy, ak sémantické tablo 7(—) je uzavreté.

(3) Formula ¢ je splnitel’nd vtedy a len vtedy, ak sémantické tablo 7(¢p) alebo 7(—o)
obsahuje aspoii jednu uzavreta vetvu a jednu otvorenu vetvu.

Druha vlastnost’ tejto vety uzko suvisi s prvou vlastnostou. Ked’ chceme zistit, ¢i formula ¢
je tautologia, potom zostrojime sémantické tablo 7(—@), ak je toto tablo uzavreté, potom

formula —¢ podl'a prvej vlastnosti je kontradikcia, alebo formula ¢ je tautologia. Mozeme
teda konStatovat, ze v rdmci techniky sémantickych tabiel tautologi¢nost’ formuly ¢ sa zisti
tak, ze falzifikujeme tautologi¢nost’ jej negacie —@, ak je tato formula kontradikcia, potom
povodna formula ¢ musi byt’ tautologiou.

—pVg
| |
—q\Yp —qVvp
—||q pPX —g X P
mw(=rap)  PV(=rAD) m(=rap) (=rAp)
r —rvp T —rvp r —rvp —Ivp
O | X | x | O |
—=r —-r = —r
| | | |
X X 4 2

Obrazok 3.2. Sémantické tablo pre formulu ¢, = ((—.p vg)A(—gv p)) A(rv(=ra —.—|p)) z prikladu 3.2,

ktora uz neobsahuje ekvivalenciu, implikaciu a negaciu konjunkcie alebo disjunkcie. Metdda presne kopiruje
transforméciu formuly do DNF (jednotlivé kroky tejto transformécie su uvedené v priklade 3.2). Koncové
vrcholy oznadené symbolom 'x’ znamend, ze prislusna vetva stromu je uzavretd a nepravdiva (obsahuje

komplementarne literaly). Koncové vrcholy oznacené symbolom "O” znamend, Ze prislu§né vetva je otvorena
splnitelna. V tomto pripade existujii $pecifikacie premennych 1, =(p/0,4/0,r/1), 1, =(p/1.q/1.r/1) a
1, =(p/1.9/1,7/0) pre ktoré je formula pravdiva.

V ¢om spociva vyhoda sémantického tabla pred formalnymi manipulaciami
s formulou ¢, ktoré ju transformuji do DNF tvaru? Aplikacia distribu¢nych zdkonov pri
uprave formuly DNF tvaru je pomerne naro¢nou operaciou a preto je vyhodné prenechat’ ju
diagramatickej metédy konStrukcie sémantického tabla. Druhy, nemenej dolezity aspekt
konstrukcie je uzavretie tej vetvy, ktora obsahuje komplementarne literaly. Predlzovanie
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takejto vetve uz neprinasa ziadnu nova skuto¢nost z pohladu toho, ¢i dana formula je
kontradikciou alebo je splnitelna. Pripadne d’alSie vyskyty dvojic komplementarnych
literalov uz nemeni ni¢ na skutocnosti, ze dany konjunkt v DNF je nepravdivy. Preto tato
moznost’ ,,okamzitého* uzavretia vetvy pri konstrukcii sémantického tabla obvykle patri
medzi vyznamné zjednodusSenia jeho konstrukcie, celé velké podstromy v sémantickom table
mozu byt ignorované ako nevyznamné.

V 2. kapitole bola podana definicia logického dosledku formuly ¢ z mnoziny formul
(predpokladov) ® ={o,,9,,....9,} ako postupnost’ formil (o,,a,,...,a,, ), kde a,, =¢. Tato
podmienka je ekvivalentna s podmienkou @, A...AQ, = ¢, t. j. skimanim, ¢i tato formula

logicky vyplyva z axiomatického systému uvedeného v 2. kapitole. Pomocou sémantickych
tabiel je problém - @, A...A @, = ¢ formulovatel'ny vel'mi efektivne pomocou vety:

Veta 3.3. Formula ¢ je logickym désledkom mnoziny formil ® ={¢,,9,,...9,}, ®+o,

vtedy alen vtedy, ak sémantické tablo, ktorého vrchol je priradeny formule
O, A... AQ, A4, Je uzavrete.

Tato veta je priamym dosledkom skutocnosti, ze metdoda sémantického tabla je
vlastne Specificky sposob prepisu formuly do DNF pomocou operacii, ktoré su ekvivalencie
(napr. De Morganove relécie, distributivne vztahy medzi disjunkciou a konjunkciou a pod.).
Cize mozeme konstatovat, Ze pre dant formulu ¢ je prepis na @pyr je &isto syntakticky
pristup, ktory nepouziva ziadne sémantické interpretacie.

3.2.1 Konstrukcia tautologického vyplyvania pomocou sémantickych tabiel

Prvl ulohu, ktorti budeme riesit’ v tomto aplikacnom odseku kapitoly, bude uloha zostrojit’
pomocou sémantickych tabiel mnozinu interpretacii pre tedriu ®@ = {(pl,(pz,..., (pn}

[[d)ﬂ ={1,,75,00s 7, }

Danu ulohu riesi nasledujtca veta

Veta 3.4.
Interpretacie z mnoziny [[CD]}:{Tl,z'z,...,ra} su uréené pomocou otvorenych vetvi

sémantického tabla 7 (¢, A@,A...A¢,). Kazdej otvorenej vetve modzeme priradit

interpretaciu 1 € [@], pre ktort su vSetky literaly na danej vetve pravdivé
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=9 =-pvq

=>r)=—pvr
P q
SRS
f\\@,g? ?\\@ u‘\\@ 7\\6%/

Obrizok 3.3. Sémantické tablo T((p =>q)r(g= r)) pre teoriu ® ={p =g, p=>r}, v tomto pripade kazda

vetva je otvorend, ¢ize mézeme k nej priradit’ interpretaciu t;, pre i = 1, 2, 3, 4.

Priklad 3.4. Uvazujme tedriu @ = { p=>q.p= r} , nasim cielom bude zostrojit mnozinu
modelov [@]. Podla vety 3.4 zostrojime sémantické tablo pre konjunkciu formul z teodrie
@, ktoré je zndzornené na obr. 3.3.
Tedria @ ma Styri interpretacie, pre ktort su vsetky formuly pravdivé
T, =(0.##), 1, =(0,#1), 1, =(0,L.#), T, =(#11)
kde symbol '# znamend lubovolny znak 0/1. Lahko sa presved¢ime, ze pre takto
Specifikované interpretacie, obidve formuly z tedrie @ su pravdivé.

Ak pozname mnozinu modelov [®], potom mdzeme upriamit’ naSu pozornost’ na
konstrukciu funkcie ¢, ktord je pravdiva pre kazdu interpretaciu 1T e[D], t. j. je
tautologickym dosledkom tedrie @ . Definujme premenné pre danu interpretaciu
T=(1,Ty0e0 T, ) €[ D]

p. (akt, =1)
P =1-p, (akt,=0) (3.1)
1 (ak t, =#)
Potom mézeme definovat’ konjunktivnu klauzulu (pozri (2.6))
Vo(ProPos2) = PO AP A A YY) (3.2)
Pomocou tejto klauzuly definujme vysledna funkciu
(p(pl,pz,...,pn)z\/pl(T)/\pgr)/\.../\pff) (3.3)

reI(DI
ktora je pravdiva pre kazdu interpretaciu t e[D]
(Vrel®@])(val, (¢)=1) (3.4)
Tymto sme dokézali, Ze funkcia (3.3) je tautologicky dosledok tedrie @, t.j. D F .

Veta 3.5.
Ak teoria @ = {(pl,(pz,...,(pn} je konzistetna (ma model, [®]# <), potom mdzeme zostrojit’

pomocou (3.3) taku formulu o, ktora je tautologickym dosledkom tedrie @, @ F .
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Priklad 3.5. Budeme pokracovat v d’alSom rieseni prikladu 3.4. Pomocou formuly (3.3)
a interpretacii t;, pre i = 1, 2, 3, 4, ktoré boli zostrojené v priklade 3.4 zostrojime formulu

o(p.q.r)=(=p)v(=prr)v(-prg)v(gnrr)
:(ﬁp)A(lvrvq)v(q/\r)

1
=(—p)v(gar)=(p=qnr)
Tato  formula  tautologicky  vyplyva  zpredpokladov  obsiahnutych v teorii
o= { p=>q,p= r}
{p:q,p:r}l:(p:q/\r)

e —(evy)=P —or—y NS SRONY —(QAY) =P —pv—y
) AN N ik
v oy oV 9
A (disjunkcia ) B (konjunkeia )
o L L
0=y = —pvy (=) =P pry o=y o=y —(o=v) —(p=y)
| VAN VAN N
oy ¢ v —¢ ¢ o -0
v vy vy
C (implikacia) D (ekvivalencia)

Obrazok 3.4. Zékladné mody tvorby binarneho stromu v metdde dudlnych sématickych tabiel, kde jednotlivé
mody tvorby stromu su ziskané z obr. 3.1 zdmenou modov medzi konjunkciou a disjunkciou. (A) Rozklad
disjunkcie a jej negacie, (B) rozklad konjunkcie a jej negécie, (C) rozklad implikécie a jej negécie a (D) rozklad
ekvivalencia.

3.2.2 Metéda dualnych sémantickych tabiel

Ukazeme, ze metodda sémantickych tabiel moze byt formulovana aj alternativne tak, ze vedie
ku konstrukcii formuly v KNF; tento pristup budeme nazyvat dudlne sémantické tabla.
Nech ¢ je formula vyrokovej logiky, potom dudlne sémantické tablo 7° ((p) je Specifikované

pravidlami z obr. 3.5, ktory vznikol z obr. 3.4 tak, Ze médy predlZzovania z tohto obrazku su
zamenené medzi disjunkciou a konjunkciuu. Kazdd vetva dudlneho sémantického tabla
reprezentuje jednu disjunktivnu klauzulu z ¢, , ak ddme do vzijomnej disjunkcie
postupnost’ literdlov ktord sa vyskytuje v danej vetve zostrojime jednu zmnoZnych
disjunktivnych klauzal. Podobne ako pre normélne sémantické tabld, ak dané vetva dudlneho
tabla obsahuje dvojicu komplementarnych klauzul, potom tato vetva sa nazyva uzavretd,
v opacnom pripade sa nazyva ofvorend, poznamenajme, ze uzavreté a otvorené vetve tabla
budu oznacené symbolmi "x” resp. ‘O’". Ak vietky vetvy dualneho sémantického tabla 7 (o)

su uzavreté, potom dudlne sémantické tablo sa nazyva uzavreté, v tomto pripade kazda
disjunktivna klauzula obsahuje dvojicu komplementarnych literalov, ¢ize je pravdiva, potom
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je pravdiva aj celkovd konjunkcia klauzul v ¢,,,. Opakom uzavret¢ho sémantického

dualneho tabla je otvorené dualne sémantické tablo, ktoré obsahuje aspon jednu otvorenu
vetvu. Na zaklade platnosti vety 3.1 mézeme formulovat’ vetu platnu pre dualne sémantické
tabla (ktora je ,,dudlna“ k vete 3.2).

Veta 3.6.
(1) Formula ¢ je tautolégia vtedy a len vtedy, ak dudlne sémantické tablo 7 (@) je uzavreté.

(2) Formula ¢ je kontradikcia vtedy a len vtedy, ak dudlne sémantické tablo 7 (o) je
uzavrete.
(2) Formula ¢ je splnitel’nd vtedy a len vtedy, ak dudlne sémantické tablo 7 (¢) alebo

T (—mp) obsahuje aspon jednu uzavretd vetvu a jednu otvorenu vetvu.
¢
E=g)Nrv—(rv—p))
E=>9Ag=p)Nrv(=rAp))

(=pvAN—qvp)NIVv(—rAp))

—pvq —gvp rv(—rap)
—|p ' ¥
O O
—r p
X O

Obrazok 3.4. Znazornenie dudlneho sémantického tabla formuly ¢ =(p=g)A (r v(rv —|p)) . Kazda vetva

reprezentuje jednu disjunktivnu klauzulu z @ =(—pvg)A(—gv p)A M A(rv p), pricom sme

ponechali len tie disjunktivne klauzuly, ktoré su reprezentované otvorenymi vetvami.

Studujme formulu ¢ = ( pP= q) A (r Y —|(r Y —|p)) , jej KNF bola zostrojend v priklade
32 9=y =(—pVvg)A(—gVv p)A(rvp). Ztohto tvaru formuly ¢ vyplyva, Ze je
nepravdiva pre interpretacie t, =(1,0,#), t, =(0,1#) a 1, =(0,40). Dudlne sémantické
tablo 7 (¢) priradené formule ¢ je znazornené na obr. 3.6.

VysSie uvedené tri interpretacie mdzeme l'ahko zostrojit’ pomocou otvorenych ciest
dudlneho sémantického tabla zobrazeného na obr. 3.4. Pre dant otvorent cestu urobime
zoznam literalov, ktoré sa na nej vyskytuji. Potom i-t4 komponenta interpretcie T je urena
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LG
T, =40 (l,- = xl.)
# (Ii sa nevyskytuje v ceste)

—|Xi)

Pomocou takto ziskanych interpretdcii mdézeem zostrojit model, ktory nam falzifikuje
predpoklad tautologi¢nosti formuly ¢.

Priklad 3.6. Pomocou duidlneho sémantického tabla dokazte, Ze formula
o=(p=4q)A(p=—g)= —p je tautologia, pozri obr. 3.5.
¢

E=>PANp=>—q)=—p
((=gNp=>—9))v—p
—(p=q)v—~(p=>—q)v—p

—(p=9)
4

Obrazok 3.5. Znadzornenie dudlneho sémantického tabla formuly (nazyvanej reductio ad absurdum)
o=(p=q)A(p=—q)=—p, jej dudlny tvar je p=(pv—g)A(pvg)=—p . Duilne sémantické tablo je

uzavreté, potom formula ¢ je tautoldgia.

3.3 Rezolu¢ny princip

V predchadzajucej cCasti tejto kapitoly sme Studovali metodu sémantickych tabiel, ktora je
aplikovatel'na k vyrokovym formulam tak v DNF, ako a v KNF tvare. Bolo ukazané, ze
systematickym postupom tejto metddy je mozné rozhodntit’ ¢i dana formula je kontradikcia,
tautologia alebo je len splnitel'na. Podobny alternativny pristup je rezolucny princip, ktory
pomocou systematického postupu nad KNF formulami rozhodne ¢i dand formula je
kontradikcia alebo je splnitel'na [4,9,10]. Nech ¢ je vyrokova formula s premennymi p, g, 7,..
Jej KNF je ekvivalentnd formula, ktord obsahuje konjunkciu disjunktivnych klauzul

Qv =(—pVv—pVv.)A(pv—gv..).. , kde kazda zatvorka reprezentuje disjunktivnu

klauzulu. Jednotlivé disjunktivne klauzule ozna¢me B,C,...,U , potom
Qg EBACA..AU (3.5
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PretoZze konjunkcia je komutativna a asociativna logickd spojka, nezdlezi na poradi
a zatvorkovani jednotlivych disjunktivnych klauzil v formule ¢,,,., preto tito formula je

jednoznaéne zadand mnozinou svojich disjuntivnych klauzul
T,={B.C,..U} (3.6)

Veta 3.7. Ak je formula ¢ splnitelna, potom mnoZina T :{B, C..U } obsahujuca jej

klauzuly je konzistetna (tieZ sa pouzivame termin splnitelnd).

Z tejto vety vyplyva, ze ak pre formula ¢ existuje takd interpretacia T jej premennych, ze
val,(¢)=1, potom aj pre mnozinu (5.2) plati val, (B)=val (C)=...=1, Co skratkovito

zapisujeme val, (T(p) =1.

Definicia 3.1. Formula C =C/v C, sa nazyva rezolventa disjunktivnych klauzal C, =C/ v/
a C,=C,v—lvzhladom k literélu /, C =res,(C,,C,).

Je evidentné, ze (a) rezolventy vzhladom kliterdlom [/ a —=/ si rovnaké,
res,(C,,C,)=res; (C,,C,) a(b) ak C; a C; st klauzule, potom aj ich rezolventa je taktiez

klauzula.

Veta 3.8. (Metoda rezolventy). Nech B a C st dve disjunktivne klauzuly tvaru B=B'v/ a
C =C"v—l,kde/je literal, potom plati
(B'VI)A(C'v—l)=(B'v () (3.7)

Dokaz formuly mozno vykonat pomocou tautoldgie (nazyvanej hypoteticky sylogizmus
alebo

tranzitivita implikicie) (p=g¢)A(q¢=r)=(p=r), vhodnym prepisom (pomocou

substitucii) tejto formuly dostaneme priamo formulu (3.7).

Veta 3.9 (Dosledok vety 3.8). Nech ¢=AA(B'VI)A(C'v—l) je vyrokova KNF formula,

kde 4, B’, C’ su jej podformuly a/ je literal, potom konjunktivne roz$irenie ¢ o rezolventu
(B'v (') je ekvivalentné s povodnou formulou ¢

¢'=(pA(B'vC)) (3.8)

Aplikaciou jednoduchého zikona (tautologie) vyrokovej logiky (p=¢)=(p=pnrgq) na
(3.7) dostaneme

(B'vl)/\(C'v—J)E(B'vl)/\(C'v—J)/\(B'vC') (3.9
Tato formula je uz totozna s (3.8). Veta 3.13 ma jednoduchi mnozinovo-teoreticku

interpretaciu. Ako uz bolo povedané, kazda formulu ¢ v KNF tvare moézeme chépat’ ako
mnozinu jej disjunktnych klauzuli (pozri (3.5) a (3.6)) . Ak je formula ¢ splnitel'na, potom aj
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prislusna mnozina T, je splniteI'nd. Podl'a vety 3.13 dokonca plati, ze formule z mnoZin 7, a
T, U{B'v C'} st pravdivostne ekvivalentné, formalne, val, (T(p) =val, (T(p U{B'v C’}) :

Veta 1.13 ma jednoduchu diagramaticku interpretaciu, formulu (3.8) moZeme
ekvivalentne prepisat’ do tvaru
P=XA(B'VI)A(C'v=l)=X A(B'VC')

jej diagramatickad interpretacia je znazornena na obr. 3.6.

? o
X I X'=XABAC
B=B'vI BvC”
C=C'v—l

Obriazok 3.6. Diagramaticka reprezentacia vety 3.8, formuly (3.8). Cavy diagram reprezentuje povodnu formulu
@=XABAC, kde X je konjunkcia disjunktivnych klauzul, B a C st vybrané disjunktné klauzuly, ktoré

obsahuju dvojicu vzdjomne komplementarnych literdlov. Aplikovanim formuly (3.8) dostaneme pravy diagram,
ktory je predizeny o jeden vrchol reprezentujuci rezolventu klauzil B a C, t. j. formulu B" v C".

Nech 7 je mnoZina disjunktnych klauzal T ={4,B,C,U,..}, symbolom R(T)

ozna¢ime mnozinu 7 rozSireni o vSetky mozné klauzule, ktoré vznikni rezolventou
vhodnych dvojic disjunktnych klauzul z 7, zavedieme oznacenie:

R(T)=TUres(T.T) (3.10a)
R(T)=T (3.10b)
R(T)=R(R™(T)) (=1.2.3,.) (3.10c)

kde res(T T ) je mnozina vSetkych moznych rezolvent, ktoré sa daja vytvorit’ z klauzul
patriacich do mnoziny 7. Napriklad, nech T ={avb,—avb—bv—c,c}, potom
I"eS(T,T) = {b,av—|c,—|av—|c,—|b} .
Je prirodzené ocakavat, ze existuje taky index n, Ze plati

R (T)=R"(T)=R"(T)=R"*(T)=... (3.10d)
Existencia ,,stabilnej mnoziny R* (T ) vyplyva zo skutoCnosti, ze operadcia rezoloventy
v podstate zjednodusuje formule v mnozine 7, toto zjednodusovanie nemdze prebichat’ bez
ohraniCenia, po urCitom momente zvicSovanie mnoziny sa musi zastavit, d’alSie aplikacie
aplikacie ,,operatora“ R uz nevedu k tvorbe novych klauzal.
Veta 3.10 (Robinsonov rezolu¢ny princip). Formula ¢,,,, = BACA...AU je kontradikciou

vtedy a len vtedy, ak R*(T') obsahuje prazdnu formulu CJ.

Nech formula ¢, = C AC, AC, obsahuje klauzule C, =/ a C, =—/, potom ich
konjunkcia C, A C, =/ A=l je kontradikcia, €iZe aj povodna formula ¢, =CAC, AC, je

kontradikcia (tato vlastnost’ nezavisi od tvaru podformule C). Rezolventa klauzal C, =/ a
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C, = =/ mozZe byt formalne vyjadrend pomocou prazdnej formuly (1. Podl'a vety 3.12 potom
plati @, =C Ares, (C1 /\Cz) =(C AO. To znamenda, ze ak sa nam priebehu konStrukcie
R’ (T ) objavi prazdna formula [], moze proces konstrukcie predcasne ukoncit’ so zaverom,

ze formula @,,, = C A C, AC, je kontradikcia.

Jenoduchym doésledkom vety 3.14 (Robinsonovho rezolu¢ného principu) je
podmienka, kedy je funkcia ¢ tautologia.
Dosledok vety 3.11. Formula ¢ je tautoldogia vtedy alen vtedy, ak R*(Tﬁq,), kde

T,={B,C,..U} je mnozina disjunktivnych klauzal formuly (—¢) . =BACA..AU,
obsahuje prazdny symbol [.

Robinsonov rezolu¢ny princip je teoretickym zakladom rezolventovych metod dokazu
tautologi¢nosti formul alebo nekonzistentnosti mnoziny disjunktivnych klauzal. Jeho
pouzitie bude ilustrované prostrednictvom ilustracného prikladu sumarizovaného v tab. 3.1..

Tabul’ka 3.1. Postupnost’ rezolvent klauzal z mnoziny T v priklade 3.7

# klauzula | rezolventa # klauzula | rezolventa
1 av—b 15 a (5,8)
2 bv —c 16 a (6,7)
3 —a 17 a (1,11)
4 avce 18 a (1,13)
5 av—c (1,2) 19 0 (3,9)
6 —b (1,3) 20 0 (3,14)
7 avb (2,4) 21 0 (3,15)
8 c 3.4 22 ] (3,16)
9 a (1,7) 23 a (4,10)
10 —C (2,6) 24 a (4,12)
11 b (2,8) 25 m (6,11)
12 —C (3,9 26 0 (6,13)
13 b (3,7) 27 m (8,10)
14 a 4.,5) 28 0 (8,12)

Priklad 3.7. Pomocou rezoluénej metody zistite, ¢i mnoZina T ={av —b,bv —c,—a,av c}
je konzistentna. Mnozina formul 7 je konzistentna vtedy, ak jej formule spojené pomocou
konjunkcil, @ =(av—=b)A(bv—c)a(—a)a(ave), tvoria splnitelnd  formulu.

Jednotlivé rezolventy klauzul su uvedené v tab. 3.1. Aplikovanim vety 3.12 dostaneme tato
postupnost’ mnoZin:
R’ (T) =T = {av—|b,bv—|c,—|a,avc} ,
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1(T) RO( )u{avﬁc,—‘b,bva,c},

(T)=R(T)w{ab.~ef,
(T)=R(T)=R(T)w {1}

PretoZze mnozina R* (T ) bsahuje prazdnu formulu [J, mnozina formal T je nekonzistentna.

R
R
R

Z tohto ilustratného prikladu vyplyva, ze pouzitie Robinsonovho rezolu¢ného
principu (veta 3.13) je pomerne pracne. Preto sa hl'adali d’alSie moznosti, ako tento pristup
dalej zjednodusit, aby sa stal efektivnou metdodou na kontrolu ¢i dana vyrokova formula
v KNF je kontradikciou alebo je len splnitelnou. V nasledujucej Casti tejto kapitoly ukazeme
metddu, ktora podstatne urychl'uje pouzitie Robinsonovho rezolu¢ného principu. Ziskame
odpoved’ nielen na otazku, ¢i dana KNF formula (alebo mnozina T obsahujica klauzule) je
splnitelnd (konzistetna), ale pre splnitelné formule ndm umozni taktiez najst’ Specifikacie
premennych, pre ktoré su prislusné klauzule pravdivé.

Nech T je kone¢na mnozina klauzul. Zvolime si jednu vyrokova premennu (oznac¢ime
ju p), ktora je obsiahnuta v niektorych klauzulach. Potom mnozinu 7 vzhl'adom k premennej
p rozdelime na tri disjunktné podmnoziny:

(1) Podmnozina T ( p)je zlozena z klauzul, ktoré neobsahuju premenn p,
(2) podmnozina T, ( p) je zloZena z klauzul obsahujtcich pozitivau premennu p,

(3) podmnozina T, p) je zlozena z klauztl obsahujucich negativnu premenni —p .

Ostatné mozné pripady su ignorované ako nepodstatné. Tak napriklad, ak klauzula obsahuje
dva alebo viac vyskytov premennej p, potom v dosledku idempotentnosti disjunkcie tieto
d’alsie vyskyty moézu byt ignorované. Podobne, ak klauzula sticasne obsahuje tak pozitivnu
ako aj negativnu premennt p, tak v dosledku tautologic¢nosti disjunkcie pv—p celd dana

klauzula méze byt eliminovand z mnoziny 7. Nech mnoZina T, ( p) =res, (7} ( p),T2 ( p))
obsahuje vSetky rezoltcie vzhl'adom k premennej p, ktoré je mozZné vytvorit' z mnozin T, ( p)
a T,(p). Mnozina T(p)=T,(p)UT,(p)je zlozend z povodnych klauzal T neobsahujicich

premennu p azo vSetkych moznych rezolvent vzhl'adom k premennej p. Podotknime, Ze
klauzuly z mnoZiny T (p) uZ neobsahuju premennu p.

Veta 3.12. Mnoziny klauzal T je konzistentna vtedy alen vtedy, ak je konzistentna aj
mnozina T (p), pri¢om majt spoloény model.

(1) = Nech mnozina T je konzistentna, potom existuje takd interpretacia premennych t , ze
pre kazdi klauzulu CeT plati val (C)=1. Pre klauzule CeT(p) tato vlastnost

automaticky plati ak CeT,(p). Predpokladajme, Ze klauzula CeT,(p), tj. bola
vytvorend rezolventou dvoch klauzal AeT,( p) a BeT, ( p), pre ktoré plati
val (A)=val (B)=1. Nech plati A=4"v p a B=B'v—p, potom rezolventa C=4'v B'.
Predpokladajme. e val (p)=1, potom val (p)=0, ¢&ize val (B')=1. Naopak,
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predpokladajme, 7e¢ val (p)=0, potom val (A")=1. Tymto sme dokézali, Ze aspoii jedna
z disjunktnych zloziek rezolventy je pravdiva, z ¢oho vyplyva val, (A' v B') =1. Tymto sme

dokazali, Ze pre kazdu rezolventu C e T,, (p) plati val (C)=1.

(2) < Nech mnozina T ( p) je konzistentna pre interpretaciu premennych 1, t.j. pre kazda
klauzulu Ce i’(p) plati val, (C) =1 . Vpripade, Ze klauzula CeT] (p) , potom
automaticky plati aj CeT. Predpokladajme, Ze klauzula CeT, ( p) , tj. vznikla
rezolventou dvoch klauzal AeT(p) a BeT,(p), ktoré maju tvar A=A'vp a
B=B'v—p. Podobnou diskusiou ako v prvej Casti dokazu zistime, Zze klauzuly 4 a B st
pravdivé pre 3Specifikaciu t val (4)=val (B)=1. Tymto sme dokézali, 7e ak klauzule
zmnoziny T (p) st pravdivé pre $pecifikaciu t, potom pre rovnaku $pecifikdciu st pravdivé

aj klauzule z T, ¢o bolo potrebné dokazat'.
Vetu 3.15 pouzijem pre ndvrh efektivnej stratégiu pre zistenie, ¢i mnozina klauzal T

je konzistentna. Nech jej klauzuly obsahuju premenné { Dy Daseees pn} , potom z mnoziny T
postupne zostrojime postupnost n mnozin T (p,), T(p,)..... T(p,). Konzistentnost (alebo

nekonzistentnost) koncovej mnoziny 7T(p,) implikuje podobni vlastnost pdvodne;j

mnoziny 7. Vyhoda pouzitého postupu spociva vtom, Zze urCenie konzistentnosti
(nekonzistentnosti) koncovej mnoziny T (Pn) je uz trividlny problém. Ak je mnoZzina

T ( pn) (obsahuje symbol [J), potom pdvodna mnozina 7 je nekonzistentna. V opacnom
pripade, mnozina T ( pn) je neprazdna, jej klauzule uz nie su schopné rezolu¢ného procesu,

pomocou ich tvaru je mozné urcit’ Specifikaciu t pre ktoré je mnozina T konzistentna.

Priklad 3.8. Dok4zme konzistentnost mnoziny T ={pv q,rv q,—r,—p}.

1. krok, premenna p: T (p) = {rv q,—m} , T, (p) ={ v q} , T, (P) = {_'P} » T (p) = {q} ’

T(p)=T,(p)T.(p)={rva.—raq}

={a}. T(r)={rva}, T.(r)={-r}, T, (r) = {4}
T(r)=T,(r)VT,(r)=1{q}

Potom mnozina T(r) je konzistentna pre $pecifikéciu t=(p/?,¢/1,7/?), kde premenné p

2. krok, premenna r: T, (r)

a r mozu mat’ 'ubovolné pravdivostné hodnoty. Postupny proces konstrukcie mnozin 7y, 7},
T, a Ty, pre rozne vybery premennych p ar je znazorneny v tab. 3.2. Prvy riadok tabulky
obsahuje formule zmnoziny 7. V druhom riadku (oznafeny premennou p) prebicha

konstrukcia mnoziny T (p)=T,(p)uT,(p)={rvg.—r.q}, jednotlivé formule tejto
mnoziny st vtomto riadku neoznacené binarnou Cislicou. V tretom riadku (oznacenom
premennou 7) prebicha konstrukcia mnoziny T (r) =T, (r) uT, (r) = {q} , ktorou konci

proces Stidia konzistentnosti mnoziny 7.
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Tabulka 3.2. Tabulka pre riesenie prikladu 3.8

pvq rvg —r —p
p 1 0 | g
r 1 0
q 1

Interpretaciu t premennych p, g a r, pre ktortl je mnozina 7" konzistetna, ndjdeme pomocou
tabulky 3.2 tak, ze postupne, idic sprava - dolava, jednotlivé premenné ohodnocujeme
pravdivostnymi hodnotami tak, aby formuly, v ktorych sa vyskytuje dand premenna boli
pravdivé. V prvom kroku ohodnotime val(g) = 1, potom p = r = 0. Lahko sa presved¢ime, ze

pre tito interpreticiu premennych t=(p/0,q/1,7/0) vietky klauzule ztabulky 3.2 si
pravdivé.

pvq rvg —r av—b bv—c —a avc

r q rvg —r a —b  bv—c c

r q q b —|Ic/c

q q q c ]
7| @ T ©
A B

Obrazok 3.7. Grafické znazornenie tabuliek 3.2 ( diagram A) a 3.3 (diagram B). V kazdom diagrame vysledok
procesu je oznateny krazkom. V pripade diagramu A, krizok obsahuje premenni g, potom mnozina T je

konzistentnd pre interpreticiu T = ( p / 1,9 / 1, r/ 1) (len premenna g je zafixovand, ostatné premenné st volné).

Podra diagramu B, mnozina T je nekonzistentna (kontradiktorna), obsahuje prazdny symbol 0.

Priklad 3.9. Dokazte nekonzistentnost mnoziny 7 = {a v —b,bv —c,—a,av c} (pozri priklad

5.1).
Tabul’ka 3.3. Tabulka pre rieSenie prikladu 3.7

av—=b | bv—c —a ave
a 1 0 1 b c
b 1 0 —C
c 1 0 O ‘

1. krok, premennd a: T, (a)={bv —c}, T,(a)={av —b,avc}, T,(a)
1, (a)z{ﬁb,c}

I

——
d
Q

3
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7()=T, (c)T, ()= ()
Tymto sme dokazali, ze mnozina T je nekonzistentna. Podobne ako v predchadzajucom

priklade, proces je vizualizovany tabulkou 3.3. Proces znazorneny v tabulkach 3.2-3 je
graficky zndzorneny na obr. 3.7.

3.3.1 Metdda dualnej rezolventy

V prvej Casti tejto kapitoly bola prezentovand metoda sémantickych tabiel v dvoch verziach.
Prva Standardnd verzia je zaloZena na formulach v tvare DNF, ak sémantické tablo je uzavreté
(kazdé vetva obsahuje dvojicu komplementarnych literalov), potom formula je kontradikcia.
Druhé dudlnej verzia vyuziva formuly v tvare KNF, ak dudlne sémantické tablo je uzavretg,
potom formula je tautologia. Tieto dve verzie sémantickych tabiel st zalozené na dualite
medzi disjunkciou a konjunkciou.

Standardna verzia rezolventy prezentovana v podkapitole 3.3 je zaloZena na KNF
formuléach. Pouzity pristup je zaloZzeny na postupnom rozsirovani skimanej KNF formuly na
ekvivalentny KNF tvar, ktory vznikol pridanim novej disjunktivnej klauzuly vzniknutej
rezolventou z inych dvoch klauzul, ktoré maja spolo¢ntl dvojicu komplementarnych literdlov
(pozri formuly (3.11) a (3.12)). Ak tymto postupom zostrojime taku ,,rozSirenu* formulu
obsahujucu dve elementarne klauzuly obsahujtice po jednom literale, ktoré su vSak vzajomne

komplementérne, rezolventa tychto dvoch klauzal produkuje ,,prazdny* symbol O=(/A—l).

Z tejto vlastnosti, existencie prazdneho symbolu [J (symbol reprezentuje konstantu vyrokove;j

logiky ,nepravda®“, ktord je v konjunkcii s ostatnymi klauzulami formuly), bezprostredne
vyplyva, ze skimana KNF formula je kontradikcia (alebo jej negécia je tautologia).

Podobnt analogiu aké existuje v metdde sémantickych tabiel, moéZeme hladat’ aj
v metdde rezolventy, ukdZzeme modifikdciu metddy rezolventy zalozenej na DNF funkciéch,

pricom prazdny symbol [l= (l v =l ) reprezentuje konsStantu vyrokovej logiky ,,pravda®. Ak

sa nam podari ukazat’, ze pri postupnom aplikacii metédy dudlnej rezolventy vznika tento
prazdny symbol, potom skimana DNF formula je tautologia.

Definicia 3.2. Formula C*” = C/ A C} sa nazyva dudlna rezolventa konjunktivnych klauzul
C,=C/ Al a C, =C; A=l vzhladom k literalu I, C*” = res;”" (C,,C,).

Teoretickym zédkladom metddy dudlnej rezolventy je modifikacia vety 5.3

Veta 3.13. (Metéda duilnej rezolventy). Nech B a C si dve konjunktivne klauzuly tvaru
B=B'vlaC=C"v-l,kdel]je literal, potom plati
(B'Al)V(C'A=l)=(B ALV (C A=l) V(B AC) (3.11)

Podobne ako v predchadzajicom, tato veta sa 'ahko dokaze ako dosledok "dualnej" formuly
(B'Al)v(C'A=l)= (B 'AC") (pozri vetu 3.8) pomocou tabulkovej metody. To znamena,

ze modzeme zostrojit’ alternativnu tedriu rezolventy (dualnej rezolventy), ktord je zalozena na
vyrokovych formuléch v tvare DNF, t. j. mnozina 7 nad ktorou prebiecha metoda rezolucie,
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obsahuje konjunktivne klauzule; ak sa nam v jeho priebehu objavi prazdny symbol [J, potom
formula je tautoldgia.

Veta3.14. Nech metodu dualnej rezolucie aplikujeme na formulu ¢, ak sa v priebehu jej
vykonavania objavi symbol [, potom tato formula je tautologia.

pPA—q gn—r —p r

p |pA—q P

q —q gA—r

Obrazok 3.8. Diagramatické znazornenie metddy dudlnej rezolventy, ktord je aplikovand na funkciu

Qupr =(PA—q)Vv(qgAa—=r)v(=p)vr. Vprocese aplikicie tejto metody vznikol préazdne symbol O, Gize

formula je tautologia.

Priklad 3.10. Dokazte pomocou metdédy dualnej rezolventy, ze formula hypotetického
sylogizmu
q):((p:>q)/\(q:>r)):>(p:>r)
je tautoldgia. Formulu ¢ prepiSeme najprv do tvaru DNF
Ppnr :(p/\—|q)v(q/\—|r)v(—|p)vr
Mnozina 7 ma potom tvar
T = {p A—q,q /\—|r,—|p,r}
Na obr. 3.8 je ukazané, Ze v priebehu aplikacie dudlnej rezolu¢nej metdody sme dospeli
k symbolu [, t. j. formula ¢ je tautologia.

3.4 Vzt'ah medzi rezoluénym principom a sémantickymi tablami

Vztah medzi rezoluénym principom asémantickymi tablami budeme ilustrovat’
jednoduchymi prikladmi, takto ziskané zavery pokusime sa generalizovat' tak, aby mali

vieobecnu platnost. Uvazujme formulu ¢=(p=>¢)=(—g=—p), pomocou aplikacie

rezolu¢nej metdody dokazeme, ze tato formula je tautoldgia. PrepiSeme formulu —¢ do KNF
tvaru,

—¢==((p=4q)=(~4=-p))
(p=q)A=(-g= )
(-pva)r—(qv-p)
(-pva)r(=a)A(p)

(3.12)
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Tedria T obsahuje jej disjunktivne klauzuly
T,={-»vq—qrp (3.13)
Pomocou vety 3.15 I'ahko ukézeme, Ze formula —¢ je kontradikcia (formula ¢ je tautoldgia)

ak proces opakovanej aplikacie rezolu¢ného principu vedie ku vzniku prazdneho symbolu O,
pozri obr. 3.9.

Obriazok 3.9. Aplikacia rezoli¢neho principu k mnozine (3.13) klauzal T

—

.» proces aplikacie je ukonceny

vznikom prazdneho symbolu, t. j. formula ¢ je tautologia.

—¢

E=9r~(-g=>-)
(ﬂpvq)/l\(ﬂq)/\(p)
—pvq
=g~
D
—-p q
X X
Obrazok 3.10. Sémantické tablo 7 (—¢) pre formulu ¢=(p=> g)=(—g= —p). PretoZe toto tablo je

uzavreté, potom formula @ je tautologia.

Pomocou metody sémantickych tabiel dokazeme, 7e formula
o=(p=4q)=(—g=—p) je tautologia, t. j. ukazeme, Ze sémantické tablo 7 (—o) je
uzavreté, pozri obr. 3.10.

Porovnanim obr. 3.9 a 3.10 zistime, Ze medzi metédou sémantickych tabiel a metodou
rezoluéného principu existuje urcita pribuznost’. V prvej etape tejto konstruktivnej ilustracie
upriamime nasu pozornost na vznik disjunktivnych klauzal zformuly —¢, t. j. na

konstrukeiu mnoziny T . Tento proces je najlepSie zvladnutelny pomocou sémantickych

tabiel, kde vytvaranie disjunktivnych klauzil méa jednoduchu diagramaticku interpretaciu
predlzovania tabla len pomocou konjunkcie (t. j. nedochadza k vetveniu tabla ako dosledku

predlZzovania pomocou disjunkcie) . Ak polozime (ﬂ(p) =BACA..AU,kde B, C, ..., Usu

disjunktivne klauzuly formuly —¢, potom prva Cast’ (hornd) tabla je zndzornend na obr. 3.11.
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T = {disjunktivné klauzuly}

Obrazok 3.11. Diagramatické znazornenie tvorby hornej Casti sémantického tabla 7° (—mp) , ktora obsahuje len

disjunktivne klauzuly, t. j. nevetvi sa, je stale linedrne.

- -
pb=q p=q :
q=r q=r |
PR |
—pvq —pVvq =
D e res (—pvq,p)
—&]}/)r T, ﬁq;r T, x P
—r —r ' _'q Y
q=res, (—pvap) 7 p - —g i’ = resq(—ﬂvr, q)
X =
) N i
r=res(=qVr,q) X x EI = res (—rr)

U=res (—rr)

A B C

Obrazok 3.12. Pouzitim metdd rezolu¢neho principu (diagram A) a metédy sémantického tabla (diagram B)
budeme $tudovat formulu ¢ = (( p=q)r(g= r)) = (p=r), & je alebo nie je tautologiou. Prepiseme

negéciu tejto formuly —¢ do KNF tvaru, (=9),.. =(-pVvq)A(—=gvr)a(p)A(=r). Tito formulu mézeme
pouzit’ pre tvorbu hornej Casti sémantického tabla, kde jednotlivé disjunktivne klauzuly (oznacené symbolom
T ,) su umiestnené linearne pod sebou. Diagram A znazorfiuje diagramatickl interpretaciu metody rezoluéného

principu a diagram B znazornuje diagramatick(l reprezentaciu sémantického tabla. Diagram C je ilustraciou
ekvivalentnosti medzi metédou rezoluéného principu a sémantického tabla, pouzitim predlZzovania tabla
pomocou vetvenia dostavame linearne sémantické tablo, ktoré je totozne s diagramatickou interpretaciou
rezolu¢ného principu.

Po ukonceni prvej etapy konstrukcie sémantického tabla, ked poznadme mnozinu
(teorin) T, ={B,C,...,U }, mdzeme pristipit’ k druhej etape stanovenia kontradik¢énosti

formuly —¢. K tomuto cielu moézeme pouzit' bud’ metdédu sémantického tabla alebo metddu
rezolu¢ného principu. Ak pouzijeme metodu sémantického tabla, potom pouzita technika je
zaloZzena na predlzovani tabla pomocou disjunkcii (tablo sa vetvi). Tento pristup moézeme
pokladat za analogiu Robinsonovho rezolu¢ného principu, kde sa opakovane vytvara
pomocou rezolventy dvojice klauzul nova disjunktivna klauzule. V oboch pripadoch, tak b
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metodde sémantického tabla, ako aj metode rezoluéného principu, po kone€nom pocte krokov
sme schopny rozhodnut’, ¢i formula —@ je alebo nie je kontradikcia (formula ¢ je alebo nie je
tautologia). Na obr. 3.11 je znazornena aplikacia operacie rezolventy (pozri formulu (3.11))
k tablu z obr. 3.16. Vyberieme si dva vrcholy, vykondme operaciu rezolventy a takto vzniklu
formulu pouzijeme pre linearne predizenie sémantického tabla. V pripade, Ze sa nam pri
tomto predlzovani objavi prazdny symbol O, potom operacia predlzovania je zastavena
a vieme, ze formula —¢ je kontradikcia (formula ¢ je tautoldgia). Zostava nam este blizsie
Specifikovat’ vyber dvojice formul pre opraciu rezolventy. K tomuto ucelu mézeme pouzit
vetu 3.15, podla ktorej si najprv zvolime vyrokovu premennu a pre takto doCasne fixovanu
premennu vyberame vSetky mozné este nepouzité formuly, ktoré obsahuji tito premennt
v tvare dvojice komplementych literalov (pozri obr. 3.12).

Sumarizujic nase jednoduché ilustrativne priklady, ukézali sme, Ze metddy
sémantické tabla a rezolu¢ného principu:

(1) mézu byt diagramaticky interpretované (menovite metéda rezoli¢neho principu),

(2) maji spolo¢nu prva etapu, ked formula —¢ je postupne transformovand na
konjunkciu disjunktivnych klauzul (t. j. tvorime mnozinu 7)),

(3) v druhej etape takto vytvorent mnozinu klauzal 7', mézeme pouzit' bud’ v ramci

metddy sémantického tabla k jeho vetvenému predlzovaniu alebo v ramci metddy
rezolu¢ného principu k linedrnemu predlZzovaniu tabla pomocou rekurentného pouzitia
operacie rezolventy,

(4) v oboch pripadoch sme schopny rozhodnut’, ¢i formula —¢ je kontradikcia, v pripade

sémantického tabla na zdklade je uzavrenosti av pripade rezoluéného principu na
zaklade vyskytu prazdneho symbolu.

Tymto sme ukazali, ze metédy sémantického tabla arezolu¢ného principu, ktoré su
zdanlivo uplne rozdielne, zaCinaji sa odliSovat’ az v druhej etape. Pouzitie rezolucného
principu v druhej etape poskytuje medzivysledky, ktoré su v priamej relacii s vlastnostami
sémantického tabla, kde sa pouziva princip predlzovania pomocou disjunktivnych klauzal
avetvenie je okamzite uzavretév dosledku existencie vhodného literdlu (rezultujuce
sémantické tablo je ,,linedrne*), pozri obr. 3.17.

Veta 3.15. Metoédy sémantického tabla arezolu¢ného principu aplikované k stanoveniu
kontradik¢nosti formuly (—mp) wpe S0 vramei vhodnej diagramatickej interpretacie

ekvivalentnymi metédami.

Cvicéenia

Cvicenie 3.1. Pomocou metédy sémantickych tabiel a konjugovanych sémantickych tabiel
dokazte, ze formuly su tautologie

@ (pv(grr))=((pva)r(pvr)),
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®) (pva)a(pvr))=(pvignr)),
©) —(prg)=(-pv—q).

Cvicenie 3.2. Pomocou metdody sémantickych tabiel dokazte, ze mnozina formul
T :{ P=>q,pNq,p= pvq} je neprotire¢iva (t.j. existuje aspon jedna Specifikécia

premennych 1, = ( p/?.q/ ?) , pre ktora su vSetky formuly z T pravdivé).

Cvicenie 3.3. Pomocou sémantickych tabiel a konjugovanych sémantickych tabiel zistite, ¢i
formuly su tautoldgie, splnite'né alebo kontradikcie

@ (p=q)r(p=>—q)=-»,

(b) (p:>qu’):>(p:>qu),

(©) (p:>q)/\q:>—|p.

Cvicenie 3.4. Pomocou sémantickych tabiel dokazte konzistentnost’ alebo nekonzistentnost’
teorii
(a) T ={

(b) T ={s,.5,,5, = d,,s, = —d, Ad,},
© T={p—q.p=4qf,

(dT= {p/\r p:>q (q:>r)}

5,,8,,8, = d,,s, = d, rd,},

Cvicenie 3.5. Pomocou metddy sémantickych tabiel rieste relaciu ®F?, kde & = {(pl,...,(pn}
je mnozina (tedria) formul vyrokovej logiky, cielom ulohy je urcit’ taka formulu ¢, ktora je
tautologickym dosledkom tedrie ®@.

(a) {p:>q,q:>r}i2?

®) {p=q.p=—q}F?

(©) {p:>r,q:>r}tz?

(d) {p:>q,p:>r}|=?

Cvicenie 3.6. Zostrojte rezolventy pre tieto disjunktivne klauzuly:
(@) xv—yvza—xv,zv—t

(by avb a—-bvc
(¢) pvgvrv—s apvgvsv—t

Cvigenie 3.7. Vytvorte mnozinu R(T) pre T ={—avb,—bvc,avd,av—c,av—d}

Cvicenie 3.8. Pouzitim rezolu¢nej metdédy a dudlnej rezolu¢nej metdody rozhodnite c¢i
mnozina 7' ma model:

(a) T:{pvq\/r,—|pvsvt,—|svy,—|t,—|pvx,—|qvw,—|qv—|w}
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{a —|av—|bvc—|av—|dvf—.dvb—|cvg,—|fvg,—|g}
{xvy,ﬁzvt—‘xvt—‘yvz—'t}

dT= {p:> rvs —p:qr:(t/\v) (t/\v):s}
{ b/\f a/\b):>c,c:(f:>(—|dvf)),a}

Cvicenie 3.10. Pouzitim rezolu¢nej metdédy a sémantickych tabiel rozhodnite ¢i mnoZzina
formul 7' ma model a ¢i formula a je tautologickym doésledkom 7, T F o .

(a) T:{x:>y,y:(zv—‘x),—'t:(t/\—'z),t:x}, o=z

(b) T={p,(p/\r):>s,(p/\q):>t,q:>r,(svt):>w}, oa=w

Cvicenie 3.11. Formalizujte tieto vyroky. Pouzitim rezolu¢nej metédy rozhodnite ¢i vyrok
pod ¢iarou je tautologicky dosledok vyrokov nad ¢iarou.

(a)

Ak prsi, potom nepdjdeme na prechadzku

Ak nepdjdeme na prechadzku, potom pojdeme do kina

ak pdjdeme do kina a bude prsat’, potom pouZzijeme autobus
prsi

po6jdeme do kina

(b)

Peter alebo Pavol pojde do Grécka

Ak Pavol pdjde do Grécka, potom taktiez pojde aj Renata a Simona nepdjde
Ak Tomas pdjde do Grécka, potom pdjde taktiez aj Renata

Ak Simona pdjde do Grécka, potom taktiez pdjde aj Tomas

Peter pojde do Grécka
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4. kapitola

Vyrokova logika IV — prirodzena dedukcia

4.1 Prirodzena dedukcia

V kapitole 2.2 sme Specifikovali odvodzovanie formul vyrokovej logiky a logicky dokaz
pomocou troch zakladnych pravidiel (2.1-3) a desiatich axiom (2.5a-1). Musime vSak
zdoraznit, ze ztroch pravidiel odvodzovania, len prvé pravidlo (2.1) modus ponens je
dolezité. Ostatné¢ dve substituéné pravidla (2.2-3) st dosledkom skutoCnosti, Ze
z jednoduchych tautologii modzeme generovat zlozitejSie tautologie tak, Ze premenné
nahradime [ubovolnymi formulami, alebo taktiez tak, ze podformule substituujeme
ekvivalentnymi formulami. Takto definovany axiomaticky systém obsahuje niekol’ko malo
pravidiel, ale desat’ axiom, ktoré mozeme pokladat’ za prvotné zakony - teorémy, z ktorych
vSetky ostatné st uz odvoditeIné pomocou pravidiel. Tento pristup k vystavbe vyrokovej
logiky je formalne jednoduchy, avSak pomerne vzdialeny od prirodzeného kazdodenného
uvazovania. Systém prirodzenej dedukcie bol navrhnuty nemeckym logikom Gentzenom
v 30. rokoch minulého storocia [3] (pozri taktiez [1,2,4]), ktory obsahuje relativne mnoho
(devét) dedukénych Pravidla maju tato vSeobecnu Struktiru

premisa,

|premisa,

4.1
dosledok, @1

dosledok,
kde v hornej Casti schémy st umiestnené premisy (predpoklady) a v dolnej Casti schémy su
umiestnené konzekventy (dosledky). V suhlase s definiciou 2.3, odvodenie je postupnost
formual. Deduktivne pravidlo je pouzit¢ v odvodeni ak sme schopni pouzit’ vSetky jeho
premisy. Potom mézeme rozsirit odvodenie o désledky daného pravidla.

V prirodzenej dedukcii premisy tvoria mnozinu @ ={prem,, prem,,..., prem,,}

cielom je odvodit’ formulu ¢, ¢o vyjadrime ako @ ¢. V prirodzenej dedukcii sa vyuziva
efektivne veta o dedukcii (pozri vetu 2.3), ktord podstatne urychl'uje dokazy uskutocnené
pomocou prirodzenej dedukcie. VyuZitie tejto vety spociva v tom, Ze mnozinu predpokladov
T rozsirime o pomocny predpoklad o (hovorime, Ze sme tento pomocny predpoklad
aktivovali), pomocou takto rozsirenej mnoziny ®U{o} dokazeme formulu ¢, ® U{a}t o,
na zaver deaktivujeme pomocny predpoklad a ta, Ze ho pomocou vety o dedukecii prenesieme
na pravu stranu relacie logického vyplyvania, ® - o = ¢ . Po deaktivacii predpokladu o, uz

v d’al§ich krokoch prirodzeného dokazu pomocny predpoklad o. sa uz nesmie pouZivat’ ako
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premisa dokazu. Budeme predpokladat’, ze prirodzena dedukcia obsahuje pravidla (ktoré su
uvadzané ako priame dosledky axiém Hilbertovho systému prezentovaného v kapitole 2.2
(pozri tabul’ku 4.1).

la. Introdukcné pravidlo pre konjunkciu (IN)
¢

1\ (4.2)
PAY

Ak sme schopny odvodit’ si¢asne formule ¢ a y, potom sme taktiez schopny odvodit’ aj
formulu @ Ay. Toto pravidlo je dosledkom Hilbertovej axiomy Axs, z ktorej dvojndsobnym

pouzitim modus ponens z predpokladov ¢ a ¢y odvodime dosledok pAy.

1.b. Eliminacné pravidlo pre konjunkciu (EA)
oAy
[0) (4.3)

v
Podrl’a tohto elimina¢ného pravidla, ak sme schopny odvodit” konjunkciu ¢ Ay, potom sme
schopny odvodit’ aj jej komponenty ¢ a . Toto pravidlo je dosledkom axidom Axj;.4, podla
ktorych z platnosti @ Ay vyplyvaja platnost’ jej zloziek ¢ a y.

2a. Introdukcné pravidlo pre disjunkciu (Iv)
¢
ovy
Ak sme schopny odvodit formulu ¢, potom sme schopny odvodit aj jej disjunkciu

s Pubovolnou formulou . Toto pravidlo je dosledkom axidm Axe;, podla ktorych
zplatnosti ¢ vyplyva taktiez platnost ¢vy, pricom y je l'ubovolnd formula. Toto

(4.4)

introdukéné pravidlo pre disjunkciu je alternativne interpretované tak, ze formula y je
aktivovany dodatocny predpoklad celkového ddkazu, jej pouzitie pomocou pravidla (2.6)
znamena deaktivaciu tohto dodato¢ného predpokladu (v dalSich castiach dokazu sa uz
nevyuziva).

2b. Eliminacneé pravidlo pre disjunkciu (Ev)

oV Yy

—¢ (4.5)

\V

Podl’a tohoto pravidla, ak sme schopny sucasne odvodit’ disjunkciu @vy a —¢, potom jej
druha komponenta y je taktiez odvodené pravidlo. Toto pravidlo ma zaklad v zédkone
vyrokovej logiky ﬁ(p:>(((pvw):>\y), podla ktorého dvojnasobnym pouzitim pravidla
modus ponens a z predpokladov —¢@ a @ vy vyplyva y (t.j. ak je pravdiva disjunkcia v y
ajej komponenta ¢ je nepravdivd, potom druhd komponenta y musi byt pravdivd). Toto
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pravidlo moze byt jednoducho odvodené axiomy Axg
(p=r)= ((q =r)=((pve)= r)) Hilbertovho axiomatického systému vyrokovej
logiky, ktora po substiticisch p/e, ¢/w a r/0 prepiSeme do tvaru
(—¢)=(—y=—=(¢vy)), kde sme pouzili ekvivalenciu (s=>0)=-s. Ak v poslednom

vyraze prehodime komponenty implikdcie dostaneme pozadovany zakon vyrokovej logiky,
ktory tvori zaklad eliminan¢ného pravidla pre disjunkciu.

3a. Introdukcné pravidlo pre implikacie (1=)
¢
=0

(4.6)

Ak sme schopny odvodit’ formulu ¢, potom pomocou Pubovolnej formule y sme taktiez
schopny odvodit’ aj implikdciu ¢ = ¢. Toto pravidlo vyplyva axiomy Ax;. Podobne ako
v introdukénom pravidle (4.4) pre disjunkciu, aj introdukéné pravidlo pre implikaciu moze
byt alternativne interpretované tak, ze l'ubovolna formula y je dodatocny aktivovany
predpoklad, jej pouzitie podla pravidla (2.6) sa chape ako deaktivacia pomocného
predpokladu (vlastne sme pouzili vetu o dedukcii).

Tabul’ka 4.1. Diagramatickd interpretacia elimina¢nych a introdukénych
pravidiel (aj s ich oznacenim) pre vsetky logické spojky.

spojka eliminacia Introdukcia
Wf‘lf 0} V)
» ¢ g
v PAY
ovy  —o ¢ vy
v T N
v oV
=y ¢ ' ¢
= T -
v Y=
— F(P =Y o=y =y Y
i -0 —¢

3b. Eliminacné pravidlo pre implikaciu (E=, v klasickej logike sa nazyva pravidlo modus
ponens — pravidlo odlucenia)

¢
0=V 4.7)
1

79



Podla tohto zndmeho pravidla, ak sme schopny odvodit ¢ a ¢=y, potom sme schopny
odvodit’ aj désledok implikacie y. Toto elimina¢né pravidlo modus ponens je manifestaciou

zdkona vyrokovej logiky ( pA(p= q)) =q.

4a. Introdukcné pravidlo negacie (1), budeme pouzivat' pre zjednodusenie nasich uvah dve
pravidla

‘cp:w -y
P=>—-y a |(p:>w (4.8)
|—'(P |—'(P

Prvé pravidlo (v klasickej logike sa nazyva reductio ad absurdum) vyplyva bezprostredne
z axidmy Axo, druhé pravidlo sa v klasickej logike nazyva modus tollens, ktoré vyplyva

zpravidla modus ponens azakona inverzie implikicie (p = ¢)=(—-g=—p), ktory je

dokazatel'ny pomocou Axg (pozri priklad 1.x).

4b. Eliminacné pravidlo negacia (E—)

——Q

¢

Toto pravidlo bezprostredne vyplyva z axidmy Axo.

(4.9)

Tabul’ka 4.2. Zoznam pravidiel zameny.

I AV E_W NP komutativnost’ konjunkcie a disjunkcie
PVY=YVe
I ((P 4 W) AA=PA (W 4 X) ’ asociativnost’ konjunkcie a disjunkcie
(pvw)vx=ov(yvy)
P=010 . . . .. .
I P=QVv e idempotentnost’ konjunkcie a disjunkcie
v (A% (\V A X) = ((P 4 \V) A ((P 4 X) ) distributivnost’ medzi konjunkciou
on(wv)=(eay)v(pay) a disjunkciou

vV —'((P/\\V)Eﬁ(PVﬁ\Va —'((PVW)Eﬁ(P/\—'W de Morganove vzt'ahy

Vi P=VY=yY==0 transpozicia implikacie

VII ((P = W) = ((\V = (P) A ((P = W)) ekvivalencia a implikacie
VIII ¢ = ((Pz = (p) - ((pl Npy) =@ exportacia implikacie

IX P=VyY=-0VvVy disjunktivny tvar implikécie

zakony, ktoré mézu byt separatne odvodené pomocou schém usudzovania z tab. 4.1,

Pre jednoduché pouzitie prirodzenej dedukcie je ddlezité jej rozSirenie o tzv. pravidla
zameny, pozri tab. 4.2. Pouzitie tychto pravidiel je odévodnené tym, Ze sa jednd o logické
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pouzitie preto predstavuje podstatné skratenie dokazu, nemusi byt opakované v danom
dokaze.

Priklad 4.1. Néjdite odvodenie o=y zmnoziny premis ® ={a = f,p =7} (pozri obr.

4.1).

l.[ o= (premisa z @)

2. B=>y (premisa z @)

3. o (aktivacia pomocného predpokladu)

4. B (E= pouziténa 1 a 3)

5. Y (E= pouzité na2 a4)

6. o=y (I= pouzité na 3 a 5, deaktivacia predpokladu 3)

Pouzitie predpokladu o vyzaduje komentdr. Jeho pouzitie moézeme chapat’ ako rozsirenie
mnoziny premis @ o d’alsi predpoklad o, potom naSou snahou je vlastne realizovat’” dokaz
) U{OL} Fvy. Tento dokaz sa da 'ahko uskutoc¢nit’ dvojnadsobnym pouzitim pravidla modus
ponens (1.18) (pozri obr. 1.7). Pouzitim vety (1.3) o dedukcii, povodny ciel @ u{a} Fvy je
mozné prepisat’ do ekvivalentného tvaru @ (a=>y), kde premennd o uZ nevystupuje

explicitne medzi premisami ddokazu. Gentzen navrhol také formalne rieSenie tohto
»problému®, ze premenna o sa na zaciatok dokazu formalne umiestni medzi premisy
(aktivuje sa), avSak na zaver dokazu sa musi inkorporovat (deaktivovat) pomocou
introdukéného pravidla pre implikaciu (4.6) do pozadovaného vysledku.

@ o=p

B B=v

~

Y

o=y

... deaktivacia

Obriazok 4.1. Diagramatické zndzornenie dokazu formuly v priklade 4.1. Premisy dokazu st v ovalnych
,vySrafovanych* oblastiach, zatial’ o Stvorcova ,,vySrafovand* oblast’ obsahuje predpoklad o.

Priklad 4.2. Najdite odvodenie o. = B z mnoZiny premis ® = {—a v B} (pozri obr. 4.2).

l.| o (aktivacia pomocného predpokladu)
2.| mavpB (premisaz @)

3./ B (Ev pouziténal a 2)
oa=p (I= pouzité na 1 a 3, deaktivacia predpokladu 1)
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—|(XVB (01

gl
<

o=
“deaktivacia””

1=

o=

Obriazok 4.2. Diagramaticka interpretacia rieSenia prikladu 4.2.

Priklad 4.3. Néjdite dokaz (o = B) = (—p = —a.) (pozri obr. 4.3).

L.]a=B (aktivacia pomocného predpokladu)
2.1 (aktivacia pomocného predpokladu)
3. -a (I- pouzité pre 1 a2)

4.1 == —a (I= pouzité na 2 a 3, deaktivacia 2)
5./ (a=B)=(-p=-0a) (I= pouzité na I a4, deaktivécia 1)

V tomto priklade mnozina premis ® je dokonca prazdna, naSim cielom je teda dokazat
F(a=p)=(-B=>—a). Zavedenic dvoch pomocnych predpokladov pre odvodenie
vyjadrime prostrednictvom relécie logického vyplyvania {—|B,oc = B} F—ao . V prvok kroku
pomocou modus tollens (negativne pravidlo odlucenia) z predpokladov odvodime —a,
z ktorého v d’alSom druhom kroku odvodime —f3 = —a, priCom sa deaktivuje predpoklad
—B. V poslednom tretom kroku k implikacii z predchddzajiceho kroku pripojime prvy
predpoklad, ¢im dostaneme pozadovant formulu a sucasne deaktivujeme prvy predpoklad.
Tento postup je znazorneny na obr. 4.3.

deaktivacia

=

10/

(0=B)=(—p=—a)

J

deaktivicia
f

Obrazok 4.3. Diagramatickd interpretacia rieSenia prikladu 4.3.
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Priklad 4.4. N4jdite dokaz + —|(0L A B) = (—|oc Vv —|B) (pozri obr. 4.4).

l.| —a (aktivacia 1. pomocného predpokladu)

2.l anp (aktivacia 2. pomocného predpokladu)

3.] a (EA na?2)

4. (anB)=a (I= pouzité na 2 a 3, deaktivéacia 2)

5.1 =(anB) (E— pouzité na 1 a 4)

6. —av =P (Iv pouzité na 1, deaktivacia 1, =f je l'ubovolna formula)
7. =(anrB)=(—av—P) (I= pouziténa 5 ao6).

Podobne ako v predchadzajiicom priklade, mnozina premis @ je prazdna, dokazujeme teda
F=(anaB)=(—av—P) tak, Ze aktivujeme dva pomocné predpoklady {—a,oAB}. Z
druhého pomocného predpokladu vyplyva o AP = o (pozri riadky 3 a 4). Pouzitim modus

tollens na tito formulu a prvy pomocny predpoklad, dostaneme ﬁ(oc /\B) (pozri riadok 5).

Mnozina predpokladov {—|oc,oc A B} je vsak nekonzistentna, z druhého predpokladu pomocou

(1.19) vyplyva platnost’ a, ¢o je v spore s prvym predpokladom, preto musi platit’ —|(oc A B).
anp

O ! deaktivacia

=]
(anB)=a —a

':_deaktivdcia

—|(0,/\B) —|(X.V—|l3
I=

—(anB)=(=ov—P)

Obriazok 4.4. Diagramaticka interpretacia rieSenia prikladu 4.4.

4.1 Vztah medzi prirodzenou dedukciou a sémantickymi tablami

Cielom tejto podkapitoly je ukazat’, Ze medzi prirodzenou dedukciou a sémantickymi tablami
existuje tizka suvislost. Podla vety 3.6 plati, ze ak dudlne sémantické tablo 7 (o) je

uzavreté, potom formula ¢ je tautoldgia. UkaZeme, Ze sémantické tablo ’f((p) v inverznom

poradi moze sluzit ako navod pre dokaz formuly ¢ pomocou prirodzenej dedukcie, pricom
potrebné vstupné vyrokové premenné aich negicie su tvorené pomocou trividlnych
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tautologii typu —p Vv p= p = p. Prirodzent dedukciu v tomto pripade budeme realizovat
pomocou diagramov (pozri obr. 4.1-4), ktorych konstrukciu budeme interpretovat ako
inverziu dudlného sémantického tabla. Pouzit¢é schémy usudzovania pre tvorbu
diagramatickej reprezentacia prirodzenej dedukcie si uvedené v tab. 4.3). V tomto pripade sa
pouzivaji len tie najjednoduchsie schémy usudzovania, ktoré pomocou konjunkcie,
disjunkcie a implikacie vytvéaraju z dvoch aktudlnych podformul ¢ a  dokazu novu
formulu @&y . Ako ilustraény priklad uvazujme pravidlo z tab. 4.3 pre prirodzent dedukciu
a implikaciu, predpoklady su ¢ a —wy, dosledok je —|((p:>\|/), ¢o mdézeme podla (4.1)
vyjadrit’ takto
¢

4

—(¢=w)
LCahko sa presvedCime, Ze formula oA—-y = ﬁ((p = \y) je tautologia, ¢iZze schéma
usudzovania je korektna. Takymto jednoduchym spdsobom mozeme preverit’ vSetky pravidla
z tab. 4.3. pre prirodzent dedukciu.

Tabulka 4.3. Elementarne schémy usudzovanie pre dualné sémantické tabla a dokazu
pomocou prirodzenej dedukcie zalozenej na sémantickom table

lsopg(ijclfj sémantické tabla prirodzena dedukcia
negacia i l
p ——p
—(p=>q) p2q| P g —p Kl p —q
implikacia )\ i ( \l Y
P K P=q P=q
q —(p=29)
—(pvq) pva| P a P e
disjunkcia /L i w l/ Y
-p —q g pvq pvq —|(pvq)
pPAg —(pAq) , .
— /L i Y w r
p q -
—(pAg) —(pAg)

Priklad 4.5. Doka’te tautologi¢nost formuly ¢=—(pvg)=(—pA—g) pomocou

duélného sémantického tabla a potom vykonajte dokaz tejto formuly pomocou prirodzenej
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dedukcie zaloZenej na dudlnom table. Sémantické tablo T ((p) je znazornené na obr. 4.5.

Pretoze tablo je uzavreté, formula ¢ je tautoldgia. Inverziou (Citanim zdola nahor) moézeme

zostrojit’ dokaz formuly ¢ len pomocou elementarnych schém usudzovania z tab. 4.3 (pozri
obr. 4.6).

P=—(pvq)=>(—pr—q)

(pvq)\lf(ﬂp/\ﬁq)
D
q Vg —PA—q
—pPA—q
M A X (Pva)v(—pv—q)
—(pvg)=>(—pr—q)
¢

B

Obrazok 4.5. (A) Sémantické tablo 7 (¢) pre formulu ¢ =—(pAq)= (—pv—g) mé vietky vetvy uzavreté,

t. j. formula ¢ je tautoldgia. (B) Prirodzena dedukcia pre dant formulu na zaklade dualného sémantického tabla
pre dokaz, ze dand formula je tautologia (pozri diagram A). Prirodzend dedukcia je zahdjend tvorbou literalov
z elementarnych tautolégii pv—p a ¢ v —gq . Prirodzena dedukcia je zaloZend na inverzonom postupe tvorby

sémantického tabla 7 (¢) , pomocou elementarnych schém uvedenych v tab. 4.3.

Priklad 4.6. Podobne ako v predchadzajucom priklade, zostrojte pomocou prirodzenej
dedukcie zalozenej na dudlnom sémantickom table tautologiu (p=( p:>q):>(ﬁpvq).

Dualne sémantické tablo je zndzornené na obr. 4.6, diagram A. Pomocou tohto sémantického
tabla zostrojime dokaz formuly metdédou prirodzenej dedukcie, priCom jej jednotlivé
elementarne kroky su uréené pomocou sémantického tabla (pozri obr. 4.6, diagram B).

Na zéklade tychto dvoch ilustracnych prikladov mézeme konStatovat, Zze metoda
dudlnych sémantickych tabiel je silne previazana s prirodzenou dedukciou. Obrazne méZzeme
povedat, ze tieto dve metdédy su navzajom v ,inverznom‘ vztahu. V prvom kroku pre

formulu ¢ pomocou dudlneho sémantického tabla T ((p) zistime, ¢i tato formula je
tautologia. Ako ano (sémantické tablo T ((p) je uzavreté), potom inverznym ,,Citanim* tabla

zdola nahor méZeme postupne zostrojit’ graf prirodzenej dedukcie pomocou elementarnych
schém usudzovania z tab. 4.3, ktorého vysledkom je formula ¢. Skutoc¢nost, ze na zaklade

sémantického tabla 7 ((p) sme schopny zostrojit' dokaz formuly ¢ pomocou prirodzenej

dedukcie, ktora je zalozena len na pouziti elementarnych vytvarajacich médoch, patri medzi
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hlavné vysledky metddy sémantickych tabiel, kde zdanlivo dve diametralne odlisné pristupy
(sémantické tabla a prirodzena dedukciu) su prepojené do jedeného univerzalneho postupu
schopného verifikovat’ tautologicnost’” formul a taktiez aj ich konstrukciu pomocou
prirodzenej dedukcie. Tento pristup k prirodzenej dedukcii mézeme taktiez chépat’ ako
konstruktivny dokaz uplnosti, t. j. ak formula ¢ je tautolégia, potom aj logicky vyplyva
(existuje jej dokaz) z daného systému axidom vyrokovej logiky.

¢
(P=9)=(-pva)
~=gvpve) P B
| —(p=9)
_'(p:>q) "_.,.-"
(—prvq) l
ﬁé) ﬂ(p=>q)lv(ﬂpvq)
/\ (p=9)=>(-pvq)
’ g .
X X ¢
A B

Obrazok 4.6. (A) Dualné sémantické tablo 7 (¢) pre formulu @ =(p=¢q)=(-pvq), tablo je uzavreté,

preto formula je tautologia. (B) Dokaz formuly ¢ =(p = ¢)=>(—p v ¢) pomocou prirodzenej dedukcie, ktora

bola navrhnutd pomocou sémantického tabla z diagramu A.

Veta 4.1.
Ak formula ¢ ma uzavreté dualne vsémantické tablo T ((p), t. j. je tautologia, potom

»inverziou‘ tohto tabla zostrojime dokaz formuly - ¢ pomocou prirodzenej dedukcie.

Cvicéenia

Cvicenie 4.1. Pomocou metddy dudlnych sémantickych tabiel zistite, ¢i formula je
tautologia, splnitel'na alebo kontradikcia, ak je tautoldgia vykonajte inverziou tabla dokaz
pomocou prirodzenej dedukcie.

(@) p=(g9=p)
b) —p=(r=79q)
©) (p=9q)=(~g=-p)
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d) (prg)=(pva)

@ (pva)=(rnrq)

) (prg)r(p=4q)

@ pr(P=9)=4q

(h) =g A(p=q)=—p

() p=(q=(p~rq))

() p=(¢=(rva))

&) (p=q9)A(p=—q)=>-—p

Cvicenie 4.2. Pomocou prirodzenej dedukcie dokazte, ¢i platia relacie logického vyplyvania
(a) {p:q,q:r}l—(p:r)

(b) {-pv—g}F=(pAar)

©) {p=—q.pA—q.p=pVvajtp

Cvitenie 4.3. Pomocou metddy sémantickych tabiel rieste relaciu ®=?, kde ® ={¢,,....,}
je mnoZina (tedria) formul vyrokovej logiky, cielom ulohy je urcit’ taku formulu ¢, ktora je
tautologickym désledkom teorie @.

(a) {p:q,q:ﬂ’}i:?

b {p=q.p=—q}F?

(c) {p:r,q:r}l:?
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5. kapitola

Predikatova logika I — ivod do predikatovej logiky a sémantické tabla

5.1 Intuitivny prechod od vyrokovej logiky k predikatovej logike

Vyrokova logika nie je schopné postihnut’ vSetky moznosti I'udského usudzovania, ktoré st
charakterizované¢ ako ,logicky korektné“. Tato skutoCnost bude ilustrovana dvoma
prikladmi, pomocou ktorych nazna¢ime moznosti intuitivneho zovSeobecnenia vyrokovej
logiky smerom k predikatovej logiky pomocou zavedenia predikatov a kvantifikatorov.

Priklad 5.1. Skiimajme tuto schému usudzovania zndmu zo stredoveku

Sokrates je clovek
Kazdy ¢lovek je smrtel'ny (5.1)

Sokrates je smrtelny

kde prvé dve vety su vychodiskové predpoklady (premisy) usudzovania a tretia veta je zaver
usudzovania. Aj ked intuitivne citime, Ze tento vyrok je logicky korektny, pomocou
vyrokovej logiky nie sme schopni preverit’ jeho spravnost’. Prva a tretia veta ma charakter
vyroku (veta oznamovacia o ktorej sa ma zmysel pytat na jej pravdivost alebo
nepravdivost’). Problém je s druhou vetou, ktord obsahuje slovo ,kazdy*, sktorym si vo
vyrokovej logiky nevieme poradit’. Nemoze byt jednoducho ignorované, takto modifikovana
druhéd veta ma podstatne iny vyznam ako mala v pdvodnom tvare. Z tohto jednoduchého
pozorovania mozeme vyvodit zaver, ze vyrokova logika nepokryva vsSetky situacie
a moznosti 'udského usudzovania, ktoré su podstatne bohatSie, ako moznosti vyrokovej
logiky. Jedna zmoznosti ako prekonat tito ohranicenost’ vyrokovej logiky je jej
zovseobecnenie na predikatovi logiku, ktora je schopna postihnit’ aj procesy usudzovania
podobné vyssie uvedenému prikladu.

Upriamime nasu pozornost na druhu vetu z prikladu (5.1), ktord obsahuje slovo
»kazdy*, pod ktorym rozumieme kazdu l'udsku bytost’. Tato veta je implikécia, podla ktorej,
ak kazdé individuum je ,,clovek®, potom toto individuum je ,,smrtel'né*“. Ozna¢me pismenom
C vlastnost’ — predikat byt clovekom a pismenom S vlastnost’ — predikat byt smrtelny.
Potom (5.1) mozeme prepisat’ do tvaru

Sokrates je C
Kazdy kto je C je S (5.2)

Sokrates je S

Vidime, ze aj tato Ciastocnd formalizacia usudzovania (5.1) eSte nie je moc napomocna
k rieSeniu problému jej korektnosti. Zasadny prepis (5.1) spociva vtom, ze zavedieme
konstanty vyskytujice sa v predikatoch, t.j. oznacenie C(s) pre prva vetu ,,Sokrates je
¢lovek®™ a oznacenie S(s) pre ,,Sokrates je smrtel'ny®, kde symbol s je konStantou dané¢ho
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predikatu, ktora oznacuje individuum Sokrates. Potom pomocou tohto nového oznacenia uz
moézeme prepisat’ druhu vetu ,,Kazdy kto je ¢lovek je smrtelny* z (5.1) do tvaru, ktory uz
naznacuje urcité suvislosti medzi prvou atretou vetou. Vyraz ,kazdy*“ zdruhej vety
nahradime symbolom reprezentujiicim ,,kazdy objekt”, budeme ho oznacovat V a nazyvat
univerzalny kvantifikator. Kazdy kvantifikator musi byt doprevadzany nejakym argumentom
(premennou) x, symbol Vx ¢itame ako ,,pre kazdé x*“ . Pomocou tohto formalizmu druhé veta

z (5.1) je prepisana do tvaru: (‘v’x)(C(x) = S(x)) , potom schéma (5.1) ma tento tvar
C(s)
(Vx)(C(x):S(x)) (5.3)
S(s)

Zopakujeme si pouziti terminologiu: vlastnosti alebo relacie medzi objektmi sa nazyvaja

predikaty, objekty, ktoré su jednoznacne uréené (napr. osoba Milan) sa nazyvaju konstanty,
objekty, ktoré maju vSeobecny charakter sa nazyvaji argumenty.

Vyraz Vx(C (x)=S (x))méieme jednoducho interpretovat ako konjunkciu
implikacii pre rozne osoby (konstanty), napr. Milan, Jozef, Rudolf....
(70)(C(x) = 5(3)) =(Cm) = S A(C(1) = SN A(C) = ().
= A (C(x)=5(x))

xelU

(5.4)

kde U je mnozina objektov — 0so6b. Ak akceptujeme interpretaciu (5.4) nového symbolu Vx,
potom uz moézeme pokladat’ za tautoloégiu nasledujucu implikéciu (ako jednoduchy doésledok
zakona vyrokovej logiky pAgArA...= p)

(vx)(C(x)= S(x))=(C(m)= S(m)) (5.5)
To znamena, Ze zo vieobecného vyroku (Vx)(C (x)=S (x)) vyplyva aj jeho konkretizdacia

pre konstantu m (pre Milana). Pomocou tohto vztahu moézeme upravit’ schému usudzovania
(5.3) takto

C(m)

(Vx)(C(x) = S(x))

(vx)(C(x)=S(x))=(C(m)= S(m)) (5.6)
S(m)

Tuto rozsirenu schému usudzovania mozeme upravit' pomocou pravidla modus ponens (2.1),
ktora je integralnou sucast'ou systému odvodzovania vo vyrokovej logike. Aplikovanim (2.1)

na druhy a treti riadok (5.6) dostaneme platnost’ implikacie C(m)=>S(m), potom (5.6) ma
tuto zjednodusenu podobu
C(m)
C(m)=S(m) (5.7)
S(m)
tvaru klasického modus ponens pravidla (2.1) a z ktorého vyplyva platnost’ S(m). Tymto sme
vlastne dokazali korektnost usudzovania poOvodnej verbalne formulovanej schémy
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usudzovania (5.1). Musime vSak zdoraznit’, Ze k tomu, aby sme dokazali korektnost’ tejto
schémy pouzivajucej vizbu ,kazdy* museli sme opustit’ ramec vyrokovej logiky a zaviest’
predikaty a symbol Vx, ¢im sme sa dostali z domény vyrokovej logiky do domény tzv.
predikatovej logiky.

Priklad 5.2. Budeme pokracovat’ v naSom intuitivnom zovSeobectiovani vyrokovej logiky.
Studujme d’alSiu schému usudzovania s novym slovom ,,niektory*

Fido je Student
Fido ma index (5.8)

Niektory objekt je Student a mé index

Podobne ako v predchadzajucom priklade, v rdmci vyrokovej logiky tato intuitivne korektna
schéma usudzovania nemdéze byt Studovana. Budeme formalizovat’ tito schému podobnym
sposobom, ako v predchadzajucom ilustrativnom priklade. Zavedieme novy symbol
nazyvany existencny kvantifikator x, ktory ¢itame ako ,.existuje také x*“. Potom schéma (5.8)
ma tvar

S(f)
1(f) (5.9)
(3)(S(x) A 1(x))

Vyraz (EIx)(S (x)Al (x)) modZeme jednoducho interpretovat (podobne ako v (5.4)) ako

disjunkciu konjunktivnych vyrokov pre rézne osoby, napr. Fido, Jozef, Rudolf,...

(3)($()A () = (S()A TS ALV (S(IAT () v
=V (S(x) A1 ()

xeU

(5.10)

Z tejto  interpretacie existenéného kvantifikdtora azo zakona vyrokovej logiky
p= pvqvrv.. vyplyvaimplikacia

(S(m)/\l(m)):(EIx)(S(x)/\[(x)) (5.11)
Prvé dva riadky (5.9) st vramci vyrokovej logiky interpretované ako ich spolo¢na
konjunkcia

§(m)
1(m) (5.12)
S(m)~I(m)
Spojenim (5.11) a (5.12) dostaneme

(/)

(/)

S(f)ALI(S) (5.13)

(S()A1(1)= (E)(S(x) A 1(x)
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Aplikovanim Standardného modus ponens na treti a Stvrty riadok dospejeme k dblezitému
medzivysledku pre verikaciu (5.9)

S(SIAI(S)
(S(S)AI(f))= (Fx)(S(x)~1(x)) (5.14)
(3)(S(x)~ 1 (x))

Ak tento vysledok dosadime do (5.13) dostaneme (5.9), €o bolo nasim cielom verifikovat’.

5.2 Formalne zaklady predikatovej logiky

Vyrazové prostriedky klasickej vyrokovej logiky st vel'mi obmedzené a nie su schopné
postihnit’ vetky moznosti 'udského usudzovania, ktoré su charakterizované ako ,,logicky
korektné®. Jeden zo sposobov ako zovSeobecnit’ vyrokovu logiku je rozsirenie vyrokovej
logiky na predikatovu logiku pomocou je zavedenie dvoch kvantifikdtorov (univerzalneho
a existencného). Univerzalny kvantifikdtor je definovany takto

/\P(x) =P(a)AP(b)A..AP(u) (preU +Q)

(Vx)P(x) i (5.15)

1 (preU =)
kde x je individuova premenna z univerza U ={a,b,...,u}. Formula (Vx)P(x) je pravdiva
prave vtedy, ak predikat P je pravdivy pre kaZdé individuum z univerza U, tuto formulu
¢itame takto: ,,pre kazdy objekt z univerza U plati predikat (vlastnost’) P*“. Tlustracny priklad
univerzalneho kvantifikatora nech je vyrok ,kazdy Student ma index“, ktory mozeme
vyjadrit’ takto

(Vx)Mat’_index(x) = 4es /\Mat’_index(x)
xeU
= Mat _index(Fero) AMat index(Jano) A...A Mat _index(Jana)
Mnozina — univerzum U vztiahnuta k tomuto kvantifikatoru ma tvar
U= {Fero,Jano,...,Jana}

obsahuje vSetkych Studentov. Podobnym spdsobom mozeme zaviest aj existencny
kvantifikdtor®

\/P(x) =P(a)vP(b)v..vP(u) (U=D)

(3x) P(x)=4 1=V (5.16)

0 (U =2)

Formula (3x)P(x) je pravdiva prave vtedy, ak predikat P je pravdivy aspoii pre jedno

individuum z univerza U, tato formulu Citame takto: ,,aspon pre jeden objekt z univerza
U plati predikat (vlastnost’) P*“. Jednoduchy ilustracny priklad existenéného kvantifikatora je
vyrok ,,niektori Studenti vedia po anglicky*

6 Tato definicia univerzalneho a existenéného kvantifikatora je formalne korektnd len pre konetné alebo
spocitatelné univerza. Avsak, pre nespocitate'né univerza (napr. tiseCku <0,1>), tito definicia kvantifikatorov je
nekorektnd. Autor sa domnieva, ze vyhodnost’ tychto dvoch ,nekorektnych® definicii kvantifikatorov je tak
velkd, ze ospravedlityje aj tento ,teoreticky lapsus®.
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(3x)Vediet _anglicky(x)=,, \/Vediet’ _anglicky(x)

xelU
=Vediet _anglicky (Fero) v...vVediet _anglicky (Jana)

Medzi univerzalnym a existencnym kvantifikatorom existuje vzt'ah, ktory sa da jednoducho
odvodit’ z (5.17) alebo (5.18) pouzitim De Morganovych vztahov

ﬁ(Vx)P(x)E(Elx)—‘P(x) (5.17a)

—(EIx)P(x)s(Vx)—‘P(x) (5.17b)
Pomocou tychto dvoch formul 'ahko sa dokdze vlastnost’, ze vybrany kvantifikator sa moze
vyjadrit’ pomocou druhého kvantifikatora

(Vx)P(x) =4 —(3x)—P(x) (5.17¢)
alebo

(3x)P(x) = f —(Vx)—P(x) (5.17d)
To znamena, Ze je postacujice definovat’ len jeden kvantifikéator, potom druhy je ur¢eny bud’
(5.17¢c) alebo (5.17d). Vyznam kvantifikatorov V a 3 je znazorneny na obr. 5.1.

H | V =P L(xy)=“xmiluje y” alebo

“y je milovany x”

A (W) 3)Ley)  BE@)LEx)  CEIE)Lr) D (vx)(W)L(r.x)

E (E3x)L(x.x) F (vx)L(x.x) G (@) (Wy)L(x.y) H (3x)(W)L(y.x)

Obrazok 5.1. Ilustrativne znazornenie vyznamu binarneho predikatu L(x,y), ktory sa interpretuje ako "x miluje
y" alebo "y je milovany x", kde x a y su osoby z mnoziny U obsahujucej pat’ elementov. Vyznam jednotlivych

diagramov je tento: (A) "Kazdy je niekym milovany", (Vx)(3y)L(x,y), Ziadny stipec nie je prézdny; (B)
"kazdy je niekym milovany", (Vx)(EIy)L(y,x) , ziadny riadok nie je prazdny; (C) "niekto je niekym milovany",
(EIx)(EIy)L(y,x) , (Elx)(EIy)L(x,y) , jedno policko je obsadené; (D) "kazdy miluje kazdého",
(Vx)(Vy)L(y.x) alebo (Vx)(Vy)L(x,y), kazdy riadok a stipec su plne obsadené; (E) "niekto je milovany
sebou samym", (EIx)L(x,x) , aspon jedno poli¢ko na hlavnej diagonale je obsadené; (F) "kazdy miluje sam seba
samého", (Vx)L(x,x) , vSetky policka na diagonale su obsadené; (G) "niekto miluje kazdého",
(3x)(Vy)L(x.»), existuje uplne zaplneny stipec; (H) "kazdy miluje niekoho", (3x)(Vy)L(y.,x), existuje

uplne zaplneny riadok.
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5.2.3 Jazyk predikatovej logiky (syntax)

Ako uz bolo naznacené v predchadzajtcej Casti tejto kapitoly, jazyk predikatovej logiky bude
bohatsi ako jazyk vyrokovej logiky, bude obsahovat’ vyjadrovacie prostriedky, pomocou
ktorych sme schopni rozliSovat jednotlivé objekty (individua), ich vlastnosti a vzt'ahy medzi
nimi. KonStrukcia formul vyrokovej logiky na zéklade definicii 1.2 a 1.3 bude rozSirena
o predikaty a kvantifikatory.

Definicia 5.1. Symboly jazyka predikatovej logiky su
(1) mnozina individuovych premennychf = {x, y,....x,,x,,...} ;

(2) mnozina individuovych konstantC ={a,b,...,a,,b,,...} ;
(3) mnozina predikatovych symbolov (predikatov) P ={P,Q,..,R.P,,...};
(4) mnozina logickych symbolov £ ={— A,v,=,=,7,3};

(5) mnozina pomocnych symbolov B ={(,)} .

V predikatovej logike premenné reprezentuji objekty z univerza U — ktoré obsahuje
individud. Preto predikatovax logika musi obsahovat’ formalne prostriedky k Specifikacii
tychto vlastnosti — relacie — predikaty. Syntax formul predikatovej logiky je urCeny touto
definiciou:

Definicia 5.2. Jazyk predikatovej logiky je definovany nad mnoZinami z definicie 5.1 takto:
Termy:
(1) Individuové premenné a individuové konstanty st termy;
(2) ziadne iné symboly nie su termy.
Atomické formuly:
(1) Ak P je n-miestny predikatovy symbol, ¢, #, ..., t, su termy, potom vyraz P(t,t,
...,tn) je atomicka formula;
(2) ziadne iné symboly nie su atomické formuly.
Formuly:
(1) Kazda atomicka formula je formula;

(2)ak ¢ a y s formule, x je premennd, potom vyrazy (—¢), (A ), (evvy),

(e=w), (p=v), ((Vx)(p) a ((Ex)(p) st formuly.
(3) Ziadne iné symboly nie st formuly.

Zékladnou entitou jazyka predikatovej logiky je formula (oznaCovand malymi gréckymi
pismenami), ktorej sposob konstrukcie je ur€eny definiciou 5.2 rekurentného charakteru.

Priklad 5.3. Studujme tieto dva retazce symbolov
o= ((V)(P(x)v Q(x,b))) = R(a,b)
B= ((‘v’x)(P(x)v Q(x,y))) = R(a,x)

kde P je unarny predikat, Q a R su bindrne predikaty, a a b su konStanty, x a y su premenné.
Retazec o nie je formula, pretoze symbol V nie je nasledovany symbolom premennej.
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Retazec P je korektnd formula. Téato skutonost moze byt verifikovand pomocou
konstrukcie syntaktického stromu tejto formule, ktory je znazorneny na obr. 5.2.

=

TN

Vx R
| /N
Vv a x

A
p 0
I A

Xy

Obrizok 5.2. Syntakticky strom formuly ((‘v’x)(P(x)vQ(x, y))):R(a,x). Ku kazdému podstromu si

priradené podformuly, ¢o su také casti danej formuly, ktoré su taktiez syntakticky korektné formuly. Tak
napriklad, pre tato formulu mnozina podformul obsahuje tieto formuly: {x, y, a, P(x), O(x,y), R(ax),

P(x) v Q(x,y) , (‘v’x)(P(x) \ Q(x,y)) , ((Vx)(P(x)v Q(xy))) = R(a,x) }.
Priklad 5.4. Zapiste pomocou jazyka predikatovej logiky tieto vyroky prirodzeného jazyka:
(1) Kazdy riaditel’ ma aspon jedného podriadeného zamestnanca.
RieSenie: (Vx) (R(x) = () P(x. y)), kde R(x) znamen4, Ze individuum x je riaditel’,
P(x,y) znamena, Ze individuum y je podriadenim individua x.

(2) Neexistuje taky clovek, ktory by sa kazdému pacil.
RieSenie: —(3x)(Vy) P(x,y), kde P(x,y) znamena, Ze individuum x sa pa¢i individuu y.

(3) Nie je pravda, zZe kazdy ¢len vedenia podniku je aj majitel'om podnikovych akeii.
RieSenie: —(Vx) (V(x) = A(x)) , kde V(x) znamena, Ze individuum x je ¢len vedenia

podniku a A(x) znamena, Ze individuum x je majitel'om podnikovych akcii.

(4) Postupnost’ {ai,az,...,an,...} ma limitu a: Pre kazdé £>0 existuje také ny , ze pre kazdé
n>ng plati |a —an| <eg.

RieSenie: V(e >0)3(n,) V(n>n,)(ja—a,|<e).
(5) Funkcia f{x) ma vbode xyp minimum: existuje také &>0, ze pre kazdé
xeU,(x,)={x|x,—e<x<x,+e}plati f(x)>f(x,). (Mnozina U,(x,) je e-okolie

bodu xo).
RieSenie: 3(e>0) V(x eU, (xo)) (f(x) > f(xo)) .

(6) V kazdom meste je radnica , v niektorych mestach radnica nie je.
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RieSenie: ((Vx) (M(x) = R(x))) v ((Elx) (M(x) A —|R(x))) , kde M(x) znamena, Ze

individuum x je mesto, symbol R(x) znamen4, Ze individuum x ma radnicu.

5.2.4 Pravdivostné hodnotenie formul predikatovej logiky (sémantika)

Problém pravdivostného hodnotenia formul predikatovej modalnej logiky je podstatne
zlozitejsi proces ako vo vyrokovej logike. K tomu, aby sme toto hodnotenie korektne
realizovali, musime poznat’ tzv. interpretaciu konstant a predikatovych symbolov. Pre lepsie
pochopenie tohto nového problému budeme Studovat’ ilustracny priklad.

Priklad 5.5. Majme formulu (‘v’x)(P(x) = (EIy)Q(x,y)), kde P je unarny predikat a Q je

binarny predikat. Uvazujme tieto dve rozne interpretacie:

(1) Interpretacia Z;. Individuad st ludia. Predikat P(x) reprezentuje vlastnost ,,objekt x je
ucitel™ a predikat Q(x,y) reprezentuje vlastnost’ objekt y je ziakom objektu x. Potom

Studovana formula ma vyznam ,kazdy ucitel ma aspon jedného ziaka, pravdivostna
hodnota tejto formuly je pravda.

(2) Interpretacia 7,. Individua su prirodzené cisla. Predikat P(x) reprezentuje vlastnost’
»objekt x je prvocislo®, predikat Q(x,y) reprezentuje vlastnost’ ,,objekt x je delitelny
objektom y, priCom y # x. Pre kazdé x pre ktoré plati predikat P(x) neexistuje také iné
prvocislo y, ktoré by bolo delitelom cisla x. Pri tejto volbe objektov a predikatov,
vyznam formule je ,,pre kazdé prvocislo x existuje také iné prvocislo y, ktoré je delitelom
x*, ¢o je evidentne nepravdivy vyraz.

Z toho jednoduchého prikladu vyplyva, ze pravdivostna hodnota predikatovej formuly je
urcend interpretaciou Z premennych, konstant a predikatov. Na rozdiel od vyrokovej logiky,

kde je postacujuce Specifikovat’ len pravdivostné hodnoty vyrokovych premennych a
nemusime Specifikovat’ ich vyznam, v predikatovej logike pri urcovani pravdivostnej

hodnoty musime v ramci danej interpretacie Z Specifikovat’ vyznam tak premennych a
konstant, ako aj predikatov.
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Obrazok 5.3. Znazornenie interpretacie Z, kde predikat P je definovany nad kartezidnskym suc¢inom UxU.
Predikat P priradi dvojici individui (#,,z,) € U* binarne &islo P(1,,t,)€{0,1}.

96



V ramci zvolenej interpretacie 7 predikat P chapeme ako zobrazenie, ktoré je definované
nad kartezianskymi produktmi mnoziny individui (univerzom) U. Potom pre danu
interpretaciu Z n-miestny predikat P je interpretovany ako zobrazenie (pozri obr. 5.3)

P:L[”—){O,l} (5.18)
ktoré usporiadanej n-tici individui (tl,t2,...,tn) e U" priradi binarnu pravdivostnu hodnotu
0/1. To znamena, ze predikat mézeme chapat’ ako Specialny typ vyroku, ktory je definovany
nad kartézianskym produktom univerza U’ a ktory ma pravdivostnd hodnotuy 0/1.

V pripade, ze n = 0, potom bezargumentovy predikat P interpretujeme ako jednoduchu
vyrokovl premennu.

Priklad 5.6. Uvazujme univerzum U ={Jan,Jozef Viera, Eva, Maja} , priom rodi¢ia Jéin

a Viera maju deti Jozefa a Evu, Maja je ich zndma, nie je v pribuzenskom vzt'ahu s ostatnymi
objektmi. Ternarny (n=3) predikat P(x,y,z) je pravdivy, ak individuum x ma otca y a matku
z). VnaSom pripade, potom pre predikat P platia tieto ilustracné priklady:
P(Jozef, Jdn,Viera) =1, P(Jdn,Jozef, Viera) =0, P(Eva,Jdn,Viem) =1,

P(Eva,Eva,Maja) =0.

Pravdivostna hodnota formuly s univerzdlnym kvantifikatorom (‘v’x)P (x) je
pravdiva vtedy, ked’ v ramci zvolenej interpretacie Z je predikat P(x) vzdy pravdivy.
Podobne, formula s existenénym kvantifikatorom (3x)P(x) je pravdiva vtedy, ked v ramci
zvolenej interpretacie Z je predikat P(x) pravdivy aspon pre jeden objekt. Potom formula
(‘v’x)(P(x) = (I)0(x, y)) je pravdiva prave vtedy, ak predikdit — podformula
P(x)=(3v)0(x.,y) je vzdy pravdiva. Tato podmienka je splnena podla prikladu 5.6
napriklad vtedy, ak jednotlivé vyrazy z formule interpretujeme pomocou Z; (kde univerzum
je mnozina l'udi), predikat P(x) je pravdivy, ak x je ulitel a predikat Q(x,y) pravdivy vtedy,
ak y je ziakom x. Pre alternativnu interpretaciu Z, (kde univerzum je mnoZina prvocisel)
formula (‘v’x)(P(x) = (EIy)Q(x,y)) je nepravdiva.

Ako budeme pocitat’ pravdivostni hodnotu formule pre dant interpreticiu Z?

V predchddzajiicom texte uz tento proces ohodnotenia formule pravdivostnou hodnotou uz
bol naznafeny pre jednoduchi predikatovi formulu. Vo vSeobecnosti, tento proces
ohodnotenia pravdivostnou hodnotou obsahuje tieto kroky:

(1) Nech formula ¢ mé tvarg = P(1,,1,,...,t, ), kde P je n—miestny predikat s termami 1, t,,

..., t,. SucCastou zvolenej interpreticie 7 je vyhodnotenie tejto formula pravdivostnou
hodnotou.
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(2) Ak ¢ a y su formuly, ich pravdivostné vyhodnotené bolo vykonané v predchadzajicom
kroku pre interpretaciu Z (t. j. pozname ZF¢ a ZFwy ), potom nové formuly maja

pravdivostné hodnoty urcené takto:
e formula ZF —¢ je pravdiva vtedy alen vtedy ak Z F ¢ je nepravdivé (t. j.

(Z #9)=,, (T EF9) jepravdivé),
e formula ZF @Ay jepravdiva vtedy alenvtedyak ZF¢ a ZTFvy,
e formula Z F vy jepravdiva vtedy a len vtedy ak ZF ¢ alebo Z F vy,
e formula 7 F@= vy je pravdiva vtedy a len vtedy ak Z ¥ ¢ alebo Z F v,
e formula ZFoe=y je pravdiva vtedy alen vtedy ak -ekvivalencia

(ZF¢)=(ZFy) jepravdiva.

(3) Formula (Vx)¢(x) je pravdivd vtedy alen vtedy ak (atomickd) formula ¢(x) je

pravdiva pre kazdé x € U (Co je siCastou zvolenej interpretacie 7).

(4) Formula (3x)¢(x) je pravdiva vtedy alen vtedy ak (atomickd) formula ¢(x) je

pravdiva aspon pre jedno x € U (Co je sucast'ou zvolenej interpretacie 7).

Ak na zaklade predchadzajucich krokov 1-4 formula ¢ pre dant interpretaciu Z je
pravdiva, potom to zapiSeme takto Z F ¢, v opacnom pripade, ak je formula ¢ pre danu

interpretaciu Z je nepravdiva, potom Z ¥ ¢.

Definicia 5.3.

(1) Formula ¢ sa nazyva splnite’nd v interpretacii Z vtedy alen vtedy, ak je v tejto
interpretacii pravdiva, Z F .

(2) Formula ¢ sa nazyva tautologia vtedy a len vtedy, ak je splnitel'nd pre kazdu interpretaciu
7, Ik ¢,%o zapisujeme F @, alebo (F¢)=,, (VI)(ZF¢).

Priklad 5.7. Verifikujete, ¢i formula (sentencia) oc:((Vx)P(x))v(—.(Vx) P(x)) je
tautologia. Musime ukazat, ze tato formula je pravdiva pre kazdu interpretaciu Z. Pre
zvolenu interpretaciu Z je formula B:(‘v’x) P(x) bud’ pravdiva alebo nepravdiva, potom
vSak disjunkcia Bv—f je pravdivd. Dokazovand formula je vlastne verziou znamej
tautologie vyrokovej logiky pv—p, substiticiou p/(Vx)P(x)dostaneme verifikovani

sentenciu predikatovej logiky. Tymto jednoduchym sposobom mozeme zostrojit mnoho
tautologii predikatovej logiky, ze do znamych tautoldgii vyrokovej logiky zavedieme vhodnu
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substiticiu sentencie. Tak napriklad pouzitim tautoldégie p = p dostaneme napr. tato
tautologiu predikatovej logiky (Vx ) P(x)= (Vx) P(x).

Zakladné tautologie predikatovej logiky su tieto:
1. Eliminacia univerzalenho kvantifikatora (konkretizacia)
((vx) P(x))= P(1) (5.19a)

kde ¢ €U je l'ubovolné individuum z univerza U.
2. Eliminacia existen¢ného kvantifikatora (konkretizacia)

((3x ) P(x))= P(a) (5.19b)

kde a €U je dané konStantné individuum z univerza U.
3. Zavedenie existen¢ného kvantifikatora (generalizacia)

P(a):>((5|x) P(x)) (5.19¢)
kde a €U je dané konstantné individuum z univerza U.
4. Zavedenie univerzalneho kvantifikatora (generalizacia)

P(t)=((vx) P(x)) (5.19d)
kde ¢t €U jel'ubovolné individuum z univerza U.
5. Zmena univerzalneho kvantifikatora na existen¢ny kvantifikator

(‘v’x)P(x):(Elx)P(x) (5.19¢)

Dokazy tychto tautoldgii si pomerne jednoduché, ktoré st vzdy zalozené na vhodne;j
formule vyrokovej logiky. Obratme naSu pozornost na dokaz formuly (5.19a). Pouzijeme
formulu (5.15) podla ktorej formula (Vx)P(x) je konjunkcia predikatov P pre vSetky

objekty z univerza U
(Vx) P(x)=P(a)AP(b)A...= A P(x) (5.20)

xeU
Ak pouzijeme tautologiu vyrokovej logiky p A g = p, potom pre pravu stranu (5.20) plati
(Vx) P(x)EP(a)/\P(b)/\...:P(t) (5.21)
kde 1 €U je l'ubovolné individuum z univerza U. Ak odstrdnime prostredny ¢len v (5.21)
dostaneme dokazovanu formulu (5.19a).

Pri dokazu (5.19b) si musime uvedomit’ , Ze ak disjunkcia p, v p,v..vp. je
pravdivd, potom musi existovat’ asponi jeden taky pravdivy vyrok a e{ DDy pc} , 7€
implikacia p, v p,Vv...v p. = a je pravdiva (nie je tautoldgia, ale len v danom Specidlnom
pripade pravdiva) , t. j. plati

V(01 o) |=(39) )= pla) 62

xeU
Co bolo potrebné dokézat.
Pri dokaze (5.19¢) budeme pouzivat tautoldgiu vyrokovej logiky p = pv ¢, potom
plati
P(a):P(a)vP(b)v...E(Elx)P(x) (5.23)

¢o bolo potrebné dokazat'.
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Dokaz (5.19d) je =zalozeny na pravdivej formule vyrokovej logiky
t=>p Ap,A..Ap,, kde t=p, pre i = 1,2,..,c (podobne, ako v dokaze (5.19b), tato

formula nie je tautologia, ale len v danom S$pecidlnom pripade pravdiva). Potom

(p<t>:Ap<x>j=<p<t>:<vx>p<x>> (524

xeU

Co bolo potrebné dokézat.

Tautologia (5.19¢) vyplyva z (5.19a-b) a zdkona vyrokovej logiky hypotetického
sylogizmu (p=g)A(g=r)=(p=r).

V prvej kapitole bol zavedeny pojem dudlnej vyrokovej formuly ¢ vzhl'adom
k vyrokovej formuly ¢, ktora obsahuje jen logické spojky negacie, konjunkcie a disjunkcie (t.
j. logické spojky implikicie boli odstranené ekvivalenciou (p=gq)=,, (-pvq)).
Poznamenjme, ze tato dudlna formula ¢ bola vytvorena z formuly ¢ tak, ze konjunkcie

a disjunkcie boli vzajomne zamenené. Teraz obratime naSu pozornost’ na vytvorenie dualnej
formuly predikatovej logiky.

Definicia 5.4.
Nech ¢ je formula predikatovej logiky, ktord je zostrojend nad mnozinou logickych
symbolov {—|,/\,v,‘v’,EI,O,1}. Hovorime, ze formula ¢ je dudlna vzhl'adom k formule ¢

prave vtedy, ak vznikla z ¢ zamenou spojok konjunkcie a disjunkcie, existen¢nych
a univerzalnych kvantifikatorov a a pravdivostnych konstant, v<> A, 3>V a 0 1.

Priklad 5.8. Pouzitim definicie 5.4 zostrojte dudlnu formulu k formule predikatove;j logiky
Q= (Vx)(p(x) = q(x)) = ((Elx)p(x) = (Elx)q(x)). V prvom kroku odstranime z formuly

spojku implikécie, dostaneme ¢ = —|(‘v’x)(—|p(x)v q(x))v(ﬁ(EIx)p(x)v(EIx)q(x)), potom
dudlna formula ma tvar (f):—|(3x)(—|p(x)/\q(x))/\(—.(Vx)p(x)/\(Vx)q(x)), alebo

zjednodusovacich upravach dostaneme konecny tvar dudlnej formuly

6= (vx)(p(x)v =g (x)) A ((3x) = (x) A (V¥)(x))

Dualne predikatové formuly buda pouzivané v konstrukcii sémantickych tabiel
v predikatovej logike, ich inverziou zostrojime diagramy prirodzenej dedukcie.

5.2.3 Vybrané zakony predikatovej logiky

Distributivne zdakony kvantifikdtorov:

o (Vx)(P(x)AQ(x))=(Vx) P(x) A (Vx) O(x) (5.25a)
o (Vx) P(x)v(vx)Q(x)=(Vx)(P(x)v O(x)) (5.25b)
o (Ix)(P(x)vO(x))=(3x) P(x)v(3x) O(x) (5.25¢)
e (Ix) (P(x)/\Q(x)):(Elx) P(x)A(3x) O(x) (5.25d)
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)= 0(x))=((vx) P(x)
o (W)(P(x)=0(x))=((3x) P(x)

= (Vx) Q(x)) (5.25¢)
= (3x) Q(x)) (5.25%)
Dokaz tautologickosti tychto formul je ponechana Citatel'ovi ako cvicenie (pozri priklad 5.9).

5.2.4 Odvodzovanie formul predikatovej logiky, logicky dokaz

Axiomaticky systém predikatovej logiky je rozsirenim axiomatického systému vyrokovej
logiky, ktory bol prezentovany v kapitole 2.2 a ktory sa zaoberal odvodzovanim formul
vyrokovej logiky.

Pravidla logického dokazu (2.1.-3) su rozsirené o d’alSie Stvrté pravidlo:

(4) Pravidlo zovieobecnenia. Ak je pravdiva formula ¢(x) pre kazdé x, pricom tito

premenna sa vyskytuje len ako volnd premennd v kazdej casti celkového ddkazu, potom ju
mdzeme zovseobecnit’ do tvaru s univerzalnym kvantifikatorom

(1)

Vx @(x)
Axiomy vyrokovej logiky (1.7a-j) st rozsirené o d’alSie, ktoré obsahuju univerzalny
kvantifikator V:

(5.26)

Axy1. Vx ¢(x)= ¢(1) (5.27a)
Axyp. Vx ((p:\y(x)):((p: Y q/(x)) (5.27b)

Definovany axiomaticky systém predikatovej logiky neobsahuje existencny
kvantifikator 3. Moze byt dodefinovany do nasho systému ako ,,metasymbol“ k oznaceniu
zlozenych formul Specialneho tvaru

Fx o(x) =, ~Vx—0(x) (5.28)

Na zéaver pristipime k modifikacii definicie 2.3, ktord definuje pojmy dosledok
a dokaz pre vyrokovu logiku.

Definicia 7.3.
(4) Formula ¢ je bezprostrednym dosledkom mnoziny formul ®, ak vznikne aplikaciou
jedného z pravidiel logického dokazu na formule z @.

(5) Formula ¢ je logickym désledkom (dokdzatel’na) mnoziny formul ®© (co oznacime
OFo) ak oD alebo je bezprostrednym dosledkom @ alebo je bezprostrednym
dosledkom © rozsirenej o niektoreé jej bezprostredne dosledky.

(6) Dokazom (logickym) formuly ¢ zmnoziny @ je kazda konecna postupnost formul
0, Q,,....0,, pricom ¢ =@, akazdd formula z tejto postupnosti je bud’ bezprostrednym
dosledkom niektorych formul z ® alebo formul z o,,0,,...,¢, ;.

Veta 7.5 (o dedukcii). Nech @ je mnozina formul a ¢, ¢ su nejaké dve formule, potom
O o= vy plati vtedy a len vtedy (vit) ak © u{(p} Fwy
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(@F o= y)vit (DU{o} ) (5.29)

Doékaz tejto vety je Uplne analogicky dokazu podobnej vety (2.3) o dedukcii vo
vyrokovej logike, preto ho uz na tomto mieste nebudeme opakovat. Poznamenajme, Ze veta
o dedukcii umoznuje podstatné skratenie dokazov formul predikatovej logiky. Vyhodnost
tejto vety spociva v tom, ze ak postupujeme len podla pravidiel logického dokazu (2.1-3) a
(7.2), musime striktne dokazat kazdi formulu postupnosti ¢,,9,,...¢, Vv prisluSnych

predchadzajucich krokoch dokazu. Ak pouzijeme vetu 7.5 o dedukcii ako nové pravidlo
dokazu, mézeme pouzit’ ad-hoc dve formuly ¢ a y, ak sa nam ich uz podarilo dokdzat
v predchéadzajucej tvahach.

V kapitole 2.3 bola dokdzana Postova veta (2.5) o Uplnosti, ktord ma pre vyrokovu
logiku fundamentdlny vyznam ahovori otom, Ze dokazateInd formula je tautologia

anaopak, o formalne mézeme zapisat’ ako (= @) vzt (- ). Podobni vetu pre predikatovi
logiku dokézal v r. 1930 Godel.

Veta 7.6. Pre subor formul predikatovej logiky @ a pre formulu ¢ plati
(DFo)vit (DEg) (5.30)

Dokaz tejto vety je netrividlny, vyzaduje Specidlne znalosti z univerzalnej algebry
a tedrie modelov.

Na zaver tejto kapitoly mozeme si polozit’ otazku, ¢i formalny systém predikatovej
logiky ma podobné vlastnosti ako formalny systém vyrokovej logiky, t.j. kladieme si otazku,
¢i je korektny, nerozporny, uplny a rozhodnutel'ny. Na zéklade toho, ¢o bolo v tejto kapitole
prezentované. mézeme uzavriet, ze predikatova logika ma podobné vlastnosti ako vyrokova
logika, je

e Kkorektna,
® nerozpornaa
e uplna.

Vyrokova logika bola taktiez charakterizovana aj Stvrtou vlastnostou, ato, Ze je
rozhodnutel'na. Musime zdoraznit, ze v predikatovej logike neexistuje vSeobecny algoritmus,
ktory by vzdy rozhodol s absolutnou istotou, ¢i danda formula predikatovej logiky je
tautologia, kontradikcia, alebo len splnitelna. Ako bolo ukazané v podkapitole 5.2.2, proces

rozhodnutelnosti je silne zavisly od vhodnej interpretacie Z, v ramci ktorej sa vlastne

pravdivost’ alebo nepravdivost’ formuly Studuje. Vo vSeobecnosti plati, Ze predikatova logika
je nerozhodnutelnd, ak obsahuje asponi jednu dvojmiestnu reldciu Ako najjednoduchsi
protipriklad k tomuto tvrdeniu uvedieme predikatovu logiku obsahujicu len unarne predikaty
(t. j. predikaty s jednym argumentum), potom je rozhodnutel'na, napriklad pomocou metddy
rezolventy alebo pomocou metddy sémantickych tabiel. Preto sa niekedy hovori, Ze
predikatova logika je polorozhodnutel’nd (angl. semidecidable). Tato dolezitd vlastnost’
predikatovej logiky bola dokdzand americkym logikom A. Churchom vr. 1936, tymto dal
definitivnu odpoved’ na slavny trinasty Hilbertov problém rozhodnutelnosti (nem.
Entscheidungsproblem) pre predikatova logiku. Tento Hilbertov problém bol studovany vo
vSeobecnej rovine anglickym matematikom a logikom A. Turingom v r. 1931. Dokazal, ze
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neexistuje univerzalny algoritmus, pomocou ktorého by sa dal vyrieSit kazdy problém
rozhodnutel'nosti.

5.3 Sémantické tabla

Technika sémantickych tabiel pre predikatova logiku je jednoduchou modifikaciou
sémantickych tabiel z vyrokovej logiky (pozri kapitolu 3 aobr. 3.1) orozSirenia, ktoré
zahffiajl univerzalne a existencné kvantifikatory. Tieto rozSirenia su zaloZzené na
nasledujucich zakonoch predikatovej logiky

(Yx)o(x)=o(1) (5.31a)

(Ix)o(x)= ¢(a) (5.31b)
kde ¢ je Tubovolny objekt (individuum) zuniverza U, aje dany konStantny objekt
(individuum) zuniverza U. Upriamime naSu pozornost’ na formuly (5.31a-h). Prvé dve
formuly (5.31a-b) st priamym dosledkom zakonov (5.19a-b) (pozri obr. 5.4).

| I | |
(Vx)9(x) =P (Vx)p(x) @ex) =P @Ax)e(x)
o) o(a)

Obriazok 5.4. Doplnenie zdkladnych rozsireni metddy sémantického tabla pre vyrokovu logiku (pozri obr. 3.1)
o rozsirenia obsahujuce kvantifikatory. Premenna ¢ Specifikuje l'ubovolné individuum z univerza U, VteU ;
podobne, konstanta a Specifikuje vybrané individuum z univerza U, 3a € U (pozri (5.25)).

Priklad 5.9. Pouzitim techniky sémantického tabla dokdzeme, ze formula
Q= Vx(p(x) =gq (x)) = (‘v’xp(x) = Vxq (x)) je zakonom predikatovej logiky, pozri obr.
5.4.

Jednotlivé formuly sémantickom table obr. 5.4 st indexované a maju tento vyznam:

e Povodna formula (korei sémantického tabla) —¢ bola prediZena aplikaciou schémy
prediZenia —(a = B), pozri obr. 3.1, diagram C, vznikli nové formuly (1) a (2).

e Na formulu (1) bola pouzitd schéma sme prediZenia z obr. 5.3, odstranili sme univerzalny
kvantifikator a vSeobecna individuovd premennd x bola nahradena TI'ubovolnou
individuovov konstantou ¢, vznikla formula (3).

e Formula (4) vznikla aplikaciou ekvivalencie —(o.= B)=aA—p na formulu (2).

e Formuly (5) a (6) vzikli predizenim (4) podla schémy z obr. 3.1, diagram B.

e Formula (7) vznikla z (6) ekvivalentnym prepisom —VxR(x)=3x—R(x).

e Formula (8) vznikla z (5) pouzitim prediZzenia z obr. 5.3, odstranili sme univerzalny

kvantifikator a individuovi premenni x sme nahradili T'ubovolnou individuovov
konstantou #'.
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e Formula (9) vznikla z (7) aplikiciou prediZenia z obr. 5.3, odstranili sme existencny
kvantifikator a individuovl premennu x sme nahradili vybranou individuovov konstantou
a. Podobne, formula (10) vznikla z (8) odstranenim univerzalneho kvantifikatora.

e Vzniklé sémantické tablo ma dve vetvy. Lava vetva je uzavretd, pretoze modZeme
vytvorit’ kontradikciu tak, ze polozime ¢ = ¢ (poznamenajme, Ze tieto konStanty su
I'ubovolné). Prava vetva je taktiez uzavretd, kontradikciu vytvorime tak, ze polozime ¢ =
a. Tieto dve podmienky su realizovatel'nu sticasne, co mozeme napisat’ ako 1 =¢'= a.

—¢

Vx(p(x)=¢(x)) (1)
—(Vxp(x)=>Vxq(x)) (2)

(=40 (3)
(Vxp(x)A—Vxq(x)) (4)

Vxp(x) (5)
—Vxg(x) (6)

Ix—q(x) (7)

e p(t’) (8)
T e

e 0 19 301
Obrazok 5.4. Sémantické tablo formuly ¢ =(Vx)(p(x)= q(x)) = ((Vx)p(x) = (‘v’x)q(x)) . Pretoze tablo

T (—¢) je uzavreté, formula @ je tautologia, Go bolo potrebné dokazat’.

Priklad 5.10. Pouzitim techniky sémantického tabla dokazeme, ze formula
¢ =(Vap(x)= qu(x)) = Vx(p(x) = g(x)) nie je zékonom predikatovej logiky, pozri
obr. 5.5.

Podobne, ako v predchadzajucom priklade, aj teraz prestipime k podrobnej Specifikacii
kazdého riadku sémantického tabla z obr. 5.5:

e Povodna formula (korei sémantického tabla) —¢ bola prediZena aplikaciou schémy
prediZenia —(a=p), pozri obr. 3.1, diagram C, vznikli nové formuly (1) a (2).

e Formula (3) vznikla z (2) aplikdciou ekvivalencii —(vx)R(x)=(3x)-R(x) a
—(a=>B)=ar—P.

e Formula (4) vznikla z (3) pouzitim prediZenia zobr. 5.3, odstranili sme existencny
kvantifikator a individuova premennd x bola nahradena danou individuovov kons$tantov
a

e Formuly (5) a (6) vznikli z (4) pouzitim prediZenia z obr. 3.1, diagram B.

104



e Formuly (7) a (8) vznikli z (1) pouzitim prediZenia z obr. 3.1, diagram C.
e Formula (9) vznikla z (7) pouzitim prediZzenia z obr. 5.3, odstranili sme univerzalny

kvantifikator a individuovéa premenna x bola nahradend danou individuovov konstantou
b.

e Lava vetva sémantického tabla neprodukuje vo vSeobecnosti kontradikciu (nie je
uzavreta), potencialna moznost’ je tvorby pomocou (5) a (9) nemoze existovat, pretoze
vo vSeobecnosti plati a # b.

e Prava vetva je uzavreta, v tomto pripade vytvorime kontradikciu podmienkou = a.

e Sémantické tablo nie je uzavreté, preto formula ¢ nie je tautologia.

T{—9)

Vyp(x)=>Y () (1)
—Vx(pix)=4(x))  (2)

Ax(plxIa—g(x)) (3)
plaa-qia) (4)

P -pla) (5}
- —{a) ..(6}_______

P /\\_ -
o VXD Vgl (8)-
jazh | it=a
e (OT0)) () €10y
0 X
Obrazok 5.5. Sémantuické tablo 7 (—¢) pre formulu ¢ = (‘v’xp(x) = qu(x)) = Vx(p(x) = q(x)) . Tablo

nie je uzavreté, preto formula ¢ nie je tautologia, je len splnitelna s interpretaciou zostrojitelnou pomocou
otvorengj vetvy.

Poznamenajme, Ze otvorena l'avd vetva sémantického tabla mdze byt pouzitd na
konstrukciu takej interpretacie, pre ktort je formula ¢ je nepravdiva, t. j. poziadavka
tautologicnosti formuly ¢ je falzifikovand. Z lavej vetvy pre hodnoty predikatov p agq
dostaneme tieto hodnoty: p(a)=1,—¢(a)=1,—p(b)=1. Pre jednoduchost’ poloZime a = 1
ab= 2, potom p(1)=1,—g(1)=1,—p(2)=1. Zprvych dvoch podmienok odvodime ich
konjunkciu p(1)a—¢(1)=1, Co mézeme zovSeobecnit’ pomocou existencného kvantifikatora
Elx(p(x) A —|q(x)) = Elxﬁ(p(x) = q(x)) = —|Vx(p(x) = q(x)) =1, Ztretej podmienky
—p(2)=1 modzeme vyvodit: Ix—p(x)=—-Vxp(x)=1. Tento vysledok mbéZeme pomocou
disjunkcie rozsirit, —Vxp(x)v Vxg(x)=Vxp(x)= Vxg(x)=1. Teraz mdZeme pristipit
k vypoctu pravdivostnej hodnoty formuly o,
((vx) p(x)=(¥x)q(x)) = (Vx)(p(x)=¢q(x))=(1=0)=0. Tento dolezity moment
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vyuzitia sémantického table pre konStrukciu falzifikdcie tautologicnosti danej formuly
modzeme aj znazornut' diagramaticky, pozri obr. 5.6.

0: p(2) L: p(1) 0: ¢(1)

0: (vap(x)  1: (Vx)g(x)
" 0: p(1)=>q(1)

L (Vo)p()=(Vx)gq(x) 0: Vx(p(x)=q(x))

0: (Vxp(x)=Vxq(x))=Vx(p(x)=q(x)))

Obrazok 5.6. Diagramaticka falzifikacie tautologicnosti formuly
((‘v’x) p (x) = (Vx) q (x)) = (Vx) (p(x) =q (x)) na zaklade pociato¢nych predpokladov
p(a)=1,—g(a)=1,—p(b)=1, ktoré boli ziskané z l'avej vetvy sémantického tabla z obr. 5.6. Posledny riadok

diagramatickej interpretacie znamena, ze pre dané podmienky pravdivostna hodnota formuly je nepravda, t. j.
formula nemdze byt tautologiou.

Tieto dva ilustra¢né priklady ukazuju na potencidlnu vhodnost’ sémantickych tabiel
pre konstrukciu pravdivostnej interpretacie formul predikatovej logiky, kde maja
nezastupiteI'nti tlohu pre konstrukciu pravdivostnych hodnét, pretoze v predikatovej logike
je tabul'kova metdda nepouzitelna.

| | | |
(VX)0() = Y@DAADIA-A9E) —p (V)0() =P (VX)) >
|

o(a) o) -+ 0(2) ¢(a)

| | |
(F)o(x) =P (P(a)V(p(bl)V...V(p(z) = (Ax)p(x) =P E)p(x) =P
|

®(a)
o
o(b)
B 9G)
Obrazok 5.7. Predlzovanie dualneho sémantického tabla pre formulu, ktora obsahuje univerzalny kvantifikator
(diagram A, kde aje vybrany konStantny objekt aeU ) aexistentny kvantifikator (diagram B, kde ¢je

l'ubovol'ny objekt te U).

V kapitole 3.2.2 boli Studované dudlne sémantické tabld vo vyrokovej logike. Ako
bolo ukazané v tejto kapitole, ich hlavna vyhoda spoc¢iva v tom, Ze v pripade, ak dudlne
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sémantické tablo 7 ((p) je uzavreté, potom formula ¢ je tautologia a inverziou dualneho

tabla zostrojime dokaz tejto formuly pomocou prirodzenej dedukcie.

Priklad 5.13. Pouzitim dudlneho sémantického tabla dokazte tautologickost predikatovej
formuly ¢ = (‘v’xp(x) v Vxq (x)) = ‘v’x(p(x) v q(x)) , pozri obr. 5.7 a 5.8. V prvom kroku
odstranime implikaciu, dostaneme ¢ = (Elxﬁp (x) AJx—g (x)) v Vx( p(x)vyg (x)) . Postupne

odstranujeme kvantifikatory pomocou pravidiel z obr. 5.7, na zaver dostaneme Ze vytvorené
dudlne sémantické tablo je uzavreté, t. j- formula

¢ =(Vap(x)v Vxq(x)) = Vx(p(x)vq(x)) je tautologia.
7 (T)
(vx)p()v (¥x)g ()= () p(x)va(x)) (1)
(3x)—P(x)A(3x)—'q(x)\|’(vx)(P(x)V‘I(x)) @

E R INEI IO NE)
() p(IvaE) @)

|
P(a)rq(a) ®

o p(a) (6)
/ a(a) (7)——. ~
/\

™~
I

@O e ©)

\ /
\ .
—p() (10) ~a(0)—(1D)
X X
Obrazok 5.8. Dokaz pomocou dudlneho tabla, e formula ¢ = (‘v’xp (x)v Vxq (x)) = ‘v’x(p (x)vg (x)) je
tautologia.
Cvicenie

Cvicenie 5.1. Vety prepiste pomocou jazyka predikatovej logiky, pouzite symboly uvedené v
ulohach.

(a) Niekto mé hudobny sluch (H) a niekto ho nema.

(b) Niektoré dieta (D) nemé rado ¢okoladu (C)

(c) Nik, kto nezvladol zésady bezpecnosti prace (B), nemdze pracovat’ v laboratoriu (L).

(d) Nie kazdy talentovany maliar (M) vystavuje svoje prace v narodnej galérii (G).

(e) Len Studenti (S) si mo6Zu kupovat studené vecere (V).

(f) Nie kazda osoba (O), ktora absolvovala drahy kurz lietania (K), je dobry pilot(P).

Cvicenie 5.2. Vety prepiste pomocou symbolov predikatov a konstant.
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(a) Karol videl Shakespearovu hru Hamlet.
(b) Karol videl nejakt hru od Shakespeara.
(¢) Niekto videl Shakespearovu hru Hamlet
(d) Niekto videl hru od Shakespera.

(e) Nie kazdy videl hru od Shakespera.

(f) Karol videl nejakii hru.
(g) Shakespeare nenapisal hru Pygmalion.

Cvicenie 5.3. Pre dan¢ predikatové symboly P, QO a konstantné symboly a, b, pricom Q je
binarny predikat a P je unarny predikat, rozhodnite, ktoré vyrazy su formuly predikatove;j
logiky a nakreslite ich syntakticky strom.

(a) Q(ab)
(b) Vx( ab :P c)

)
@ (vxP(a)=(3r0(b <y>)>)-
© (P(x)r0(a.b)=(
() 3x(P(Q(x.»))= 0(a,
(@) 3x(P(x)= ayQ(xy ).

EIyP
b))-

Cvicenie 5.4. Napiste vSetky podformuly z cvicenia 5.3.

Cvicenie 5.5. Oznacte vSetky premenné, ktoré su viazané a vSetky premenné, ktoré st vol'né.
Ak v danej formule sa vyskytuju také premenné, ktoré su sucasne viazané a aj vol'ne, prepiste
formulu do takého tvaru, aby dana premenna bud’ bola viazana alebo vol'na. Ktoré formule su
otvorené formule a ktoré su sentencie?

(a) Vx 3y Q(x,y)

® O(f(a.b).5)= (37 P(s(»))).
(c)Q(a,b)v(Vx Q(a,x)).

(d) O(x,y)vO(y.x).

(e) Q(a,b)/\(Elx Jy Q(x,y)).

6] (Vx Q(a,x)) = (Vx Jy Q(y,x)).

Cvicenie 5.6. Napiste vSetky podformule z cvicenia 5.5.

Cvicenie 5.7. Prepiste tvrdenie prirodzeného jazyka do formuly predikatovej logiky, vytvorte
negéaciu tejto formuly a prepiste tuto formulu do tvrdenia prirodzeného jazyka.

(a) Vtédky sa mnozia vajcami.

(b) Kazdy Sportovec ma dobru fyzicka kondiciu.

(¢) Studenti nie vzdy vela §tuduju
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(d) Ziadne schody nevedu do neba.

(e) Kazda sa pokusa vystudovat’ na vysokej skole.

(f) Kazdé neparne cislo je prvocislo.

(g) Kazdy, kto navstivil Anglicko hovori po anglicky.
(h) Neexistuje dym bez ohiia.

Cvilenie 5.8. Pomocou sémantickych tabiel dokaZzte tautologi¢nost formul:
@ (vxo(x))= (I o(»))

(®) =(Vx¢(x))=(3x=0(x))

(©) —(3xo(x))=(Vx—0(x))

Cvicenie 5.9. Pomocou dualnych sémantickych tabiel dokazte tautologickost’ formul a potom
vykonajte pomocou inverzného table ich odvodenie pomocou prirodzenej dedukcie.

(@) (Vx)P(x)v(Vx)Q0(x)=(Vx) (P(x)vQ(x))
(b) (3x) (P(x)/\Q(x)):(Elx) P(x)A(3x) O(x)
© (90)(P(x) = 0(x)) = ((33) P()= (31) 0()

Cvicenie 5.10. Dokézte tautologickost’ formul

@ (V) (P(x) A 0(x))=(v )P() (Vx) O(x)

(b) () (P(x)vO )E (3x) P(x) v (3x) O(x),

© (3I)(P(x)r0(x))= x) (3x) O(x)
(d)  (vx)(P(x)=0(x) (( x) P(x) = (¥x) O(x))
Literatura

[17] D’Agostino, M., Gabbay, D. M., Hahnle, R., Posegga, J. (eds.): Handbook of Tableau
Methods. Springer, Berlin 1999.

[18] Kvasnicka V., Pospichal, J.: Matematicka logika. Vydavatel'stvo STU, Bratislava,
2006.

[19] Kvasnicka V., Pospichal, J.: Technika sémantickych tabiel v logike. In Umela
inteligencia a kognitivna veda, 11. Diel’. Vydavatel'stvo STU, Bratislava, 2010.

[20]  Peregrin, J: Logika a logiky. Academia, Praha, 2004.

[21]  Smullyan, R. M.: First-Order Logic. Springer-Verlag, Berlin 1968 (slovensky preklad
Logika prvého radu. ALFA, Bratislava, 1979).

[22]  Sochor, A.: Klasicka matematicka logika. Karolinum, Praha, 2001.
[23] Svejdar, V.: Logika: neiplnost, sloZitost a nutnost. Academia, Praha, 2002.

[24] Zouhar, M.: Ziklady logiky pre spolocenskovedné¢ a humanitné odbory. Veda,
Bratislava, 2008.

109



110



6. kapitola

Predikatova logika II — prirodzena dedukcia a sylogizmy

6.1 Metoda prirodzenej dedukcie pre predikatovi logiku

Jednoduché rozsirenie metody prirodzenej dedukcie pre predikatova logiku uskutocnime tak,
ze povodna prirodzend dedukcia vyrokovej logiky (pozri kapitolu 4) je doplnena o d’alSie 12
introduk¢né/eliminacné pravidla univerzalneho a eliminaéného kvantifikatora (a ich
sucinov).

(1) Introdukcné pravidlo pre vseobecny kvantifikator (1Y)

o(?)
‘m (6.1a)

Ak sme schopny odvodit' formulu ¢(7), ktora je platna pre ubovolné individuum ¢

(premenna ¢ je volna) , potom plati aj jej zovSeobecnenie pomocou vSeobecného
kvantifikatora, Vx (p(x) . Toto pravidlo je zalozené na zékone (5.19d) P(t) = ((‘v’x) P(x)) .

(2) Eliminacné pravidlo pre vseobecny kvantifikator (EY)
Vx ¢(x)

o (1) (6.1b)
Ak sme schopny odvodit’ formulu Vx (p(x), potom sme odvodili aj jej konkretizaciu pre

I'ubovolné individuum z. Toto pravidlo je zaloZzené na zékone predikatovej logiky (5.19a)
(Vx P(x))= P(¢).

(3) Introdukcné pravidlo pre existencny kvantifikator (13)
¢(a)
Ix @(x)
Ak sme schopny odvodit’ formulu (p(a) , kde a je individuova konstanta, potom sme odvodili

(6.1c)

aj jej formu s existenénym kvantifikatorom, Ix (p(x). Pravidlo je zaloZzené na zakone
predikatovej logiky (5.19c¢) P(a):>E|x P(x). Poznamenajme, Ze toto pravidlo je v uzkej

suvislosti s pravidlom (8.12) pre introdukciu disjunkcie.

(4) Eliminacné pravidlo pre existencny kvantifikator (E3)
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Fx @(x)

¢(a)

(6.1d)

Ak sme schopny odvodit’ formulu 3x ¢(x), potom sme schopny odvodit’ aj formulu ¢(a),

kde a je nejakd individuovéd konstanta. Pravidlo je zaloZzené na zdkone predikatovej logiky

(5.19d) (3x P(x))= P(a).

Tabul’ka 6.1. Diagramatické pravidla prirodzenej dedukcie s

kvantifikatormi
Spojka Eliminacia Introdukcia
(Vx) p(x) p(o)
v
(D) (Vx) p(x)
(3x) p(x) p(a)
3
pa) (3x) p(x)

Poznamka. V predchadzajucej kapitole 5.3 v poznamke obsahujticej formuly (5.37) a (5.38)
sme rieSili pre sémentické tabld problém eliminacie univerzalneho a existen¢ného

kvantifikatora pre konjunkciu resp. disjunkciu dvoch formil p(x) a ¢(x), podobné pravidla

pre prirodzenu dedukciu mézeme formulovat’ aj pre tieto dva pripady

|(‘v’x)(p(x)/\q(x)) |(E|x) (p(x)vq(x))

| p()ra(r) | p(a)va(e)
alebo ich inverzného tvaru

| p()ra(r) | pla)va(a)

() (p()ra(x)) |39 (p(x)va(x)
Priklad 6.1. Pomocou prirodzenej dedukcie dokazte

‘v’x((p(x) = \y(x)) = (‘v’x(p(x) = Vxy (x)) (pozri obr. 6.2)

1. ‘v’x((p(x) =y (x)) (pomocny predpoklad)

2. | Vxo(x) (pomocny predpoklad)

3.1 o(t)=w(r) EV, L.

4.1 o(1) EV, 2.

5.1 w(o) E=, 3.a4.

6. Vx\u(x) Iv, 5.

7. Vx(p(x) = wa(x) I=, 2. a 6, deaktivacia 2.

8. Vx (p(x) = \u(x)) = (Vx(p(x) = Vx\u(x)) I=, 1 a 7, deaktivacia 1
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Vx(e@=v(x)  Vxo(x)
ey BV “":,

£ 0= o)

=

Vx ¢(x)=>Vx y(x)

T=

Vx (¢ (x)=v(x)=(Vx 0(x)=>Vx y(x))

Obrazok 6.1. Diagramaticka interpretdcia dokazu formule z prikladu 6.1. Vrchné vysSrafované formule st
pomocné predpoklady odvodenia, prerusované Ciary reprezentuji deaktivaciu tychto predpokladov.

Priklad 6.2. Dokazte platnost’ formuly ‘v’x((p(x) AY (x)) = (Vx Q(x)AVxy (x)) (pozri obr.

6.3).

=

1| vx(o(x)Ay(x)) (pomocny predpoklad)

2. | o(t)rw(r) (EV na 1)

3. (p(t) (EAna?2)

4. \|1(t) (EAna?2)

5. Vxo(x) (IV na 3)

6. | Vxy(x) (IV na 4)

7. | Vxo(x)AVxy(x) (IAna5a6)

8. | wx (p(x)/\\y(x)):(Vx(p(x)/\Vx\y(x)) (deaktivacia 1)
—

1. | Vxo(x)AVxy(x)  (pomocny predpoklad)

2. Vx(p(x) (EAnal)

3. Vx\u(x) (EAnal)

4. (p(t) (EV na2)

5. \V(t) (EV na 3)

6. | o(t)rw(r) (Inna4as)

7. Vx((p(x)/\\y(x)) (IV na 6)

8. (Vx(p(x)/\Vx\u(x)) = Vx((p(x)/\\y(x)) (deaktivacia 1)
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wx(o (x)l\ y(x ))j Vro(x) AVxy(x) |
e (t)i y(t) V:(p o

o) Vxy(x)

v b0

Vxg(x) lll(t)
Vx“ll(") o) ()
WVX e(X)AVxy(x) VV (e(x)rvw(x))
Vx ((p(x)/\\y(x)): Vx(x)AVxy(x) Vxo(x)AVry(x)= Vx((p(x)/\\y(x))

Obrazok 6.2. Diagramaticka interpretacia dokazu formule z prikladu 6.2. Vrchné vysrafované formule su
predpoklady odvodenia, preruSované Ciary reprezentuju deaktivaciu pomocnych predpokladov.

6.2 Sylogizmy

Sylogizmy boli vytvorené Aristotelom pred viac ako 2300 rokmi a odvtedy st obvykle
uvadzané ako neodmysliteIny zaklad racionality I'udského uvazovania. Aristoteles taktiez
vypracoval kompletnt tedriu dokazu, ktord je zalozena na transformdcii platnych médov
sylogizmov na platny méd prvej figury (pozri tabul’ky nizsie), ktory poklada za evidentne
platny a pochopitelny. Aristotelov revolu¢ny intelektudlny pocin je v sicasnosti chapany
nielen ako prvy zaznamenany vznik logiky v historii l'udskej civilizacie, ale taktiez ako prvy
dokumentovany vyskyt premennej, o sa v historii vedy poklada za jeden z najddlezitejsich
bodov obratu, ktorym sa grécka civilizacia odliSila napr. od egyptskej civilizacie, ktora ku
pojmu ,,premennej” nedospela. Sylogizmy stratili svoje mimoriadne postavenie v logike az
koncom 19. storocia, ked’ bola vytvorena predikatova logika, v ramci ktorej su zaujimavou no
nie velmi déleZitou aplikdciou. Musime v8ak poznamenat’, Ze na filozofickych a teologickych
univerzitnych fakultach stdle pretrvava v prednasSkach logiky mimoriadne postavenie
sylogizmov, ako jednej z hlavnych sucasti logiky.

Sylogizmus obsahuje dve premisy - predpoklady (hlavny a vedl'ajsi), ktoré obsahuju
tri ¢leny (unarne predikaty) A, B, C, priCom prostredny clen B sa vyskytuje v obidvoch
premisach. Zaver sylogizmu ma rovnaku Struktiru ako premisy sylogizmu a obsahuje ¢leny
AaC. Rozlisujeme 4 mozné figiry sylogizmov (pozri Tab. 6.1) , pricom premisy kazdej
figliry maju Styri rozne interpretacia v ramci predikatovej logiky (pozri Tab. 6.2)

TabulPka 6.1. Styri figary sylogizmov

Typ premisy 1. fighra | 2. figara | 3. fighira | 4. figlira
Hlavna premisa B-A4 A-B B-A4 A-B
VedlajSia premisa | C-B C-B B-C B-C
Zaver A-C | A-C | A-C | A-C
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Tabul’ka 6.2. Interpretacia jednotlivych médov sylogizmov

# mod stredoveké oznacenie predikatova logika
1 | Vietky 4 su B AaB (vx)[ A(x)= B(x)]
2 | Niektoré A si B AiB (3x)[4(x) A B(x)]
3 | Ziadne 4 nie st B AeB (vx)[ 4(x) = —B(x)]
4 | Niektoré 4 nie su B AoB (EIx)[A(x)/\ﬁB(x)]

V tabul’ke 6.2 boli pouzité Styri rozne ,logické spojky* a, i, e, 0. Pocet vSetkych
moznych sylogizmov je ur€eny takto: 4 figiiry x 4 mdody hlavnej premisy x 4 mody vedlajsej
premisy = 64, rieSenia vSetkych tychto sylogizmov st uvedené v tabulke 8.3. RieSenia
oznacené hviezdickou existuji vtedy, ak sa predpokladé existencia aspon jedného individua
a s vlastnostou B(a). Samozrejme, modézeme diskutovat, ¢i tento dodato¢ny predpoklad
musime uvazovat alebo nie (bol potrebny az v interpretacii sylogizmov pomocou

predikatovej logiky, v starovekej a stredovekej logike bol ignorovany).

Tabul’ka 6.3. Riesenie vSetkych moznych sylogizmov

1. figlira 2. figlra
4 17 20
BaA || 4aB N
N
CoB || CaB s
- - N
N
N
? 3
8 21
Bid || 4iB
CoB || CaB
%) %)
12 2
N Bed § BeA Bed |f4eB N AeB | AeB
CaB CiB coB ca § CeB | CoB
el ey [} \ teb | Lob
N Ced N CoaR @ |Ncea N o | @
h\\\\\\\ k\\\\\\\ N
13 | 14 16 31 | 32
DA
BoA | BoA BoA N AoB | AoB
CaB | CiB CoB CeB | CoB
%) %) %) %) %)
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3. figura 4. figtira
* 4 * 4 ] 2
BaA W BaANN Bad N Bad NN 4aB N AaB NAaBN AaB
BaC NN BiC NN BeC NN BoC N BaC N BiC NBeCN BoC

AiC N4iCNN40C N A40CNQ4aCN D NAeCN 9
37 1 38 | 39 | 40 || 53 | 54 | 55 | 56

Bid N Bid NBid N Bid |N4iB N A4iB NA4iB § 4iB

BaC BiC NBeCN BoC |fBaCN BiC NBeCRN BoC

AiC & NdAoC %] AiC & NAoCN 9

41* | 42 43 44 57* | 58 59 60
BeA W BeAl BeA | BeA AeB N\ 4eBN AeB | AeB
BaC NN BiCN BeC | BoC |jBaCNNBiC N BeC | BoC

CoA CoA ) %) CoA N CoA %) %)

45 1 46 | 47 | 48 |61 | 62 | 63 | 64

BoA BoA | BoA BoA AoB | AoB | AoB | AoB
BaC % % BoC || BaC £ % BoC
CoA (%) %) %) %) %) %) %)

Niektoré sylogizmy v porovnani zo stredovekym pristupom zasa chybaju, dvojice
CaA a Cid, a tiez CeA a CoA boli v stredoveku vo vztahu podriadenosti (subsumpcie). To
znamena, Ze ak plati prvy zaver, tak plati aj druhy zaver. V tab. 6.3 st uvedené vzdy iba prvé
moznosti, Cad a CeA, pretoze v ramci predikatovej logiky sa nemdze automaticky urobit
prevod z implikacie na konjunkciu, formula (vx[4(x)= B(x)])=(3x[ 4(x) A B(x)]) nie je

zédkonom predikatovej logiky. Okrem toho napr. pri schémach CeA a CiA4 nezalezi na poradi
predikatov, takze v tab. 6.3 sa na rozdiel od klasickych sylogizmov mo6zu 4 a C nachadzat
v zavere v opacnom poradi.
Ako ilustrativny priklad sylogizmu Studujme tieto tri vyroky (dve premisy a zaver):
niektori Studenti s vegetariani
vSetci vegetariani su vcelari

niektori Studenti st vCelari
V tomto pripade jednotlivé unarne predikaty 4, B a C stotoZnime s vlastnostami ,,Student®,
,vegetarian® resp. ,,v¢éelar, potom jednotlivé vyroky mozeme prepisat’ do formy

AiB (3)[ 4(x) A B(x)]
BaC alebo (Vx)[B(x):C(x)]
AC EA() A C)]

Schému, ktora obsahuje tak dve premisy, ako aj zaver (ktory mé rovnaky formalny tvar ako
premisy), budeme oznacovat’ ako uplny sylogizmus, ich celkovy pocet je 64 x 4 mdody zaveru
= 256 Uplnych sylogizmov.

Hlavnym problémom klasickej teorie sylogizmov je navrhnut metodu na rychle
zistenie, ktoré z tychto uplnych sylogizmov su pravdivé (platné) a ktoré nepravdivé
(neplatné). Aristoteles nemal problémy s dokazom toho, Ze nejaky sylogizmus je neplatny.
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Bol asi prvy, ktory si uvedomil skutocnost, ze ak je sylogizmus platny, potom tato platnost’
nemoze byt’ zavisla na interpretacii jeho jednotlivych ¢lenov. Pre neplatné sylogizmi vzdy sa
mu podarilo ngjst’ taka interpretaciu ¢lenov A4, B, C, ze neplatnost’ sylogizmu pre danu
interpretaciu bola ocividne zrejma. Avsak tento pristup pre dokaz platnosti daného sylogizmu
je nepouzitelny. Aristoteles sa snazil v tomto pripade previest’ Studovany sylogizmus na
zdkladny typ (A4aB)(BaC)/(4a(C), ktorého platnost’ povazoval za oc¢ividnu. V tomto bode
moézeme z dneSného pohladu existencie rozvinutej predikatovej logiky, charakterizovat
Aristotelov pristup za vel'mi tazkopadny ba az netplny. Aristoteles skiumal len prva, druhu a
tretiu figiru, zrejme uz vedel, Zze Stvrtd figlira poskytuje sylogizmy, ktoré su ekvivalentné
sylogizmom prvej figlry. Tato Stvrtd figira sylogmizmu bola kompletne preskiimana
rimskym lekarom a logikom Galénom v 1. storo¢i (Galénus si asi neuvedomil ekvivalentnost’
sylogizmov medzi 1. a 4. figlirou, kde staci prehodit’ 1. premisu s 2. premisou a ¢len 4 s C).

Priklad 6.5. Studujme sylogizmus s platnym zaverom (platnost’ tohto sylogizmu pokladal
Aristotels za evidentnu) (pozri obr. 8.1)
AaB

BaC (6.11)

AaC
Jeho predikéatova forma ma tvar

Vx (A(x) = B(x))
Vx (B(x)= C(x)) (6.12)
Vx (A(x) = C(x))

Dokaz platnosti tohto sylogizmu v ramci predikatovej logiky je pomerne jednoduchy, je
zalozeny na zakone tranzitivnosti implikacie (alebo podla stredovekej teminoldgii, zékona

hypotetického sylogizmu), (p = r)= ((r =q)=>(p= q)) . Z premis sylogizmu vyplyva,

ze pre Tubovolnu individuovi konstantu fstcasne plati A(1)= B(t) a B(t)=C(t).
Pomocou pravidla tranzitivnosti implikacie (hypotetického sylogizmu) dostaneme
implikaciu A4(¢)= C(¢), ktora je pravdivd pre kazd( konStantu ¢, &ize plati aj je

kvantifikovana forma Vx (A (x)=C (x)) , &0 bolo potrebné dokazat’.

1§ ¢

Obrazok 6.3. Grafické znazornenie 1. premisy, 2. premisy a zaveru. Prva premisa Vx(A(x):B(x))

graficky znazornime ako zobrazenie mnoziny 4 (obsahujica individua majuce vlastnost’ 4(x)) do podmnoziny
mnoziny B (obsahujuca individua majice vlastnost B(x)), podobne moézZeme zobrazit' aj druhd premisu.
Z obrazku vyplyva, ze kazdé individuum majuce vlastnost’ A(x) ma taktiez aj vlastnost' C(x), ize plati zaver
Vx (A(x) =C (x)) . Z obréazku taktiez vyplyva aj platnost’ zaveru, Ze existuje také individuum x, ktoré ak ma

vlastnost’ C(x), potom ma vlastnost’ 4(x), 3x (A(x) AC (x)) )
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V texte k obr. 6.3 je uvedené, Ze existuje aj druhy alternativny zaver z predpokladov
tohto sylogizmu, ze existuje také individuum x, ktoré ak ma vlastnost’ C(x), potom ma

vlastnost” A(x), Ix (C(x)/\A(x)). Budeme teraz pomocou predikatovej logiky skiimat’ za

akych podmienok je tento zaver platny.
Vx (A(x) = B(x))
Vx (B(x)= C(x)) (6.13)
3x (A(x) A C(x))

Predpokladajme, ze existuje také individuum b, pre ktoré plati A(b). Z prvych dvoch premis
sylogizmu taktieZ dostaneme A(b)=> B(b) a B(b)=> C(b). Dvojnasobnym pouZitim

pravidla modus ponens z tychto troch predpokladov dostaneme C(b), spojenim tohto zaveru
s prvym predpokladom A(b) dostaneme ich konjunkciu4(b)AB(b), Cize plati aj

dx A(x) AB (x) To znamena, ze alternativne rieSenie (6.13) je platné len ak predpokladdme

existenciu A(b), potom (6.13) musime zmodifikovat takto
A(b)

Vx (A(x)
Vx (B(x)

B(+)
C(x))
C(x))

Priklad 6.6. Ako d’alsi ilustrativny priklad uvazujme sylogizmus, ktory zohral velkt ulohu

pri objasnovani vzajomného vztahu klasickej teérie sylogizmov a modernej predikatovej
logiky

=
(6.14)
=

>

Elx(A(x)

BaA

BaC (6.15)

AiC
Pouzitim predikatovej logiky ukazeme, Ze tento sylogizmus nie je vo vSeobecnosti platny,
musime zaviest’ este okrem dvoch premis d’alsi predpoklad, aby sa stal platnym. Predikatova
reprezentécia tohto sylogizmu ma tvar (pozri obr. 6.10)

¢, Vx (B(x)= 4(x))
,:Vx (B(x)= C(x)) (6.16)
v 3x (A(x) A C(x))

K jednoduchému zisteniu, €i je sylogizmus splneny alebo nie, uvazujme tato interpretaciu 7 :

univerzum U je mnozina individui, predikéat B(x) znamena, Ze individuum x je auto, predikat

A(x) znamena, ze individuum x mé volant a predikat C(x) znamend, ze individuum x ma
kolesa. Premisy Studovaného sylogizmu vramci pouzitej interpretacie mozeme teda
interpretovat’ tak, ze prva premisa je ,.kazdé auto ma volant™ a druha premisa je ,,kazdé auto
ma koleso“. Uvedeny zaver v (6.4b) predpoklada, ze existuju individua, ktoré maju sti¢asne
volant a kolesa. AvSak tento zaver vo vSeobecnosti nevyplyva zpremis sylogizmu. To
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znamena, ze v ramci tejto konkrétnej interpretacia Z sylogizmus (6.4) uvedeny zaver nie je
korektny. Avsak ak postulujeme existenciu individua, ktoré je auto, potom na zaklade premis
sylogizmu automaticky vyplyva, Ze existuje také individuum, ktoré ma sucasne tak volanty
ako aj kolesa, t.j. zaver (6.4b) spravny.

*‘o 4
B .
A] 0)c
Obrazok 6.4. Diagramatické znazornenie sylogizmu (6.15). Existencia individuii, ktoré maja sii¢asne vlastnosti

A a C vyzaduje existenciu asponl jedného individua s vlastnost'ou B (pozri orientovanu prerusovand Ciaru iducu
z A do C cez B).

Ak rozSirime sylogizmus o 0. premisu B(a) (t.j. existuje asponn jedno individuum,
ktoré ma vlastnost’ B)

®,: B(a)

¢,: Vx (B(x) = A(x)) = (B(a) = A(a))

¢,:Vx (B(x)= C(x))=(B(a)= C(a))

A(a)

C(a) (6.17)
A(a)nC(a)

v 3x (A(x) A C(x))
Tymto jednoduchym rozsirenim predpokladov sme dosiahli, Ze zaver y = 3x (A (x) nC (x))

je korektny.

Poznamka: Schému usudzovania (6.17) moézeme rieSit’ alternativne aj tak, ze prvy
predpoklad chapeme ako pomocny predpoklad, potom

®,: B(t)
¢, Vx (B(x) = A(x)) = (B(t) =
¢,:Vx (B(x)= C(x))=(B(1)=C(1))
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A(1)AC(2)
B(t)= A(t) A C(2)
w:Vx(B(x):A(x)/\C(x))

Zaver mozeme v prirodzenom jazyku formulovat’ ,,kazdé B je A a C*.

Priklad 6.7. Tento priklad obsahuje sylogizmus s jednym zaporom
BaA

CeB (6.18)
AoC
alebo v reprezentacii predikatovej logiky
¢, Vx (B(x)= 4(x))
¢,: Vx (C(x)= —B(x)) (6.19)

w:EIx(A(x)/\—'C(x))
Podobne ako v predchadzajucom priklade, aj tento sylogizmus je z pohl'adu predikatove;j
logiky neplatny. Aj vtomto pripade, je nutné postulovat’ naviac existenciu jedného
individuum a s vlastnostou B(a), potom sa stava tento sylogizmus platnym. Pre vicsiu
nazornost’ naSich uvah prepiSeme druhu premisu sylogizmu (6.6b) pomocou zékona

kontrapozicie vyrokovej logiky (p = ¢)=(—g = —p) do ekvivalentného tvaru
¢, Vx (B(x)= 4(x))
@y: Vx (B(x) = —C(x)) (6.20)
v 3x (A(x) /\—|C(x))
Diagramatickd reprezentacia sylogizmov ekvivalentnych (6.6) a (6.7) je znazornena na obr.
6.6, kde z pravej schémy bezprostredne vyplyva zaver sylogizmu, ze existuje také individium

a, ktoré splia vlastnost’ A(a) a nespiia vlastnost’ C(a). Avsak tento zaver plati len vtedy, ak
existuje asponl jedno individuum, ktoré ma vlastnost’ B(a).

C

Obrazok 6.5. Grafické znazornenie ekvivalentnych sylogizmov (6.6b) a (6.7). Pomocou pravého diagramu
mdzeme konstatovat’, Ze sylogizmus je platny (zaver: existuje taky objekt s vlastnost'ou 4, ktory nema vlastnost’
(), ak existuje aspotl jedno individuum a, pre ktoré plati B(a).
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Dokaz spravnosti usudzovania (6.7) vykoname tak, ze predpoklady rozsirime o 0. premisu
®,:B(a)
¢, Vx (B(x)= 4(x))
¢y: Vx (B(x) = —C(x))

v 3x (A(x) /\—|C(x))
ktorého zaver je 'ahko verifikovatel'ny, ¢ize rozsireny sylogizmus (6.8) je korektny.

6.21)

Poznamka. Podobne ako v priklade 6.6, alternativny pristup k rieSeniu tohto sylogizmu je
tento

¢, Vx (B(x) = A(x))

@): Vx (B(x) = —C(x))

(B(1)=4(1))

(B(« ) =—C(1))

B(t)= A(t) A—C(1)

vV (B(x) = A(x) /\—|C(x))
Zaver mozeme teda vyjadrit’ v prirodzenom jazyku ‘kazdé B je A a non C”

Obrazok 6.6. Schematické znazornenie dvoch zobrazeni f a g, z ktorych kompoziciou vznikne zlozené
zobrazenie h = g o f, pricom defini¢né obory a obory hodnoét tychto funkcii patria do univerzalnej mnoziny U.

Z tejto schémy jasne plynie, ze zlozené zobrazenie existuje len vtedy a len vtedy, ak prienik oboru funkénych
hodndt zobrazenie /* a defini¢ne¢ho oboru zobrazenia g je neprazdny, /, "D, # .

Poktisme sa zovSeobecnit’ nase pozorovania o sylogizmoch, ktoré sme ziskali
pomocou troch ilustraénych prikladov. Interpretacia Aristotelovskych sylogizmov mdze byt
chapand ako konsStrukcia vSeobecnejSieho zobrazenia pomocou kompozicie dvoch
partikularnych zobrazeni (pozri obr. 6.6). Na tomto obrazku mame znézornené tri mnoziny 4,
B, C, dve zobrazenia f D, —>1, a g:D,—>1, existencia zlozeného zobrazenia

h:D, — I, (ktoré vznikne zloZenim — kompoziciou zobrazeni f a g) je ur¢end podmienkou,

ze obor funkénych hodndt zobrazenia f a definicny obor zobrazenia g maju neprazdny
prekryv [, nD, #<, ak tato podmienka nie je splnena, potom zloZene zobrazenie

neexistuje. Zobrazenia moézeme vyjadrit’ v rdmci predikatovej logiky takto:
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(pO:EIyeU(yeI./\yeD)

Ver(xeD 3f )e]_,)

(6.22)
0, : ‘v’yeU(yeD :>g y)e]g)

v :EIer(xeDf/\g[f(x)]elg)
Ako uz bolo ukazané v predchadzajucich ilustra¢nych prikladov, zo samotnych premis ¢; a

¢, nevyplyva zaver vy, kjeho dokazu potrebujeme eSte premisu @y, ktord vyjadruje
podmienku, Ze mnoziny [/, a D, maji neprazdny spolo¢ny prienik, /, "D, # <. Co moze

byt pre niekoho trochu zavadzajlice, formula Ix e U (x eD,ng [ f (x)] el g) neobsahuje

explicitne tieto mnoziny, st vSak implicitne obsiahnuté v definicii zloZzenej funkcie

=g[/(%)]
i

0

Obrazok 6.7. Znazornenie sylogizmu z prikladu 6.8. Mnozina individui s vlastnostou B je zobrazovana na
mnoziny individui, ktoré nemaju vlastnost 4 a C. Potom modzZeme predpokladat’ existenciu takych individii,
ktoré nemaju ani vlastnost’ 4 a ani C.

Priklad 6.8. Studujme sylogizmus, ktory obsahuje dva zapory (pozri tabulku 6.3,
sylogizmus 59 zo Stvrtej figury)

BeA

BeC

?
NaSou snahou bude zistit, ¢i tento sylogizmus ma, alebo nema rieSenie (pripomenime, ze
tabul’ke 6.3 je uvedené, Zze nema rieSenie). UkaZzeme, Ze aj tento sylogizmus ma rieSenie,
ktoré sa vymyka klasickému pristupu k rieSenie sylogizmov, vyzaduje zaviest novy mod
sylogizmu. Bude oznaceny symbolom u s touto ,,exotickou* interpretaciou
AuC <> Ix [—A(x) A —|C(x)]

Studovany sylogizmus prepiseme do $tandardnej kvantifikatorovej formy
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Vx [B(x) = —lA(x)]
Vx[ B(x)=—C(x)] (6.23)
Jx [—.A(x) A —C(x)]

Predpokladajme, Ze existuje také individuum a, ze predikat B(a) je pravdivy, potom moézeme
zostrojit’ tento dokaz

1. | B(a) (1. predpoklad)

2.| B(x)=—A(x) (2. predpoklad)

3.| B(x)=-C(x) (3. Predpoklad)

4. —A(a) (modus ponens aplik. na 1 a 2)

5.1 =C (a) (modus ponens aplik. na 1 a 3)

6. | —4(a)v—C(a) (introduk. konjunk. aplik.na 4 a 5)
7. | 3x[—=4(x)A=C(x)] (introduk. 3 aplik. na 6)

To znamena, Ze Studovany sylogizmus mozeme pisat’ v tvare
BeA

BeC

AuC
pricom rieSenie je platné len ak predpokladame existenciu aspon jedného indivudua a, pre
ktoré plati B(a).

Poznamka. Alternativny pristup k rieseniu tohto sylogizmu je

1. ‘v’x(B(x):>—lA(x)) (1. predpoklad)
2. | vx(B(x)=—C(x)) (2. predpoklad)
3.| B(t)=—A(1)

4.1 B(t)=—C(r)

5. B(t)= —4(t) A—=C(1)

6. (4(r)vC(t))=-B(r)

7. Vx((A(x)v C(x)):—‘B(x))

Vysledok v prirodzenom jazyku mézeme vyjadrit’ 'kazdé 4 alebo C nie je B'.
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Cvicenie

Cicenie 6.1. Pomocou prirodzenej dedukcie odvodte formule:
@ (vxo(x))= (3 o(»))

(b) —(vxo(x))=(3r—0(x))

(c) (Elx (p(x)) = (‘v’x ﬁ(p(x))

@ (Vx w(x» o(1)

© o(a)=(Io(»))

Cvicenie 6.1. Pomocou prirodzenej dedukcie odvodte formuly (5.25)

Cvicenie 6.3. Rieste tieto sylogizmy:
(a)

Kazdy Student je maturant

Kazdy maturant nie je analfabet

?

(b)
niektori Studenti s kominari
niektori kominari st maturanti

?

(©)
Kazdy Student nie je analfabet
niektori analfabeti su véelari

?

(d)
niektori fyzici s astrondmovia
kazdy chemik nie je fyzik
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(e)
niektori fyzici st astrondmovia
niektori astrolégovia st astrondmovia

?

Cvicenie 6.4. Pouzitim prirodzenej dedukcie rieSenie sylogizmov z tabul’ky 6.3.
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7. kapitola

Modalna logika - Intuitivny uvod do jednoduchej (K) modalnej
logiky

7.1. Uvodné poznamky

Modalna logika [1,6,7,8,10] patri medzi neklasické logiky, ktoré vyuzivaji modalne spojky
pre kvalitativnu Specifikaciu pravdivosti usudzovania. Modalna logika zahriuje taka
modifikaciu vyrokovej logiky, ktora obsahuje dve nové unarne spojky ,,je nutné, aby...““ a ,,je
mozné, aby...“. Iné typy modalnych logik st temporalna logika (obsahuje modalne spojky
Casové charakteru ako napr. ,,budici® a ,minuly*), deonticku logiku (obsahuje modalne
spojky moralneho charakteru ako napr. ,je povinné, aby...”“, ,je povolené, aby...“),
epistemicku logiku (obsahuje modalne spojky ,,viem*, ,,verim* a d’al§ie spojky) a mnohé
d’alsie logiky. Tieto logiky modalneho charakteru maji vyznam nielen vo filozofii, kde
umoziuju analyzovat’ a precizovat’ jej argumenty modalneho charakteru, ktoré su casto
velmi neurCité atazko ,uchopitelné”, ale aj vo vedach prirodovednych, v informatike
avumelej inteligencii, kde umoziiuju rozSirenie sposobov usudzovania a reprezentacii
vedomosti.

Spolo¢nym rysom modalnych logik je, Ze modalne spojky nevyhovuju principu
funkcionality, ktory je platny v klasickej vyrokovej logike, pravdivost’ vyroku & ¢ s undrnou
modalnu spojkou % nie je plne urcend len pravdivostnou hodnotou vyroku ¢ (ako to napr.
plati pre spojku negécie, kde pravdivost’ —¢ je plne urcend pravdivostou ¢). Tento problém
sposoboval velké problémy pri korektnej formulacii modalnych logik, menovite ich
sémantickej interpretacii pomocou pravdivostnych hodnot formul prostrednictvom
pravdivostnych hodnét ich podformul. Koncom 50. rokov minulého storoc¢ia americky filozof
alogik Saul Kripke [3,4,5] navrhol novu sémantickt interpretdciu, ktord vyuziva aj iné
mozné svety, ako je len nas svet. Kripke vychadzal zo vSeobecnych filozofickych uvah
zalozenych na predstave nemeckého filozofa 17. storoCia Leibniza, ktory sa domnieval, ze
Boh mohol stvorit’ svet nekonecne mnohymi spdsobmi. Pojem mozného sveta potom
o niekol’ko storo¢i neskorSie inSpiroval Kripkeho pri tvorbe sémantiky modalnych vyrokov.
Problém urcenia pravdivostnej hodnoty vyroku ,,¢ je vzdy pravdivé®, spociva v tom, Ze pri
jeho rieSeni sa musime obracat’ aj na iné mozné svety, vyrok ¢ je nutne pravdivy vtedy a len
vtedy (vtt), ak ¢ je pravdivy vo vSetkych moZnych svetoch. Podobne, vyrok ¢ je moZne
pravdivy vtedy alen vtedy (vtf), ak ¢ je pravdivy aspoii v jednom moZnom svete. Tento
pristup ma univerzalny charakter aje pomerne lahko aplikovatelny aj pre iné typy
modalnych logik.

Modélne spojky ,nutne” a ,mozne“ maju podobnu interpreticiu, aku maju
univerzalny resp. existencny kvantifikator. Rozdiel je vSak vtom, ze kvantifikdtory su
definované nad univerzom veci alebo individui, zatial ¢o modalne spojky sa vztahuju
k moznym svetom. Aj ked’ sa jedna o jemné rozliSenie kvantifikatorov a modalnych spojok,
tato analdogia moze byt vyznamna napr. pri zavadzani kvantifikatorov v modalnej logike.
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Jeden svet mdze obsahovat’ rozne univerza veci a individui, zatial' ¢o nejaké univerzum je
vzdy urCené pre nejaky dany mozny svet. Tato skutocnost’ podstatne komplikuje tvorbu
predikatovej modalnej logiky, jeden znajjednoduch$ich sposobov ako preklenut’ tieto
problémy je postulovat, Ze v kazdom svete existuju rovnaké univerzum veci a individui. Zial
toto jednoduché rieSenie generuje tautologie, ktorych sémantickd interpretacia nie je
v suhlase s beznym prirodzenym jazykom.

Predmetom zaujmu v modalnych logikdch je pochopit, ktoré modalne vyroky
implikuji iné modalne vyroky, aky je medzi nimi vzijomny vztah a pod. Modalna logika
bola diskutovand uz Aristotelom, ktory ako prvy poukédzal na skutoCnost, Ze nutnost
implikuje moznost’

ak (p je nutné), potom (p je mozné) (7.1a)
pricom opacnd implikdcia samozrejme neplati (ak by platila, potom modality moznost
anutnost by boli totozné). Taktiez poukazal na moznost definovat moznost pomocou
nutnosti a naopak
nie (p je mozné) vtedy a len vtedy ak (nie p je nutné) (7.1b)
nie (p je nutné) vtedy a len vtedy ak (nie p je mozné) (7.1c)
a taktiez zistil, Ze nasledujiice dva modalne vyroky su platné
ak ((ak p, potom q) je nutny), potom (ak (p je nutny), potom (q je nutny)) (7.2a)
ak ((ak p, potom q) je nutny), potom (ak (p je mozny), potom (g je mozny)) (7.2b)
Aristoteles, podobne ako v tedrii sylogizmov, pomocou vhodnych interpretacii (teraz by sme
povedali falzifikécii) ukdzal, Ze nasledujice dva modélne vyroky st neplatné
ak ((p je mozné) a (q je mozné)), potom ((p a q) je mozné) (7.3a)
ak ((p alebo gq) je nutné), potom ((p je nutné) alebo (g je nutné)) (7.3b)

Obrazok 7.1. Americky filozof a logik Saul Kripke (*1940), ktory je tvorcom sémantickej interpretacie
modalnej a intuicionistickej logiky pomocou novej idey moznych svetov. PouZitie tejto sémantickej
interpretacie patri medzi “Kopernikovsky obrat” $tudia mnohych neklasickych logik modalneho typu v druhe;j
polovici minulého storo¢ia. Prekvapujicou je aplikacia kripkeovskej tedrie moznych svetov v literarnej vede
[2], kde je pouzita k interpretacii diel sci-fi a fantasy. Tento teoreticky pristup poskytuje pre literarnych vedcov
vhodny jazyk a konceptualne ramce pre popis a $pecifikaciu tychto literarnych diel.

Pri skimani pravdivosti modalnych vyrokov ,p je nutné* a ,p je mozné* hladame
odpoved’ podl'a amerického filozofa a logika Saula Kripkeho [3,4,5] v moznych svetoch W =
{wi, Wa,.., Wp,...}. Ak je nejakd skuto€nost’ pravdivd v kazdom moznom svete, potom
povieme, ze je nutne pravdiva aj v naSom svete, alebo, ak je pravdiva aspon v jednom
moznom svete, povieme, Ze je mozZne pravdivd aj v nasom svete. Zial, tento jednoduchy
postup pre sémanticku interpretdciu modalnych spojok produkuje ,,kolaps® formuly ((p je
nutné) je nutn€). Ak pouzijeme postup naznaceny vyssie pre sémanticku interpretaciu, potom
(p je nutné) plati pre kazdy svet w' e W, ak na vyrok (p je nutné) opakovane aplikujeme

127



pouziti sémantick interpretaciu dostaneme, Ze p plati pre kazdy svet w" € W . To znamena,
ze sémanticka interpretacia formul ((p je nutné) je nutné) a (p je nutné) je rovnaka, ¢o je vo
vSeobecnosti kontraintuitivne a méze platit’ len v uréitych Specialnych pripadoch. Bolo
velkou zasluhou Saula Kripkeho, Ze odstranil tento nedostatok jednoduchej sémantickej
interpretdcie pomocou moznych svetov, Ze kazdi formulu modélnej logiky zafixoval
v ur¢itom svete we W ajej vyznam hladal len vo svetoch ,.dostupnych® z daného sveta w,

w' el (w), kde I'(w) =W je podmnoZzina moznych svetov, ktoré sit dostupné zo sveta w.
Pouzijeme dva jednoduché¢ ilustracny priklad tejto zaujimavej idey:

(1) Studujme vyrok ,nutne plati, Ze viak do Prahy odchddza o 10.15“. Ako sa jednoducho

vysporiadat’ s unarnou modalnou spojkou ,,nutne*? Najjednoduchsi pristup k rieSeniu tohto

problému bude, ked’ sa obratime s otazkou ,,odchadza viak do Prahy o 10.15° ? na naSich

susedov v dome kde byvame. Potom I'(w) = susedia _v_dome(w), tito mnoZina obsahuje

susedov individua w, ktory s nim byvaji na jednej chodbe. Ak nam kazdy takyto sused
odpovie ,,ano*, potom modzeme pokladat’ dany vyrok za nutne pravdivy. Ak nam odpovie
,,ano‘ len urcita Cast’ susedov (aspon jeden), potom dany vyrok mdézeme pokladat’ za mozne
pravdivy.

(2) Predstavme si skolu', v ktorej sa nachadza mnoZstvo tried, priom v kazdej triede ja
tabul’a, na ktorej su vypisané pravdivé vyroky (napr. ,,Eva miluje Ivana“). Ak chceme poznat’
v danej triede w, v ktorej sa nachadzame, pravdivost’ nejakého modalneho vyroku ,,nutne ¢,
tak musime skontrolovat’ platnost’ tohto vyroku ¢ vo vSetkych triedach, ktoré su napr. na

rovnakej chodbe ako dana trieda, w' e triedy v _Skole na_rovnakej _chodbe(w). Ak je

v kazdej triede vyrok ¢ pravdivy, potom ¢ je ,,nutne* pravdivy v danej triede. Podobne, ak
chceme poznat' pravdivostnu hodnotu ,,mozne ¢ v danej triede, sta¢i najst’ aspon jednu
triedu na rovnakej chodbe, kde na tabuli je uvedeny vyrok ¢, potom vyrok ¢ je ,,mozne
pravdivy v danej triede. Vyrok ,.cislo 3 je prvocislo* je pravdivy za kazdej situacie v kazdej
triede v celej skole, t. j. je napisany na tabuli v kazdej triede, potom je takyto vyrok nutne
pravdivy. Podobne, ak vyrok ,.,Eva miluje Ivana* je pravdivy len v niektorych triedach na
rovnakej chodbe, potom tento vyrok nie je nutne pravdivy ale len mozne pravdivy. Na zaver
uvazujme vyrok ,prvocislo vicsie ako 2 je delitelné 2%, ktory nie je pravdivy v Ziadnej
triede, t. j. je nutne nepravdivy.

Zovseobecnime tieto dva jednoduché ilustracné priklady. Nech vyrok ,,nutne ¢* ma
tvar 0o, kde symbol O reprezentuje unarnu modélnu spojku ,,nutne*. Nech svet v ktorom sa

skima pravdivost vyroku ¢ je oznaCeny symbolom w, mnozina moznych svetov je
oznacena W. Ak vyrok ¢ je pravdivy pre kazdy svet w'el'(w), t. . relacia w'E¢@ (W Z o) je
pravdiva (nepravdiva), potom budeme pokladat’ skimany vyrok O za pravdivy aj pre svet
w (pozri obr. 7.2)

wkEOe vt (‘v’ we F(w)) (wEo) (7.4a)
alebo

wFOe vt (EW'EF(W))( w Q) (7.4b)

! Tento priklad pochadza od Prokopa Sousedika [9].
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V pripade, Ze mnozina, ze mnozina dostupnych svetov F(w) je prazdna (t. j. svet w nema
ziadneho nasledovnika), potom formula w FO@

Z tohto jednoduchého ilustracného prikladu vyplyva, Ze pravdivost vyroku o je
Specifikovand pre dany objekt we W . Toto je nova Crta, ktord je neznama v klasickej
vyrokovej logike, kde pravdivost formuly ¢ je nezavisld na objekte weW , plati
univerzalne.

Podobnym spdsobom mézeme diskutovat aj vyrok tvaru’ O, kde symbol ¢
reprezentuje modalnu unarnu spojku ,,mozne“. Ak vyrok O¢ je pravdivy aspon pre jeden
svet w' el'(w), t. j. relacia w'F @, potom budeme pokladat’ skimany vyrok O¢ za pravdivy aj
pre svet w

wkOp vt (EIW'EF(W))( wE Q) (7.52)
alebo
wEOp vit (V we F(w))( W E Q) (7.5b)

Skutoc¢nost’, Ze platnost’ vyrokov [¢ a/alebo 0¢ je vztiahnuta k nejakému svetu we W je

nova ¢rta modalnej logiky, ktora je neznama v klasickej vyrokovej logike, kde pravdivost
formuly ¢ je nezavisld na svete we W , plati univerzdlne. Modélne spojky su navzdjom
spriahnuté vztahmi
—0p =00 (7.6a)
—0¢p =0—@ (7.6b)
ktoré uz boli formulované Aristotelom (pozri (2.1b-c)).

Jazyk (syntax) modalnej logiky bude definovat spdsobom, ktory je jednoduchym
rozsirenim vyrokovej logiky pomocou zavedenia dvoch unarnych modalnych spojok a ich
sémantickou interpretaciou.

V prvok kroku budeme 3pecifikovat’ tvorbu formil jazyka L modalnej logiky’. Nech
P={p.q,...p".q"....p,.4,....0,1} je konetnd mnoZina atomickych vyrokov (vyrokovych

premennych) rozsirena o dve pravdivostné konstanty 0 a 1, z ktorych pomocou unérnych
a binarnych logickych spojok (v€itane modalnych O a ¢) vytvarame formuly modélnej
logiky, kde L je miniméalna mnoZina $pecifikovana tymto rekurentnym sposobom:

(1)L =P,
(2) Ak ¢,y € L, potom (¢ Ay).(evy).(0=v).(¢=v).(—9).(00),(0p) e L

Pouzijeme metédu Kripkeho moznych svetov [3,4,5] k Specifikécii pravdivostnych hodnot
formul obsahujucich unarne operatory O a < modalnej logiky. Kripkeho model M je
definovany ako usporiadana trojica

M= (W,R,val) (7.7a)

2 Formulu O ¢ Citame ,,box i a formulu ¢ ¢itamé ,,diamant fi“.

3 Porovnanim s definiciou 1.2 zistime, Ze jazyk L modalnej logiky je jednoduchym rozsirenim jazyka vyrokovej
logiky o dne unarne spojky O a Q. To znamena, ze kazda formula vyrokovej logiky je aj formulou modalnej
logiky (ale nie naopak).
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kde mnozina W ={w,w,,..,w,} obsahuje moiné svety, RcW xW je binarna relacia

definovand nad mnozinou svetov a val je zobrazenie
val : PxW — {0,1} (7.7b)

ktoré ohodnocuje atomické premenné { 2.q9.p.q ..., pl,ql,...} v kazdom svete weW
pravdivostnou ohodnoti val( p,w)e{0,1} s interpretaciou (pozri obr. 7.2)

(val(p,w) = 1) =(p je pravdivé vo svete w) = (wk p) (7.7¢)

(val(p, w)= 0) =(p je nepravdivé vo svete w) = (w ¥ p) (7.7d)

Obrazok 7.2. Znazornenie podmnoziny I'(w)c W , ktora obsahuje svety, ktoré st dostupné (susedné) vzhl'adom
k svetu w.

Pomocou relacia R mozeme definovat pre kazdy svet welW mnoziny dostupnych
(susednych) svetov I'(w) = W zo sveta w, pozri obr. 7.2 a 7.3.

F(w)={w’;(w,w’)eR} (7.7¢)

Obrazok 7.3. Znazornenie binarnej relacie R < W xW pomocou orientovaného grafu, priCom mnozina svetov
W obsahuje tri svety, W ={w,,w,,w;} . MnoZina P obsahuje dve vyrokové premenné, P ={p,q} . Kazdy vrchol
grafu je ohodnoteny binarnou dvojicou (cx,B) , kde o (PB) specifikuje pravdivostni hodnotu premennej p (q).
Tak napriklad dvojica (0,1) pri vrchole w, Specifikuje pravdivostnu hodnotu p (g) ako 0 (1), alebo w, ¥ p resp.
w, Eq. Mnoziny I' si urené takto: I'(w;)={w,w,,wi}, T'(w,)={w,},T(w,)=D . Zobrazenie (7.7b) je
uréené takto: v(p,w,)=1, v(p.w,)=0, v(p.wy)=1, v(g.w)=1, v(g.w,)=1, v(q.w;)=0.

Pouzitim podmnozin I' modélne unarne operatory (spojky) su definované takto [6]

/\ (w'|=(p) (preF(w)i@)

(W t:D(P) :def w'el(w) (783.)
1 ( prel’(w) = @)
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\/ (W'IZ(p) (preF(w)i@)
(wEOp)= dep 3" T() (7.8b)

0 ( pre F(W) = @)
Sémanticka interpretacia formuly O je vzdy vykonana relativne k nejakému svetu we W.
Hovorime, ze formula O¢ (Citana ako ,,nutne ¢) je pravdiva vo svete w vtedy a len vtedy,
ak vyrok ¢ je pravdivy pre kazdy svet w’ zpodmnoziny dostupnych svetov I'(w)“.
Podobnym sposobom je interpretovana aj formula ¢¢ (Citana ako ,,moZno ¢*) je pravdiva

vo svete w vtedy a len vtedy, ak vyrok ¢ je pravdivy aspon v jednom dostupnom svete w’
z podmnoziny susednych svetov I'(w). Tieto dva vzt'ahy obsahuju zovSeobecnenie aj pre
pripad prazdnej mnoZiny susednych svetov, I'(w) =&, potom
(wEDoe) =1 (7.8a")
(WwE09)=0 (7.8b")
pre 'ubovolnu formulu .

Pravdivostné hodnoty formul modalnej logiky si urcené podobnou procedurou ako
vo vyrokovej logike (pozri tab. 1.1). Nech atomické vyroky su pravdivostne ohodnotené
zobrazenim (7.7), t. j. vyrazy wkEp a w ¥ p Specifikuja, ¢i vyrok p je pravdivy resp.
nepravdivy vo svete w. Uvazujme zlozené formuly —¢, oAy, ovvy, o=y, Op a <@,
ich pravdivostné hodnoty vo svete w su uréen¢ pomocou tab. 7.1.

Tabul’ka 7.1. Sémanticka interpretacia formul modalnej logiky

(1) | wE—o Vit wF o

2) | wE(eAy) vit wEo a wky

)
2) | wE(eAy) vit wkEe alebo wEy
V)

3) |wE(ov
(3) W}L‘((pvw) vit wEQ a wEy

vit wE @ alebo wky

4) | wE(e=wy) vit wk ¢ alebo wky

4 W}L‘((p:>\|/) vtit wEQ a wkFy

(5) | wEoo vtt pre kazdé w' e I'(w) plati w'E o

(5") | wEooe vtt existuje také w' e’ ) ze plati w' E ¢

(w
(6) | wEo@ vit existuje také w' e'(w), Ze plati w'E ¢
)

(6") | w o vtt pre kazdé w' e T'(w) plati w ¥ ¢

V tab. 7.2 st uvedené pravdivostné hodnoty jednoduchych formul modélnej logiky pre
Kripkeho model M s relaciou R zndzornenou na obr. 7.3. V prvych dvoch riadkoch tabulky
st uvedené pravdivostné hodnoty atomickych premennych p a g, ktoré su ur¢ené zobrazenim
v zlegendy k obr. 7.3. Piaty a Siesty riadok tabulky obsahuje modalne formuly Op a Og,
ktorych pravdivostna hodnota je uréend pomocou (7.4a).
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Tabul’ka 7.2. Pravdivost’ niektorych formul pre Kripkeho model
s relaciou R znazornenou na obr. 8.3.

formula wi | wa | ws
p 1|01

q 1 |1]0
pPAg 11010
pVq 1 1 1
Op 0101
Og 0|1 |1
Op 1]10]0
oq 1 [ 110
Op A Og 0101
Op v Og 0|1 1
Op A Og 1 101]0
Op VvV Og 111160
O(pAQq) 0|01
O@vVvgq) 1 1 1
O (pAQq) 1 1010
O (pvQq) 1 10

V modalnej logike sa pojem tautologie (reprezentovany symbolom F) formuly ¢
zavadza trochu komplikovanejsie ako vo vyrokovej logike.

Definicia 7.1. Nech formula ¢e L, potom vyrok ‘formula ¢ je pravdiva pre model
M =(W,R,val) zapisujeme pomocou symbolu — relacie & takto

MEo (7.9)
Negacia tohto vyroku ma tvar
M E o (7.9a)
Ktoru ¢itame "formula ¢ je nepravdiva pre model M.
Hovorime, ze formula ¢ € L je tautologia prave vtedy, ak je pravdiva pre kazdy
model M
Fo=, (VM)(MEg) (7.10)

Pre modélne spojky O a ¢ platia vybrané tautologie z tab. 8.3, o ktorych platnosti sa
mozeme presvedCit pomocou sémantickych tabiel.
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Tabul’ka 7.3. Vybrané tautologie jednoduchej modalnej logiky

(1) i=(<>pz—|m(ﬁp))

(2) | F(op=op)

® [ F(( (pAQ))E((Dp)A(Dq)))
@ | E(o(pva)=(op)v(oq))

(5) FZ((D )v(og) =0 pvq)
©) | F(e(prg)=(op)n(0q))
(7) t:(m(p:>q = (op =0q) )
(8) FZ(D(p:q) (<>p =0q )
9) | F(%p=09)=(0(p=1q))

Zrekapitulujme zakladné crty nasho postupu pri konstrukcii jednoduchej modalnej
logiky, ktora nazyvame taktiez K (na pocCest’ Saula Kripkeho) modélna logika. V prvom
kroku sme Specifikovali dve modalne spojky ,,nutne* a ,,mozne*, reprezentované symbolmi
O resp. O. Sémanticky vyznam tychto dvoch unarnych spojok bol Specifikovany pomocou
pristupu moznych svetov navrhnutého Saulom Kripkom. Formuly modalnej logiky (t. j
syntax tejto logiky) boli jednoducho formulované pomocou mierne modifikovaného
rekurentného postupu znameho z vyrokovej logiky, v ramci ktorého formuly vyrokovej
logiky tvoria vyznamni podmnozinu korektnych formul modalnej logiky (ak formula
neobsahuje modalnu spojku, potom je aj formulou vyrokovej logiky). Sémanticka
interpretacia spojok sa odliSuje od klasického pristupu len v pripade modalnych unarnych

spojok, ktoré sii interpretované v ramci modelu M =(W,R,val), pri€om relcia R z tohto

modelu pre jednoduchost’ nie je Specifikovana, ¢o vlastne tvori formalny zaklad jednoduchej
K modalnej logiky.

7.2 Vztah medzi modalnou logikou a predikatovou logikou

V tejto kapitole budeme diskutovat’ tizky vzt'ah medzi modalnou logikou a predikatovou
logikou [1,2]. Pretoze predikatova logika je historicky starSia priblizne o polstoroc¢ie od
modalnej logiky, mdézeme povedat, ze modalna logika je Specidlny pripad predikatovej
logiky. Niektori autori vyuzivaju tito skutocnost’ k definicii modalnych operatorov O a ¢ ako
analogickych Struktar kvantifikatorov V resp. 3. Potom, v ramci tohto pristupu, napr. na

zakladne platnosti predikatovej formuly (Vx)(p (x) = q(x)) = ((Vx)p(x) = (Vx)q(x))
modZeme ocakavat aj platnost’ formuly D( p(x)= q(x)) = (D p(x)=0q (x)) , ktora patri

medzi klicové formuly modalnej logiky. Musime vSak poznamenat, Ze tento vztah medzi
modalnou a predikatovou logikou bol umozneny az vznikom Kripkeho sémantiky moznych
svetov, bez jej existencie by nikoho nenapadlo hladat analogie medzi predikatovou
a modalnou logikou.
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Nech U ={a,b,...x,y,..} je univerzum objektov (individui), vzhl'adom ku ktorému
bude definovat pravdivost’ vyroku (unarneho predikatu) p, xF p, ktory citame ,p je
pravdivé pre objekt x“; jeho negicia —(xF p)=,, (x ¥ p), ktory sa ¢ita ,,x nie je pravdivé

pre objekt p“. Definujme undrny operdtor (univerzalny kvantifikator) V analogickym
spdsobom, ako bol definovany modélny operator O (pozri (7.8a))
Yp =4 [\(xE P) (7.11a)
xeU
Podobnym spdsobom moze byt definovany aj undrny operator (existencny kvantifikéator ) 3
ako analogia k modalnemu operatoru ¢ (pozri (7.8b))
3=, \/(xFp) (7.11a)
xeU
Z tychto dvoch definicii vyplyva (pouzitim de Morganovych zakonov pre konjunkciu resp.
disjunkciu) priamo vzt'ah medzi kvantifikatormi
Na zéklade tejto analdgie medzi kvantifikdtormi a modalnymi operatormi modzeme
prirodzene ocakavat, ze vécSina formul predikatovej logiky ma svoj ,,dudlny* tvar
v modalnej logike (alebo naopak).

Na zéver tejto sekcie o vzt'ahu medzi predikdtovou a modalnou logikou uvedieme
mozné rozsirenie predikatovej logiky pre rozne univerza objektov, definujme si retazec
mnozin — univerzii objektov

UcU,c..cU,=U (7.13)
Vzhladom k tymto mnozindm mdzeme definovat’ univerzalne a existenéné kvantifikatory

(V) p(x) =4 \ (%) (7.14a)

xeU;
(32) p(x) =4 \ (%) (7.14b)
xeU;
kde i = 1, 2, ..., n. Univerzalny a existen¢ny kvantifikator pre dané 1 < i < n vyhovuju
podmienke (7.12)

ﬁ(vix)p(x)E(EIix)—‘p(x) (7.15)

Priamo z definicie vyplyvaju tieto formuly
(‘v’nx)p(x):...:(vzx)p(x):(le)p(x) (7.16a)
(3x)p(x)=(3x)p(x)=..=(3,x) p(x) (7.16b)

(V,.x)p(x) = (Ell.x)p(x) (pre i=12,..,n

)
(V%) p(x)=(¥,x) p(x) A[ A p(x)} (7.16d)

xe(Uin=U;)

(7.16¢)

(3..%) p(x)=(3,x) p(x)\/[ \/ p(x)] (7.16¢)

xe(Uin-U;)
Moézeme teda konstatovat’, ze v ramci $tadia vztahu medzi modalnou a predikatovou logikou
navrhli sme zovSeobecnenu predikatovil logiku sréznymi univerzalnymi a existenénymi
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kvantifikdtormi V, a 3, ktor¢ st navzdjom prepojené vztahmi (7.15-16). M6Zeme viest

zdihavé diskusie o vyznamnosti tohto ,zovieobecnenia® predikatovej logiky, v kazdom
pripade bez znalosti Kripkeho sémantickej interpretacie modalnej logiky by existovala len
vel'mi mala pravdepodobnost’ tohto zovSeobecnenia Standardnej predikatovej logiky.

7.3 Sémantické tabla v modalnej logike

Metoda sémantickych tabiel [6,7] pre modalnu logiku je jednoduchym rozSirenim tohto
pristupu platného pre vyrokovu logiku (pozri kapitolu 3.2) tak, Ze zavedieme nové roz§irenia
sémantického tabla pre modalne spojky O a ©, pozri obr. 7.4.

wFOQ A0)

wFe Vw,el'(w) w,Fe  Iw,el(w)

wEOQ WS

wkFo Iw,el'(w) wFe VYw,el'(w)

(A) Modéina spojka nutne’ (B) Modéina spojka'mozne’

Obrazok 7.4. Rozsirenie metody sémantickych tabiel pre predikatovy pocet (prvy riadok) a modalnu logiku
(druhy riadok). V dolnej ¢asti diagramu vpravo su uvedené objekty z mnoziny W (mozné svety), pre ktoré
formula plati.

Priklad 7.1. Metédou sémantického tabla ukaze, ze formula (p=(<>pzﬁ|:|(—|p)) je

tautologia. Vzniknuté sémantické tablo je zndzornené na obr. 7.5, kde pre jednoduchost’ st
jednotlivé uzly tabla st oznacena Cislami 1,...,6 s nasledujucim komentarom:

1. Koren tabla obsahuje negovanu formulu —@, ktora je ekvivalentnymi manipulédciami
prepisana  do  konjunkcie ﬁ(<>p = ﬁD(ﬁp)) A (ﬁD(ﬁp) :><>p) ,  pricom
predpokladame, Ze ekvivalentny prepis formuly — =(Op AO—p) v (—0p A—O—p) je
uvazovany vo svete w, e W .

2. Tento uzol sémantického tabla obsahuje podformulu Op AO—p vo svete w;, ktora
pochéadza z povodnej formuly —¢ = (Op /\Dﬁp) Y (—.Op A —.D—|p) .

3.-4. Tieto dva uzly st priradené podformulam Op a O—p, obe uvazované vo svete svete
w, € W, ktoré vznikli z predchadzajuceho uzla 2 jeho rozkladom podl'a konjunkcie.

5. Uzol vznikol z uzla 3 odstranenim modalneho operatora ¢, vzniknutd podformula p
je uvazovana vo svete Jw, e I'(w, ).

6. Uzol vznikol z uzla 4 odstranenim modelaneho operatora o, vzniknuta podformula
—p Je uvazovana vo svete Vw, € 1"(w1 ) Tato vetva sémantického tabla je uzavretad,

pretoze dvojica komplementarnych literalov p a —p moéze existovat’ v rovnakom
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svete w, =w,. Podobnym spdsobom moze byt komentovand aj druhd vetva

sémantického table obsahujuca uzly 7.-11., ktora je taktiez uzavretd. Tymto sme
dokazali, ze formula ¢ je tautologia, jej pravdivostna hodnota nezévisi na
zobrazeni v, ktoré Specifikuje pravdivostnu hodnotu atomickych premennych

v jednotlivych svetoch z W a taktieZ nie je zavisla od tvaru podmnozin I'(w) (pozri
definiciu 7.1).

1 W1|=—|(<>p = —||:|—|p)

2 wEOp Al—p 7 wE—Op A—O—p

3 wk0p 8 wkF=0p

4 W1|=|:|—|p 9 W,|=—||:|—|p

5 wkp  JIwmel(w) 10 wk—p Vw,el(w)

=)}

w3|:_|p VW3 EF(WI) 11 WSI:p HWS el—*(wl)
X X

Obrizok 7.5. Sémantické tablo formuly ¢ =(<p=-0(-p))

Priklad 7.2. Metodou sémantického tabla dokazte, ze formula ¢ = (op =0 p) je

tautologia, rieSenie je uvedené na obr. 7.5.

1 W1I=—|(EIT = Op)

2 wEOp

3 W1|=—|<>p

4 wkp  Vw,el’'(w)

5 w,EO—p

6 wiF—p Vw,el'(w)
X

Obrizok 7.6. Sémantické tablo formuly ¢ = (0p =op).

Popis jednotlivych uzlov sémantického tabla z obr. 7.6:
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1. Uzol sémantického tabla je inicializovany formulou —¢=—(0p =o¢p), ktora je
uvedend aj v upravenom ekvivalentnom tvare —¢ =0p A —¢ p, pricom formula —¢
je uvazovana vo svete w, e W .
Uzol obsahuje podformulu Op vo svete w, e W .

3. Uzol obsahuje podformulu —0p =0—p vo svete w, e W .

Uzol obsahuje literal p, ktory vznikol z uzlu 2 odstranenim spojky O, podformula je
uvazovana vo svete Vw, e I'(w,).

5. Uzol vznikol zuzly 3 jeho prepisom pomocou formuly —Op=0-p, priCom
podformulu O—p je uvazovana vo svete w, e W .

6. Uzol znikol z 5 odstranenim modalnej spojky O, podformula —p je uvazovana vo
svete Vw, e I'(w, ), komplementéarne literaly z uzla 4 a 6 moZu existovat’ v rovnakom

svete w, =w;, t. J. vetva je uzavretd. a formula ¢ je tautologia.

1 wik=(0@Aq) = (OpIAD9))

2 wEkOPEAaq) A (0O=p)v(0—q)) 10 we(@pAOg) A X(—p Vv —q)

3 wED(pAG) 11 wEOpAQg
4 wEO—pVO—g) 12 wEO(—=pv—9)
5 WEPAG Yw,eT(w) 13- wrhp
? ' 14  weEOg
6 W,Fp
7 WoEq 15 wiEp VW3€r(W1)

E
/\ 16 e Vw,el'(w))
8 WEV—p 8 w,EQ—g |

‘ 17 w—pv—g Iw,eT(w))

9 wiF—p Jw,el’(w) 9 WiF—gq 18 wie—p 18" wik—gq
X Iw,el'(w)) X X
X

Obriazok 7.7. Sémantické tablo formuly ¢ = ((u (pnrg))=((op)a(o q)))

Priklad 8.3. Metodou sémantického tabla zistime, VAS formula
¢ = ((D (prg))=((p)a(D q))) je tautologia, rieSenie je uvedené na obr. 7.7. Nebudeme
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uz popisovat’ kazdy uzol sémantického tabla, ktoré ma 4 uzavreté vetve, ktoré iduc zlava
doprava su tieto:
1. vetva, obsahuje uzly 1-9, dvojica komplemetdrnych literdlov je p (vo svete

Vw,el'(w)) a —p (vo svete 3w el(w)), potom pre a=w,=w, tito
komplementéarna dvojica sucasne existuje vo svete a € I'(w; ).

2. vetva, obsahuje uzly 1-8, 10, dvojica komplemtarnych literalov pre tuto vetvu
obsahuje ¢ (vo svete Vw,el'(w)) a —g (vo svete 3w, el(w)), potom pre
a=w,=w, dand komplementdrna dvojica sGfasne existuje vrovnakom svete
ael (w1 ) .

3. vetva. , obsahuje uzly 1, 11-19, dvojica komplementarnych literdlov je p (vo svete
Vw, el(w)) a —p (vo svete Vw, eT'(w,)), potom pre svet a=w,=w, eI'(w)
dana komplemtdrna dvojica sucasne existuje v rovnakom svete a € I’ (wl) .

4. vetva. , obsahuje uzly 1-17, 20-21, dvojica komplementarnych literalov je g (vo svete
Jw,el(w)) a —g (vo svete Vw, eI'(w,)), potom pre svet a=w, =w, el'(w)
dana komplemtdrna dvojica sucasne existuje v rovnakom svete a € I’ (wl) .

Tymto sme  ukdzali, Ze vSetky vetve su wuzavreté, t. j. formula
0= ((D (p A q)) = ((I:\p) ~(O q))) je tautologia.

Priklad 7.4. Dokaz tautologi¢nosti formuly ¢= (<>( pvq)=(op)v (<>q)) pomocou
sémantického tabla je znazorneny na obr. 7.8. Nebudeme Specifikovat jednotlivé
elementarne kroky konsStrukcie sémantického tabla, zdoraznime len, ze vSetky vetvy tabla st
uzavreté, t. j. formula ¢ je tautologia (ktord je pravdivéa pre kazdé zobrazenie v a v kazdom

svete w).
) wE—(0(pvg) = Op)v(0g))

WENPVPANO—pAT—g) wiE(QpVOgIAT(—pA—q)
wiEO(pvg) wEOpvOg
wEO—pAL—g wEO(—pA—g)
wEO-p WFL(—pA—g)

wEO—g

| WF—pA—g  Vw,el(w)
:; f__‘: Vw,el'(w) wip
wE—gq
wiEpvg  Jw,el'(w)
wEOp w,EQg
w,Ep w,Eq

X
2 Tw,el'(w,) wiEp weg  Iw,el(w)
X X

Obrizok 7.8. Sémantické tablo formuly ¢ = (<>(p vg)=(op)v (Oq))
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Priklad 7.5. Dokaz tautologi¢nosti formuly ¢=(0p)v(Og)=0(pvg) pomocou

sémantického tabla je zndzorneny na obr. 7.9, ktory obsahuje dve uzavreté vetvy, t. j.
formula je tautoldgia.
w,E=(([Op)v(Og)=0(pvq))

w,F(Op)v(dq)
Wlho_'(pVQ)

w,EQ(—pA—q)

WE—PA—q  TIw,el(w,))

WF—p
W2|:—|q

wEOp w, kg

Vw,el'(w,) wiEp wikq VYw,el'(w,)
X

X

Obrizok 7.9. Sémantické tablo formuly ¢ =(0p)v(0g)=0(p v q)

Priklad 7.6. Falzifikicia tautologi¢nosti formuly ¢=0(pv¢)=(Op)v(Og) pomocou

sémantického tabla je znazornend na obr. 7.10. Tablo obsahuje dve vetvy, jedna vetva (I'ava)
je uzavretd, zatial' o prava vetva je otvorend, pretoZe svety dw, €W a Vw, €W nie je

mozné nastavit’ tak, aby platilo w, = w, , pretoZe z l'avej vetvy deklarovanej ako uzavretd, uz
plati restrikénd podmienka w, =w,, €ize vo vSeobecnosti plati w, #w,. Tabulka 7.4
obsahuje druhy alternativny dokaz, ze formula O(pv¢)= (Op)v(DOg) nie je tautologia

(alebo presnejsie, falzifikaciu predpokladu tautologi¢nosti formuly). Pomocou sémantického
tabla z obr. 7.9 sme si zvolili pravdivostné hodnoty premennych p a g, potom postupne
zostrojujeme podformuly danej formuly, az na zéver dostaneme, Ze pre dané pravdivostné

hodnoty premennych p a ¢ v roznych svetoch z mnoziny W = {wl,wz,w3} , kde podmnoziny
dosazitelnych svetov s S$pecifikované takto: T'(w)={w,w,w}, T(w,)={w,},
I'(wy)={w,}, dostaneme, ze formula je vzdy nepravdivda vo svete wj, &iZe bola

falzifikovana jej tautologi¢nost. Tabulka 7.4 obsahuje alternativny dokaz, ze formula
O(pvg)=(0p)v(Og) nie je tautologia. Pomocou sémantického tabla z obr. 7.6 sme si

zvolili pravdivostné hodnoty premennych p a g, potom postupne zostrojujeme podformuly
danej formuly, az na zaver dostaneme, Ze pre dané pravdivostné hodnoty premennych p a g

v roznych svetoch z mnoziny W :{w’, wl,wz} dostaneme, ze formula je vzdy nepravdiva,

¢ize bola falzifikovana jej tautologi¢nost’.
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Falzifikacia  tautologi¢nosti ~ formuly  ¢=0(pvg¢)=(0Op)v(Og) pomocou
sémantického tabla je znazornena na obr. 7.10. Tablo obsahuje dve vetvy, jedna vetva (I'ava)
je uzavretd, zatial’ Co prava vetva je otvorend, pretoze svet wy je fixovany uz z l'avej vetvy.
Tabulka 11 obsahuje druhy alternativny dokaz, ze formula 0O(pvg)=(Op)v(Og) nie je
tautologia (alebo presnejsie, falzifikaciu predpokladu tautologicnosti formuly). Pomocou
sémantického tabla z obr. 7.10 sme si zvolili pravdivostné hodnoty premennych p a g, potom
postupne zostrojujeme podformuly danej formuly, az na zaver dostaneme, Ze pre dané
pravdivostné hodnoty premennych p a g v roznych svetoch z mnoziny W ={w,w,,w,}, kde
podmnoziny dosiahnutelnych svetov st Specifikované takto: I'(w)={w,w,,w},
L(w,)={w,}, T(w)={w}, je formula vzdy nepravdiva vo svete wi, ¢ize bola falzifikovana
jej tautologicnost’.

Tabul’ka 7.4. Sémanticka interpretacia podformul
formuly o(pv ¢)=(0p)v(0g)

Formula wi | wa | ws
p 1 0 1
q 1 1 0
Op 0 0 1
Og 0 1 0
Op v Og 0 1 1
pVvag 1 1 1
Op Vv q) 1 1 1
Opvq) =(@pvog | O 1 1
wiE—(8(pvq)=(Op)v(Oq))
w,EO(pvq)
wEQO—p
w,E0—q

WFP Jw,eT(w,)

Wik—gq E|W3 GF(W,) W W,
wipvg  Yw,el'(w)
wW,=w, WEp wWEq Wy FW,

X (o)

Obrizok 7.10. Sémantické tablo pre falzifikaciu tautologi¢nosti formuly ¢ =0(pv ¢)= (Op)v(Og).
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Tabul’ka 7.5. Sémanticka interpretacia podformul
formuly I:l(p v q) = (I:lp) Y (I:lq)

Formula wi | wr | ws

p
q
tp
g
Op v Og
Pvg
O v q)
Opvg) =(@OpvOog)| O 1 1
Priklad 7.7. Pravidlo modus tollens v modélnej logike ma tento alternativny tvar
o(p=4q)

up
Hq

—_ = O OO ==
—t [t | e | | D= | D

1
0
1
0
1
1
1

Pomocou sémantického tabla dokaZeme, ze formula I:l( p:>q)/\D p =0q je tautologia,

pozri obr. 7.11.

wk—(O(p=q)AOp=0¢q)

wEO(p=>q)
wEOp
wEOC—g

W,ED vw,el'(w,)
WyE—gq Iw,el’'(w,)

wEp=q  Vw,el'(w)
W,E—p wkq ( wi=w, :W4)
X
Obrazok 7.11. Sémantické tablo pre dokaz, ze formula El( p= q) AOp=90q.

Cvicéenia

Cvicenie 7.1. Pomocou defini¢nych vztahov (7.8a-b) dokazte tautologi¢nost’ ekvivalencii
(7.6a-b).

141



Cvicenie 7.2. Ukazte, ze pre model M (8.7), kde pre kazdé we W , mnoziny dostupnych
svetov su prazdne, F(w) =, kazda formula ¢ je nutna a nie je mozna, t. j. pre 'ubovol'nu
formulu ¢ plati Dp=1a ¢p=0 .

Navod: Modalne operatory nech su definované pomocou relacii (7.6), priCom symboly
konjunkcie a disjunkcie st pre » komponent zovSeobecnené takto

" . DN AD, (prenzl)

=lAp A.Ap =
/\pz pl pn 1 (pren :0)
)

i=1

\/pi =0vpVv..vp =

i=1
Cvicenie 7.3. Pre rozne relacie Specifikované orientovanym grafom zostrojte pravdivostné
hodnoty  formul: Op, Og, Op, Oq, O(prg)D(pve)d(p=q),
O(p/\q),O(pvq),O(p: q).

G

w,(1,0) w;(0,1) w,(1,1) w;(1,1)

wi(L,1) w1(0,0) w,(0,1) wi(1,1)

(@) (b) © (d)

Cvicenie 7.4. Pomocou sémantického tabla falzifikujte tautologi¢nost’ formul, pomocou
otvorenych ciest navrhnite taku pravdivostna interpretaciu premennych p a ¢, aby vysledna
pravdivostna hodnota vo svete w; bola nepravda.

(a) in(Op/\Oq):O(p/\q),

(b) wkE O p=010q,

(c) w#(ODp/\ODq):OD(p/\q).

Cvicenie 7.5. Pomocou vSeobecnej diskusie dokazte, ze formula je tautologia (t. j. je
pravdiva v kazdom svete, (Ywe W )(wE 9)).

(@) ¢=(0(p=q)=(0p=0q))

(b) 9=(0(pAq)=(0p A0q))

© ¢=(0(pvq)=(%pvoq))
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Névod: Nech formula ¢ =(0(p= ¢)= (0p =0q))je pravdiva v aktulnom svete we W ,
potom (1) podformula o, :El( p= q) je nepravdiva alebo (2) podformula ¢, =0p =0q je
pravdiva. Uvazujme moznost (1), to potom znamena, ze v dostupnom okoli I'(w) aktualneho
sveta w existuje asponi jeden dostupny svet w’ v ktorom je podformula ¢, =p=y¢q

nepravdiva, ¢ize v tomto dostupnom svete plati, Ze premennd p je pravdiva a premenna q je
nepravdiva. V mozZnosti (2) je podformula ¢, =0p =>0Oq je pravdiva v aktudlnom svete w,

potom v tom istom svete podformula ¢,, =Op je nepravdiva alebo podformula ¢,, =0g je

pravdiva. Potom v okoli I'(w) existuje asponl jeden svet w’" v ktorom je premenna p
nepravdiva a v kazdom svete w’"" z tohto okolia je premenna ¢ je pravdiva (pozri tabul’ku,
kde druhy atreti riadok Specifikuju vysledky diskusie o pravdivostnych hodnotach
premennych).

w w | w | w

p # |1 0 #

q # 1 0 | # 1
P=yq #1 0 1 1
O = q) 0| # | # #
Op 0O | # | # #
Ogq 0| # | # #
Op=0g 1| # | # | #
[0 1 | # | # #

Znak # reprezentuje lubovolni pravdivostni hodnotu.  Tymto sme dokazali, ze
v l'ubovolnom svete w je formula ¢ = (D( p=q)=(0p :>Dq)) pravdiva, ¢iZe je tautologia.

Cvicenie 7.6. Dokazte pomocou sémantickych tabiel, ze formuly su tautologie
(@) (OpAlq)=L(prq),
(b) Opvlg :>|:J(pvq),
(c) Op=—L—p,

(d) O(pAq)3 OpAOq,
(€) o(pvq)=(pviq),
(H) O(prg)=0pAdq,
(g) Opr0g=90(pnrq),
(h) Op=0(-r=4q),
(1) Op=0(¢= p),

(J) —0q :>D(q = p) .

Cvicenie 7.7. Dokazte pomocou sémantickych tabiel, Ze formuly nie su tautologie, pomocou
otvorenej vetvy tabla zostrojte protipriklad, ktory falzifikuje tautologickost’ formuly.

(@) O(pvq)=0Opvlyg,
(b) (I:Ip/\[l—w]) 3D(p:>q),
(C) (0pA<>q):><>(pAq),
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(d Op=p,

(e)

Up=90p,

® p=Up.
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8. kapitola

Logické neurdny a neurdnové siete

8.1 Logické neurony McCullocha a Pittsa

Logické neurdény a neurénové siete [2,3,6,8,9] boli prvy krat Studované v publikacii Warrena
McCullocha a Waltera Pittsa [5] ,,4 logical calculus of the ideas immanent to nervous
activity" z r. 1943, ktord je medznikom v rozvoji metafory konekcionizmuv umelej
inteligencii a kognitivnej vedy. V tejto praci bolo s genidlnou jasnozrivostou ukazané, ze
neurénove siete su efektivnym vypoctovym prostriedkom v doméne Boolovych funkcii, t. j.
I'ubovolnd Boolova funkcia je simulovand pomocou neurénovej sieti obsahujucej logické
neurény. Hned’ uvodom je potrebné konstatovat, ze tato praca McCullocha a Pittsa je vel'mi
tazko Citate'na, matematicko-logicka Cast’ prace zrejme bola pisana Walterom Pittsom, ktory
bol tak v logike ako aj v matematika autodidaktom. Az zasluhou americkych vedcov, logika
S. C. Kleeneho [1] a informatika N. Minskeho [6], tdto vyznamna praca bola ,,prelozend*
v druhej polovici 50. rokov minulého storo¢ia do Standardného jazyka sucasnej logiky
a matematiky, ¢im sa stali mySlienky vnej obsiahnuté vSeobecne pristupnymi
a akceptovanymi.

Obrazok 8.1. Warren McCulloch (1889 - 1969 ) a Walter Pitts (1923 - 1969)

Elementarnou jednotkou neurénovych sieti je logicky neurén McCullocha a Pittsa
(vypoctova jednotka), pricom stav neurénu je binarny (t. j. ma dva stavy, 1 alebo 0). Takyto
logicky neurén mozno interpretovat ako jednoduché -elektrické zariadenie - relé.
Predpokladajme, Ze dendriticky systém logického neurénu obsahuje tak excitacné vstupy
(opisané binarnymi premennymi X, Xz, ..., X,, Ktoré zosililuji odozvu), ako aj inhibicné
(popisané binarnymi premennymi X,:1, Xn+2, ..., Xm, ktoré zoslabuji odozvu), pozri obrazok
8.1.
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exitacné vstupy soma neuronu

axon - vystup

dendriticky vstupny systém
inhibicné vstupy

Obrazok 8.1. Znazornenie McCullochovho a Pittsovho neurdnu, ktory obsahuje dendriticky systém pre vstupné
(excitaéné alebo inhibi¢né) aktivity, axon pre vystup neurénovej aktivity. Soma (telo neurénu) je
charakterizovana prahovym koeficientom 9.

Aktivita logického neurdnu je jednotkova, ak vnutorny potencial neurénu definovany
ako rozdiel medzi sumou excitacnych vstupnych aktivit a inhibi¢nych vstupnych aktivit je
viacsi alebo rovny prahu 9, v opa¢nom pripade je nulova

1 (x+.+x,—x,, —.—x, 2-9)
y= (8.1)
0 (x+..+x,—x,, —..—x, <—9)
Pomocou jednoduchej krokovej funkcie
1 (£20)
Ky = 8.2a
©=1) (e (829
modzeme aktivitu z vyjadrit’ takto:
y=s|x+..+x,—-x,,—.—x,+9 (8.2b)

3
Tento vztah pre aktivitu logického neurénu moézeme alternativne interpretovat’ tak, ze
excitacné aktivity vstupuju do neurénu cez spoje, ktoré si ohodnotené jednotkovym vahovym
koeficientom (w = 1), zatial’ ¢o inhibi¢né aktivity vstupuju do neurénu cez spoje so zapornym
jednotkovym vahovym koeficientom (w = -1). Potom aktivitu logického neuréonu modzeme
vyjadrit’ takto

y=s/wx +.+wx +9 :S(Zwixi +8] (8.3a)
i=1
g
Kde vahové koeficienty w;; st definované takto
1 (spoj J — i ma exitacny chamkter)

w, =11 (SpO] J — i ma inhibicny charakter) (8.3b)
0 (spoj j—oi neexistuje)
V neuronovej sieti vahové koeficienty st fixne a su urené topoldgiou syntaktického stromu
Specifikujuceho Boolovu funkciu.
Jednoduché implementacia elementarnych Boolovych funkcii disjunkcie, konjunkcie,
implikécie a negacie je zndzornend na obrazok 8.2. Ako ilustrativny priklad Studujme funkciu
disjunkcie pre n = 2, pouzitim formul z definicie logického neurénu dostaneme
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Yor (x,,xz):s(x1 +x2—1) (8.4)
Funk¢né hodnoty tejto Boolovej funkcie si ukazané v tabulke 8.1.

Tabul’ka 8.1. Binarna Boolova funkcia disjunkcie

# X X2 | yor(x1,x2) | x1v xp
1 0 0 s(-1) 0
2 0 1 5(0) 1
3 1 0 5(0) 1
4 1 1 s(1) 1

Z tabulky vyplyva, ze Boolova funkcia yor simuluje Boolovu funkciu disjunkcie.

Xy
0 Y x y
X5
Boolova funkcia disjunkcie  Boolova funkcia konjunkcie  Boolova funkcia implikdcie Boolova funkcia negdacie
Y = XV...VX, V=X ALAX, y=X=X, y =

Obrazok 8.2. Tri realizacie logickych neurénov na implementaciu Boolovych funkcii disjunkcii, konjunkcii
a negacie. Excitaéné spoje st znazornené plnym krizkom, inhibi¢né prazdnym krizkom. Pre Boolovej funkcie
implikéacie je pouzité vetvenie excitanej aktivity na dva vstupy, to znamend, Ze tito excitatna aktivita je
zapocitana dvakrat v (4.4) pre vypocte vystupnej aktivity neuronu.

8.2 Neuronové siete

Kazda Boolova funkcia (pozri kap. 1.3) je reprezentovana pomocou syntaktick¢ho stromu,
ktrory reprezentuje jej rekurentni vystavbu inicializovani Boolovymi premennymi
a konCiacu danou Boolovou funkciou (funkciou vyrokovej logiky), pozri obrazok 8.3,
diagram A. Syntakticky strom je dolezity ked hl'addme podformuly danej formuly, kazdy
uzol stromu S$pecifikuje podformulu: najnizS§ie polozené uzly reprezentuju trividlne
podformuly p a g, nasledujiice dva vrcholy reprezentuji podformuly p=¢ a pAagq,
najvyssie polozeny vrchol — korei stromu - reprezentuje samotnii formulu

(p=4a)=(pra).

(ol
> Co G

syntakticky strom neurénovd siet’

A B
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Obrazok 8.3. (A) Syntakticky strom Boolovej funkcie (vyrokovej formuly) (p = ¢)=(pAq). Koncové

vrcholy stromu reprezentuju Boolove premenné (vyrokové premenné) p a ¢, vrcholy z nasledujucich vrstiev su
priradené spojkam implikacie a konjunkcie. Vyhodnocovanie tohto stromu prebieha postupne zdola nahor. (B)
Neurénova siet’ obsahujica logické neurdny spojok, ktoré sa vyskytuju v prislusnom syntaktickom strome
diagramu A. Vidime, ze medzi syntaktickym stromom a prisluSnou neurénovou sietou existuje vel'mi tesna
previazanost’, ich topoldgia je identickd, odliSuju sa len vo vrcholoch. Obrazne mézeme povedat’, Ze neurénova
siet’ pre Boolovu funkciu ¢ zostrojime pomocou jej syntaktického stromu tak, Ze vrcholy zo syntaktického
stromu, ktoré reprezentuju logické spojky, nahradime prislusnymi logickymi neurénmi, koren syntaktického
stromu je zameneny .

Pomocou syntaktického stromu I'ahko zostrojime neurénovu siet’ tak, ze jednotlivé
vrcholy reprezentujiice Boolove elementarne funkcie (logické spojky) nahradime prislusSnymi
logickymi neurénmi podla obrazku 8.2. Na obrazku 8.3 je znazornend tato konStrukcia

neurénovej siete pre formulu = qg)=(pAq). Tento postup konstrukcie neurénovej siete
] p p=4q pnrg postup )

zosumarizujeme pomocou nasledujucej vety.

Veta 8.1. Kazda Boolova funkcia moze byt vyjadrena pomocou ,,neurénove;j siete* zlozenej
z logickych neurénov vyjadrujucich logické spojky.

Tato veta patri medzi zakladné vysledky slavnej prace McCullocha a Pittsa [5], kde
bolo ukézané, Ze pomocou niekol’kych jednoduchych logickych neurénov je mozné zostrojit’
neurénovu siet’, ktora simuluje 'ubovolni Boolovu funkciu. M6zZeme teda hovorit’ o tom, ze
neurénové siete s logickymi neurénmi maju univerzalny charakter v doméne Boolovych
funkcii, vyssSie naznaceny konstruktivny postup reprezentuje vSeobecne platnu metodu pre
zostrojenie neuronove;j siete, ktora simuluje Boolove funkcie.

Ako uz bolo spomenuté v ivodnej Casti tejto kapitoly bolo naznacené, Ze pouzitie
techniky vahovych koeficientov umoziiuje formalne zjednodusit’ tedriu logickych neurénov,
potom nie je potrebné a-priori odliSovat’ excitatné a inhibicné vstupy do neurénu. Aktivita
i-teho neurénu v neurénovej sieti je vyjadrend zovSeobecnenou formulou

X, zt(z%x;+8[] (8.5)

kde sumacia prebicha nad vsetkymi neuronmi, ktoré v neuronovej sieti predchadzaju i-ty
neuron. Vahové koeficienty wy; st definované takto
1 (spoj Jj — i ma exitacny charakter)
w, =9-1 (Spoj Jj — i mad inhibicny charakter) (8.6)
0  (spoj j — i neexistuje)
To znamend, Ze v neuroénovej sieti vahové koeficienty su fixne a dané a st urcené topologiou
syntaktického stromu Specifikujuceho Boolovu funkciu.

Architektira neurénovej siete, ktora je zostrojena pre dani Boolovu funkciu méze
byt podstatne zjednodusenda na tzv. 3-vrstvoviu neurénovu siet, t. j. obsahuje vrstvu
vstupnych neurénov (ktoré len kopiruji vstupné aktivity, nie su vypoctovymi jednotkami),
vrstva skrytych neurdnov a posledné vrstva obsahujuca vystupny neuron. Tato architektara je
minimalistickd auZ zrejme nemoézZe byt zjednodusend. Ukdzeme ako zostrojit’ takuto
neurénovu siet’ pre dani Boolovu funkciu.
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Obrazok 8.4. Logicky neurdn, ktory simuluje konjunktivnu klauzulu, ktora obsahuje konjunkciu koneéného
prvku vyrokovych premennych alebo ich negacii, y = x, A...AX, A—X,

i N ATX

Jednoduchym zovseobecnenim logickych spojok mozno ukazat’, ze logicky neurdn je
schopny simulovat’ aj Boolovu funkciu, ktord obsahuje konjunkcie premennych alebo ich
negacii, x, A..AX, A—xX,,; A...A—X, , pozri obrazok 8.4. Tato Boolova funkcia sa rovna 1

n+l

len pre x=..=x,=1 a x,,=..=x,=0, vo vSetkych ostatngych pravdivostnych
kombinaciach argumentov jej hodnota je 0 (nepravdivy vyrok)
1 (pret=1
val (X, A AX, A=X, ) A AT, ) = ( o) (8.7)
0 (pret#t,)

kde t,=(x/1,...x,/1,x,,,/0,...,x,/0) je Specifikicia pravdivostnych hodnét premennych.
LCahko sa presved¢ime otom, ze tato klauzula je simulovand logickym neurénom
zndzornenym na obr. 2.3. jeho vystupna aktivita je ur¢end formulou

y:s(xl+...+xn—xn+1—...—xm—n) (8.8a)
Funk¢na hodnota tejto funkcie sa rovna 1 vtedy, ak

X+t X, X, —...—X, =N (8.8b)

Tato podmienka je dosiahnuta len vtedy, ked’ prvych n vstupnych (excitacnych) aktivit sa
rovna 1 a d’alSich (m-n) vstupnych (inhibi¢nych) aktivit sa rovna 0.

Tabul’ka 8.2. Zadanie funkénych hodndt Boolovej funkcie.

#| x| x| X3 y=1(x,x,,x) klauzula
110/0]0 0 -
210]0]1 0 -
3/]0[{1(0 1 T AN AT
410 1] 1 1 —X; A X, A X,
50110]0 0 -
61|01 1 X, A—X, A X,
711]11]0 0 -

8| 1] 1]1 0 -

V teérii Boolovych funkcii je dokézana ddlezitd vlastnost’ Boolovych funkcii, podla
ktorej kazda Boolova funkcia méze byt prepisana do ekvivalentného disjunktivneho tvaru
(pozri kap. 1.5)
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¢= \/ X Ax A axld (8.9a)

kde
X, (ak val (x,)= 1)

1

() 8.9b
E —X, (ak val (x,) = 0) (8:99)

Ako ilustra¢ny priklad pouzitia tejto vlastnosti, Studujme Boolovu funkciu, ktorej
funk¢né hodnoty st zadané tabulkou 8.2. V tejto tabul'ke v riadkoch 3, 4 a 6 s jednotkové
funkéné hodnoty (Boolova funkcia je pre tieto tri hodnoty premennych pravdiva),
v poslednom stipci st uvedené v tychto riadkoch aj prisluiné klauzuly zostrojene pomocou
(8.9b). Pouzitim (8.9a) dostanmeme ,,analyticky* tvar Boolovej funkcie ur¢enej len tabulkou
jej funkénych hodnot

y=f(x.2,%)=(% Ax, A%) V(X% A, AX) V(Y AT, AX;) (8.10)
Tato Boolova funkcia moze byt zjednodusena tak, ze prva a druha klauzula sa zjednodusia
(X AX AT )V(T AX, AX) =X AX, A(K VX)) =X, AX, (8.11)
—
Potom
y:f()cl,)c2,)c3):(f1 /\x2)v(x1/\f2/\x3) (8.12)

Klauzule xlt) /\xgt) A..~x'Y mozeme vyjadrit jednym logickym neurénom, pozri

obr. 8.4. Vystupy ztychto neurénov spojime do disjunkcie pomocou neurdénu
reprezentujuceho disjunkciu (pozri obr. 8.2). Potom neurdnova siet, reprezentujiica Boolovu
funkciu (2.10) ma tvar zndzorneny na obr. 8.5.

Vysledky z tohto ilustracného prikladu su zosumarizované pomocou tejto vety.

Veta. 8.2. Lubovolnad Boolova funkcia fje simulovana pomocou 3-vrstvovej neuronovej siete.

Xy

Obrazok 8.5. Trojvrstvova neuroénova siet, ktora simuluje Boolovu funkciu zadanou primarne Tab. 8.2, z ktorej
je zostrojeny pomocou formule (8.9) ja ,,analyticky* tvar (8.10). Skryté neurony reprezentuju jednotlivé klauzuly
z Tab. 8.2, ich disjunkcia je realizovand pomocou vystupného neurénu.. Tato neurénova siet moze byt
zjednodusena tak, ze prvé dve klauzule sa spoja do jednej jednoduchsej klauzule, pozri (8.7-7).

Vseobecny tvar 3-vrstvovej neurénovej siete ja znazorneny na obr. 8.6.

150



skryté
neurony

vstupny
neuron

vstupné
neurony

Obrazok 8.6. Schématické znazornenie 3-vrstvovej neurénove;j siete. Idic zl'ava doprava, prva je vstupna vrstva
obsahujtica vstupné neurdny, ktoré nie si vypoctové elementy, ale len formalne reprezentuju vstupné aktivity.
Druhé vrstva obsahuje skryté neurdony, ktoré reprezentuji jednotlivé klauzule danej Boolovej funkcie. Tretia
(poslednd) vrstva obsahuje vystupny neurén, ktory vykonava disjunkciu aktivit zo skrytych neurénov.

Poznamenajme, ze podla vety 8.2 3-vrstvové neurénové siete obsahujuce logické
neurdny su univerzalne vypoctové zariadenia pre doménu Boolovych funkcii. Tento vysledok
predznacil moderny vysledok neurénovych sieti z prelomu 80. a 90. rokov minulého storocia,
podl'a ktorého trojvrstvové dopredné neurénové siete so spojitou aktivacnou funkciou (1.1)
maju vlastnost’ univerzalneho aproximatora. Navyse, pretoze dokaz vety bol konStruktivny,
pozname jednoduchy postup, ako tuto siet’ systematickym sposobom zostrojit’ pre 'ubovolnu
Boolovu funkciu.

MoZeme si polozit’ otazku, aké Boolove funkcie je schopny logicky neurdn vyjadrit
[6]? Tato otazka sa dd pomerne jednoducho vyrieSit pomocou geometrickej interpretacie
vypoctu prebiehajuceho v logickom neuréne. Vypoctovd funkcia logického neurénu
rozdel'uje priestor vstupov na dva polpriestory pomocou roviny wix; + waxy +...+ wyx, =
9, pre koeficienty w=0,£1. Hovorime, ze Boolova funkcia fix;, x2,..., x,) je linedrne
separovatelna, ak existuje taka rovina wix; + woxy + ...+ wyx, = 9, ktord separuje priestor
vstupnych aktivit tak, Ze v jednej Casti priestoru su vrcholy ohodnotené 0, zatial’ co v druhej
Casti priestoru su vrcholy ohodnotené 1 (pozri obr. 2.6).

objekty ohodnotené 1

Xy

A

nadrovina

objekty ohodnotené 0

> X,

Obrazok 8.8. Schematické znazornenie pojmu linedrnej separovatelnosti, kde okrtihle a Stvorcové objekty st
separované nadrovinou wix;+...+w,x,-3 = 0 tak, Ze v jednom polopriestore st objekty jedného druhu, zatial’ ¢o v
druhom polopriestore st objekty druhého druhu.

Veta 8.3. Logicky neuron je schopny simulovat len tie Boolove funkcie, ktoré su linearne

151



separovatelne.

Klasicky priklad Boolovej funkcie, ktora nie je linearne separovatelna, je vyrokova
spojka exkluzivna disjunkcia, ktora je formdlne definovand ako negéacia ekvivalencie

(x®y)< —(x=y), vinformatickej literatire sa obvykle oznatuje ako Boolova funkcia

XOR, @, (x,y)=x® y, jej funkéné hodnoty sii uvedené v tab. 8.3.

TabulPka 8.3. Boolova funkcia XOR

#l x|y | oxor(x))
11010 0
21 0| 1 1
3/ 1|0 1
41 11| 1 0

Ak si jej funkéné hodnoty vynesieme do stavového priestoru x - y dostaneme obr. 2.7,
z ktorého jasne vyplyva, ze tato funkcia nie je linearne separovatelna.

X
.
1@ O
L.
00 *——X,

Obriazok 8.8. Znazornenie objektov Boolovej funkcie XOR v stavovom priestore jej argumentov. Z obrazku
jasne plynie, Ze neexistuje priamka, ktora by separovala celt rovinu na dve polroviny tak, Ze objekty (otvorené
krazky) s ohodnotenim 0 budu v jednej polrovine, zatial' co objekty s ohodnotenim 1 (Cierne kruzky) budu
v druhej polrovine.

Pouzitim trechniky z predchadzajucej Casti tejto kapitoly, zostrojime neurénovu siet, ktora
simuluje tito elementarnu linearne neseparovateI'ni Boolovu funkciu. Pomocou Tab. 8.3.
zostrojime jej ekvivaletnti funkciu pomocou klauzul

@ yor (X1, %) = (=6, Ax, )V (X, A, (8.13)
Potom neurénova siet’ zostrojena pomocou tejto fukcie mé tvar zndzorneny na obr. 8.9.

Xy

X, Xy
Voon Yoy
X, X, y XOR
B

C
Obriazok 8.9. Diagramy A a B znazoriiuju jednotlivé klauzuly z formuly (8.13). Diagram C reprezentuje 3-

vrstvovl neurénovu siet’, ktord ako skryté neurdny obsahuje neurdny z diagramu A a B, vystupny neur6n
reprezentuje disjunkciu vystupnych aktivit zo skrytych neurénov.
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Priklad 8.1. Zostrojme neurénovu siet, ktora simuluje s¢itanie dvoch binarnych ¢islic:
&,
(XZ
BB,

kde jednotlivé bindrne premenné vysledku — sumy su urcené takto: B,=o,@a, a

B,=a,Aca,. Druhtt vystupni premenna [, prepiSeme do disjunktivnej formy

B, =(—a, Aa,)v(a, A—a, ), prislusnd neuronova siet’ je znazornend na obrazku 8.10.

B iz}&

Obrazok 8.10. Neurdnova siet’ vykonavajtica sucet dvoch binarnych ¢islic.

V predchadzajucej Casti tejto kapitoly bolo ukazané, ze samotné logické neurdny su
schopné korektne klasifikovat’ len linearne separovatelné Boolove funkcie. Toto podstatné
obmedzenie logickych neurénov moze byt odstranené pomocou logickych neurénov vyssich
radov [6], ktorych aktivita je ur€ena zovSeobecnenim formuly (2.3) o ¢leny vysSich radov

gy

y=s Zwixl.+2w..x,x.+...+9 (8.14)
)
g
Ak vnutorny potencidl neurénu & je urceny len ako linearna kombinécia vstupnych aktivit
(tj. len prvou sumou), potom logicky neurdn je Standardny a nazyva sa "logicky neuron
prvého radu". Ak tento potencial neurénu & obsahuje aj kvadratické a pripadne aj d’alSie
Cleny, potom sa nazyva "logicky neuron vyssieho radu". Podl'a Minského a Paperta [6] plati
nasledujuca veta, ktora hovori o tom, ze perceptrony vyssieho radu st schopné simulovat’ aj
mnoziny objektov, ktoré nie st linedrne separovatelné.

Veta 8.4. Cubovolna Boolova funkcia fje simulovana logickym neurénom vyssieho radu.
Této veta hovori o tom, Ze kazda Boolova funkcia méze byt simulovana logickym

neurénom vyssieho radu, existuju také vahové koeficienty a prah, ze pre kazdu Specifikaciu
premennych x,,x,,...,x, vypoc¢itand binarna aktivita sa rovna pozadovanej hodnote.
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Priklad 8.2. Ako ilustra¢ny priklad vety Studujme Boolovu funkciu XOR, ktord nie je
linearne separovatelna a ktorej funkéné hodnoty su uvedené v tabulke 4.1. Nech aktivita
logického neurénu je urcend pomocou kvadratického potencidlu (Cize sa jednd o logicky
neurdn druhého radu)

V=8| WX, + WX, +w,x,x, — 9 (8.15)
3

Pre jednotlivé riadky tabulky 2.3 funkcie XOR plati
-3<0

w, -920
w, -392=0
w+w, +w, —93<0
Postupnym rieSenim tychto nerovnic dostaneme, ze vahové koeficienty a prah maji napr.
takéto rieSenie

(8.16)

S=Lw =w,=Lw,=-2 (8.17)

Obriazok 8.8. (A) Znazornenie logického neurénu druhého radu simulujuceho funkciu XOR, kde excitacné
vstupné aktivity st bindrne premenné x; a x,, inhibi¢nd aktivita je priradend premennej druhého radu xx,.
Vystupna aktivita z je uréend pomocou krokovej funkcie, z:s(xl +x, —2xx, —1), priamou verifikaciou sa
presved¢ime, ze simuluje funkciu XOR. Na zaver poznamenajme, ze "vidlicka" inhibi¢ného vstupu znamena, ze
vstupna aktivita je pocitana dvakrat. (C) Transformacia logického neurénu druhého radu, ktory implementuje
spojku XOR (diagram A), na neurénovu siet’, ktora obsahuje len logické neur6ény prvého radu (digram B). Tato
transformécia je zalozena na vypocte sucinu x;x, pomocou logického neurénu pre spojku konjunkcie, vystup
z tohto neur6nu je potom dvojnasobny inhibi¢ny vstup do pravého neuronu. Tato architektira je asi
najjednoduchsou neurdénovou sietou, ktord implementuje spojku XOR pomocou logickych neurénov prvého
radu (porovnaj s obr. 8.9).

V tomto ilustratnom priklade bolo ukazané, Ze linearne neseparovatelnd binarna
spojka disjunkcie s vyli¢enym (XOR) je implementovate'na pomocou logického neuronu,
ktory ma tri vstupy pre xi, x; a x1x2. V tejto suvislosti sa vynara otazka vypoctu sucinu x;xs,
ktory vSak moze byt jednoducho vykonany pomocou spojky konjunkcie, x,x, =x, Ax,. Ak
tato operacia bude uskuto¢nena pomocou logického neurénu pre konjunkciu (pozri obr. 8.7,
diagram B), potom mozZeme vytvorit’ jednoduchu siet’ obsahujicu len dva neurdny, pricom
na vstupe mame len vstupné aktivity x; a x,.

Vysledky tohto prikladu 8.2 ukazuju, ze logicky neurdon druhého radu je schopny
korektne klasifikovat Boolovu funkcia XOR, ktord je linedrne neseparovatelna v 2-
rozmernom fadzovom priestore xj-x», ale je uz linedrne separovatelnd v 3-rozmernom
fazovom priestore x;-x2- X1x2 , pozri obr. 8.8.
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X%

C
Obrazok 8.8. Diagramaticka reprezentacia Boolovej funkcie XOR. (A) Ak je funkcia XOR reprezentovand v

2-rozmernom stavovom priestore x;-x, objekty s jednotkovou klasifikdciou nie su linedrne separovatel'né od
objektov s nulovou klasifikaciou. (B) Ak znadzornime XOR funkciu v 3-rozmernom fazovom priestore x;-x-x1x,
, potom existuje v tomto priestore nadrovina, ktord navzajom separuje objekty s rdznou klasifikaciou. Priemet
tejto nadroviny do roviny poskytuje kvadratickt ¢iaru, ktora separuje objekty, pozri diagramy C a D.

Pojem linearnej separovatelnosti Boolovych funkcii je 'ahko zovSeobecnite'ny na
kvadraticku (kubicku,...) separovatel'nost’ pomocou kvadratickej (kubickej,...) nadplochy.

Definicia 8.1. Boolova funkcia f sa nazyva kvadraticky separovatelna, ak existuju také
vahové koeficienty wi, wij a prahovy faktor 3, Ze pre kazdu S$pecifikdciu premennych
X, X,,...,x, plati
n n
Vieq (x,%,,..x,)=1= Zwixi + Z W,X,x; 23
i=1 i,j=1

e (8.18)

n n
Vieq (xl,xz,...,xn): 0= Zwl.xi + Z W, X.x; <3
i=1

i,j=1

(i<))

8.3 Konstrukcia binarnych obvodov

Logické neurony mézu byt pouzité na konstrukciu jednoduchych binarnych obvodov [4,7],
ich kombinaciou méZeme zostrojit' uz zlozité zariadenia, akymi st napr. rdézne scitacky,
nasobicky a podobne.

8.3.1 Casovy posunova¢
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Casovy posunovaé je taky binarny obvod, ktory posunie tok signilu o niekolko vopred
zvolenych jednotiek. Studujme jednoduchy obvod znazorneny na obr. 2.7, diagram A, ktory
realizuje posun o jednotku (jednotkovy posunovac). Aktivitu neurdénu v ¢ase ¢ mozeme
vyjadrit’ takto

Y = t(x(H) —1) (8.19)
Vstupny signal v ¢ase ¢ sa transformuje na vystupny signal v ¢ase #+1
=0= " =¢(-1)=0
=12y =¢(0) =1
Nech sekvencie (dizky 10) vstupnych signdlov ma tvar (00700071), potom vystupny symbol

ma tvar sekvencie (dizky 7) (#00700071), kde prvy znak # je prazdny znak, pretoZe
v poc¢iatocnom Case t = 1 nevieme Specifikovat’ vystupny signal, pozri Tab. 8.4

(8.20)

Tabul’ka 8.4. Vstupna a vystupna sekvencia pre
jednotkovy ¢asovy posunovac
cas 112[3[4|5]6]7[8[9]10]7]7
vstupx |00 |1 |1]0]O0JO T[T ]1]..
vstupy | #1001 [1]0[0]0]1]1]]1

Sériovym zapojenim jednotkovych posunovacov dostaneme posunovace o dve, tri, .. Casové
jednotky, pozri diagramy B a C na obr. 8.8.

Ar=1 A=2 A=3
A B C

Obriazok 8.8. Neurénové siete realizujuce posun vstupného signalu o 1, 2 a 3 jednotky.

8.3.2 Riadeny prepina¢

Riadeny prepina¢ pomocou riadiaceho signalu zapina alebo vypina tok signdlu. Tak ak
v excitacnom riadenom prepinaci je riadiaci signal jednotkovy, potom prepinac¢ prepusta
signal na vystup prepinaca. V alternativnom pripade, pre inhibi¢ne riadeny prepinac, nulovy
riadiaci signal spdsobuje prenos signdlu na vystup. Tieto dva prepinace su znazornené na obr.
8.9.
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Excitacny riadeny prepinac Inhibicny riadeny prepinac
xl xl
N i
Xy—————— Xy
V2
X————
Vs Vs

riadiaci signal riadiaci signal

p2s

Obrazok 8.9. Znazornenie neurdnovych sieti, ktoré st excitacny resp. inhibi¢ny riadiaci prepinac.

Kombinaciou excitacného a inhibi¢ného prepinaca zostrojime riadené rozdvojovacie

zariadenie, pozri obr. 8.10.
r

X

vystup,

)
B
)

k xi i 1 ' f yl
32 vystup,
)

riadiaci signal
Obrazok 8.10. Neurdnova siet’ riadeného rozdvojovacicho zariadenia. Ak riadiaci signal je jednotkovy (nulovy),
potom vstup je riadeny na 1. vystup (2.vystup). Obrazne mdzeme povedat, ze riadiaci signal posobi ako
»prepina¢ do 1. alebo 2. polohy.

8.3.3 Sumaitor dvoch binarnych ¢isel

Sumétor binarnych ¢&isel riesi ulohu séitania dvoch binarnych &isel — retazcov rovnakej dizky
110011

101010

1011101

Realizacia tohto problému sa moéze uskutocnit’ uplne analogicky procesu séitania dvoch
dekadickych cisel, t. j. musime pouzivat techniku prenosu ,zostatku“ (angl. carry) do
nasledujucej polohy. Tento princip si vysvetlime na v§eobecnom priklade
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o, ...0,0,
B, B, B (8.21)
YVurtVn Y2 Vs ,
s¢itania dvoch binarnych cisel o, ..o,0, a B, ... B, B, dlzky n. Zostatok &; je rekurentne
definovany takto:
3, =0 (8.22a)
1 (ak a, +B, =2)
{O (indé )
1 (ak o, +B, +38,>2)
:{0 (ak o, +B, +5, <1)

kde (8.22a-b) je inicializacia postupného vypoctu zostatkov. Pre ilustra¢ny priklad zo
zaCiatku tejto podkapitoly zostatky su Specifikované bindrnym retazcom dlzky 7 tvaru
8 =1000100. Schému (8.21) prepiSeme do nového tvaru

(8.22b)

2

(i=2,3,..n) (8.22¢)

i+1

o, ...0,0,
B, By B
2
8;1+18)1”‘ 82 8l (8 3)

Y)1+1Y)1 ’Y2 YI
Potom vysledok y=v,,,... v, 7, je urCeny vztahmi
1 (ak o, +B,+8,=1v3)
.= (i=1,2,..,n) (8.24a)
0 (aka,+B,+8,=0v2)

Y1 =0, (8.24b)

0=(11001 1) ——>—

B=(101010) aktivny pre jeden alebo viac 1-vstupov

aktivny prave pre jeden 1-vstup

y=(10111010J0)

aktivny pre dva alebo
viac 1-vstupov

casovy posun

aktivny prave pre tri 1-vstupy
Obrazok 8.11. Neurénova siet’ sumatora dvoch bindrnych ¢isel, ktord obsahuje Sest’ prahovych neurénov.

Priklad zo zaciatku tejto podkapitoly moze byt prepisany do tvaru
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110011
101010
1000100

1011101

kde vysledny ret'azec bol ur¢eny formulami (2.32). Jednotlivé kroky z tohto prikladu st
rozpisané takto:

0. krok. 8,=0

1. krok. o, =1,B,=0,8,=0,[y, =1]

krok. a, =1,3,=0,0,=1]|y, =0
krok. a; =0,8,=0,8,=0,|y, =1

2
3.
4. krok. o, =0,8, =1,8, =0y, =1|
5.
6

krok. as=1,B5=0,8,=0,|y, =1
krok. o, =13, =108, =1y, =
7. krok. o, =0,B, =0, Y, =1

Implementacia sumatora je zndzornena na obr. 8.11.

8.3.4 Binarny paralelny dekodér

Budeme Studovat’ paraleny dekodér pre tri binarne Cislice. Predpokladame, Zze informacia do
dekodéra prichadza prostrednictvom impulzov cez tri paralelne vldkna, pozri obr. 8.12.
Dekoder obsahuje osem nezavislych elementov — neurénov, z ktorych kazdy dekoduje jednu
moznu bindrnu kombinaciu prichadzajtcich signalov.

1
vstupny signal 0

1
0 0 0 0 0 1 0 0
000 001 010 01l 100 101 1100 111

YVYY

Obrazok 8.12. Binarny paralelny dekodér, ktory obsahuje osem prahovych neurénov, ktoré dekdduju separatne
vstupny signal od kombinacie 000 az po kombinaciu 111.

8.4 Zaver

Neur6nové siete zlozené z logickych neurénov st univerzadlnym aproximatorom Boolovych
funkcii (t. j. kazda Boolova funkcia mdze byt fiou reprezentovand). Podstatnym ohrani¢enim
logickych neurénov je, ze klasifikuji len Boolove funkcie, ktoré su linearne separovatelné.
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Bolo ukézané prave McCullochom a Pittsom, ze toto ohrani¢enie logického neurénu je
prekonané neurénovymi sietami. Druhd alternativna moznost’, ako prekonat’ toto ohraniCenie
linearnej separovatelnosti, st logické neurdny vysSieho radu, ktoré navrhli Minski a Pappert
[6]. Tieto vlastnosti logického neurénu moézeme sumarizovat’ tak, ze tieto st univerzadlnym
vypoctovym zariadenim v doméne Boolovych fukeii,

Dalsi, nemenej zaujimavy aspekt neurénovych sieti obsahujucich logické neurény je
skutoénost’, ze poskytuju informaticky a vypoctovy pohlad na vztah medzi myslou a mozgom
(znamy filozoficky problém ,,mysel — telo" alebo "dusSa —telo" problém, ktory vo filozofii patri medzi
centrdlne problémy). Prave, modernd neuroveda, prostrednictvom neurénovych sieti (v
najjednoduchsom priblizeni vyjadrenych pomocou logickych neurénov) ponuka vedecké rieSenie
tohto problému:

Neurovedny pohlad umelej inteligencie akognitivnej vedy na komplex
mozog—mysel' je zalozeny na predpoklade, ze mozog je mohutny paralelny pocita¢, ktory
transformuje vstupné udaje x (produkované zrakom, sluchom, cuchom a pod.) na motorické impulzy
» (pricom tato transformacia je zavisla od vnutorného stavu s (pozri obr. 8.8, diagram A ). Tato
neurovedna interpretacia mozgu na mikroskopickej (neuralnej) Girovni neumoziuje priame Stidium
vyssich kognitivnych aktivit (rieSenie problémov, porozumenie l'udskej re¢i, a pod.). Nechcem tymto
povedat’, Ze je to principidlne nemozné, je to mozné, ale je to velmi tazkopadne a komplikované. Je
to podobné tomu, ako keby sme chceli Studovat’ makroskopickt vlastnost’ vody "povrchové napdtie"
metdodami kvantovej mechaniky. Samozrejme, ze tito veli¢inu moéZeme Studovat aj takto na
"mikroskopickej" urovni, ale je to tak numericky ako aj teoreticky velmi ndrocné. Podstatne
jednoduchsi je fenomenologicky pristup zaloZeny na makroskopickej termodynamike, kde dostaneme
pre tato veli¢inu pomerne jednoduchi formulu obsahujicu jednoduché experimentalne
verifikovatel'né tidaje. Podobna situdcia existuje aj v teérii mozgu-mysle. Neuralny pristup je vhodny
na Stadium elementarnych kognitivnych aktivit (napr. prvotné spracovanie vizudlnej informacie zo
sietnice oka). Vyssie kognitivne aktivity mozgu st Studované na symbolickej urovni, zaloZeného na
predstave, ze [ludsky mozog je pocitac, ktory pracuje podla tychto principov (ktoré tvoria zaklad tzv.
symbolickej paradigmy), ktory
(1) transformuje symboly pomocou syntaktickych pravidiel na iné symboly, pricom

(2) myslienky st symbolické reprezentacie implementované pomocou jazyka myslenia, a

(3) mentalne procesy su kauzdlne sekvencie symbolov generované syntaktickymi
pravidlami.

vstupné skryté neurény wstupné
neurony neurony

A B
Obrazok 8.8. (A) Kyberneticka interpretacia mozgu ako ,,zariadenia®, ktoré transformuje vstup x na vystup y,
pri¢om tato transformécia je ovplyvnena vnutornym stavom s . Touto Specifikdciou mozgu mozeme dostat’ dve
rozne odozvy y, a y, na rovnaky vstup x. (B) Konekcionisticky (neurdlny) model mozgu pomocou neurénovej
siete, ktord obsahuje (1) vstupné neurdny (napr. percepcné neurdny retiny oka), (2) skryté neurdny, na ktorych
prebieha transformacia vstupu na vystup a (3) vystupné neurdény (napr. neurdny riadiace motorické aktivity).
Aktivity skrytych neurénov tvoria vnatorny stav neurdnovej siete, rozne pociatoéné nastavenie tychto aktivit
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Pouzitie terminu ,,pocitac” obvykle evokuje predstavu sekvencného pocitata von
neumannovskej architektiry (napr. personalne pocitace maju tito architekturu), kde je mozné
striktne oddelit’ hardware od software; kde na tom istom pocitaci — hardware mdze byt
vykondvanych nepreberné mnozstvo rozdielnych programov — softwarov. Pre tieto von
neumannovské pocitace existuje striktna dichotémia medzi pocitaom a programom — t. j.
medzi hardwarom a softwarom. Zial, paradigma mysle ako poéitada implikuje u mnohych
I'udi predstavu, Ze je mozné oddelit’ mozog od mysle, ako dva ,nezéavislé® fenomény, kde
mozog hra tlohu hardwaru, zatial’ co mysel je software (vykonavany na hardwaru — mozgu).

Obratme naSu pozornost na moderny neurovedny pristup k chapaniu vztahu medzi
mozgom a mysl'ou [12], ktory je zalozeny na neurovednom chépani mozgu ako mohutne;j
neuronjovej siete, ktord obsahuje priblizne 1 miliardu neurénov, pri¢om tieto neurény su
masivne pospajané s inymi neurénmi (priblizne jeden neurén ma 1000 jednosmernych
synaptickych spojov - konexii s inymi neurénmi), Mozog moéze byt teda chapany ako
mohutny paralelny pocita¢, ktorého vypoctové jednotky si neurénmi s extrémne
jednoduchou vypoctovou prahovou aktivitou (verbdlne vyjadrenou vetou - vitaz berie
vSetko). Mozno konstatovat’, Ze schopnost mozgu vykonavat' nielen kognitivne aktivity, ale
byt aj pamdtou, je plne zakodovana do jeho architektury.

Na zaklade tychto neurovednych poznatkov bazalneho charakteru moézeme
konstatovat’, Ze pocitacova paradigma l'udského mozgu sa musi formulovat’ tak, ze mozog je
paralelne distribuovany pocita¢ (obsahujuci obrovské mnozstvo neurénov, elementarnych
procesorov, ktoré st medzi sebou poprepdjané do zlozitej neurdnovej siete). Program v tomto
paralelnom pocitaci je priamo zabudovany do architektiry neuronovej siete, t. j. [udsky
mozog je jednoucelovy paralelny pocitac reprezentovany neuronovou sietou, ktory nie je
mozné preprogramovat’ bez zmeny jeho architektiry. Z tychto vSeobecnych tivah vyplyva, ze
mysel’ s mozgom tvoria jeden integralny celok; mysel’ v tomto pristupe sa chape ako program
vykonavany mozgom, avSak tento program je Specifikovany architektirou distribuovanej
neurénove;j siete reprezentujicej mozog. Mozog a mysel tvoria dva r6zne pohlady na ten isty
objektu:

(1) Ked hovorime o mozgu, myslime tym ,hardwarova“ Struktaru, biologicky
realizovani neurénmi aich synaptickymi spojmi (formalne reprezentovanu
neurénovou siet’ou), v opacnom pripade,

(2) ked hovorime o mysli, myslime tym kognitivne a iné aktivity mozgu, realizované
vypoctami neurénovej siete reprezentujucej mozog.

Na zaver tejto kapitoly poznamenajme, Ze logické neurony McCullocha a Pittsa
maju v informatike, umelej inteligencii a kognitivnej vede mimoriadne postavenie, st nielen
univerzalnym aproximatorom v doméne Boolovych  funkcii (umoznuju realizovat
jednoduchtt syntézu elektronickych zariadeni pre realizdciu Standardnych bindrnych
operacii, ktoré sa opakované mnohokrat vyskytuju pri navrhu pocitatov, ¢oho si prvy
vS§imol von Neumann [10,11]), ale maji vyznam az "filozoficky", tvoria prirodzent tedriu
pre interpretaiciu mozgu ako paralelného vypoctového zariadenia a rieSenia problému
vztahu medzi mysl'ou a mozgom.
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Cvicéenia

Cvicenie 8.1. Dokazte, ze logické neurény znazornené na obr. 8.2 simuluju uvedené Boolove
funkcie.

Cvicenie 8.2. Zistite aku vyrokovu spojku (Boolovu funkciu) reprezentuje logicky neurén

Xy

Xy

Cvicenie 8.3 Zostrojte neuréonovu siet’ ekvivalencie pomocou jej disjunktivnej normalnej
formy, (p = q)NDF = (—|p /\—|q)v(p/\q) .

Cvicenie 8.4. Zistite aki Boolovu funkciu reprezentuje logicky neuron

CviCenie 8.6. Zostrojte neuréonova siet, ktora simuluje Boolovu funkciu.
(B..B,) = f(a,,0,,a;) definovanii pomocou siétu troch binarnych éislic

0‘1

a’2

&,

BB

Cvicenie 8.8. Zostrojte 3-vrstvovll dopredntl neurdnov siet’, ktora simuluje Boolovu funkciu
o(p.a.r)=(p=q)=(prgnr)

Cvicenie 1.8. Zostrojte 3-vrstvovi doprednu neurénovu siet’, ktora simuluje Boolovu funkciu
Specifikovant tabul’kou

—lo|lolo|lofw
o|l—|—lolok

f
0
0
0
1
1

N BN =3
O|I— O ||
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6
71 1 1
8] 1 1 1 1

[
O |-

Cvicenie 8.9. Zostrojte tabulku vSetkych mozZnych binadrnych Boolovych funkcii tvaru
y=/f(x,x,) azistite ktoré znich si linedrne separovatelné aktoré nie su linearne

separovatel'né.

Cvicenie 8.10. Nech Boolova funkcia je §pecifikovand tabulkou

#lp |l g | r | [
1tfololo] o
2l olo ]l 1] o
3ol 1]o] o0
a4l o 1] 1)1
511 Jo]o]o
6] 1 [ o] 1] 1
711107 o0
sl 11 [1]o

Zostrojte neurodn tretieho radu, ktory simuluje tuto Boolovu funkciu.

Cvicenie 8.8. Pre ¢asové elementy 1 <7 <10 zostrojte tabulku aktivit jednotlivych neuronov
znazornenych na obrazku, pricom v ¢ase ¢ =1 aktivity st zadané takto: K = (1,0,0,1).

Cvicenie 8.18. Zostrojte neurdonovu siet, ktora simuluje Boolovu funkciu.
(B,.B,) = f(a,,0,,a;) definovanii pomocou siétu a suginu troch binarnych éislic

(0'1 +0~2)X0L3 =B,B,
Cvicenie 8.18. Dokazte, ze logické neurony znazornené na obr. 8.10 simuluji uvedené
Boolove funkcie.

Cvicenie 8.19. Zistite akt vyrokovt spojku (Boolovu funkciu) reprezentuje logicky neurén
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Cvicenie 8.20 Zostrojte neuréonovu siet’ ekvivalencie pomocou jej disjunktivnej normalne;j
formy, (p = q)NDF :(—|p/\—|q)v(p/\q) .

Cvicenie 8.21. Zistite akii Boolovu funkciu reprezentuje logicky neuron

Uloha 8.23. Zostrojte neurénovii  siet, ktord simuluje Boolovu funkciu.
(B..B,) = f(a,,0,,a;) definovanii pomocou siétu troch binarnych éislic

(x’l

a2

y

BB
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9.kapitola

Boolove funkcie a logické obvody

9.1 Boolova algebra

Elektronické obvody v pocitatoch av podobnych zariadeniach st charakterizované
binarnymi vstupmi a vystupmi (rovnajucimi sa 0 alebo 1), transformacia vstupu na vystupu
sa uskutoCfiuje prostrednictvom elektronického obvodu, ktory tvori jadro tohto
Htransformacného® zariadenia, pozri obr. 7.1. Elektronicky obvod modze byt formalne
simulovany tzv. Boolovou funkciou, ktora transformuje m binarnych vstupnych premennych
na n vystupnych binarnych premennych.

)
——
m bindrnych | ————— elektronicky n bindrnych
vstupov - obvod * Vistupov
I
- .
-~

Obrazok 9.1. Znazornenie elektronického obvodu, ktory ma m binarnych vstupov an binarnych vystupov.
Cinnost’ elektronického obvodu spociva v transformacii binarnych vstupnych hodnét na binarne vystupné
hodnoty.

Vieobecna definicia Boolovej funkcie je f:{0,1}" —{0,1}", tato funkcia

transformuje binarny vektor dizky m na binarny vektor dizky n. MéZeme si polozit’ otazku,
ako realizovat’ tuto Boolovu funkciu, aby mala vopred Specifikované vlastnosti? Tento
problém je realizovany pomocou Boolovej algebry, ktord pomocou premennych s 0-1
ohodnotenim (t. j. binarnych) premennych a pomocou niekol’kych bindrnych algebraickych
operacii a jednej unarnej algebraickej operacie je schopna dostato¢ne vSeobecne modelovat
Boolove funkcie svopred Specifikovanymi vlastnostami. Poznamenajme, Zze Boolova
algebra ma dva zname modely, prvym je vyrokova logika a druhym algebra teérie mnozin.
PretoZe obe tieto zdanlivo odtazité discipliny maji rovnaku ,,metatedriu®, existuje medzi
zakonmi vyrokovej logiky a formulami tedrie mnozin ,,dualizmus®, pomocou ktorého ku
kazdému zékonu vyrokovej logiky priradime 1-1-zna¢ne formulu tedrie mnoZin a naopak.
Dobrym, ilustrativnym prikladom tohto dualizmu su De Morganove formuly, ktoré vo
vyrokovej logike a v tedrii mnozin maju tvary
ﬁ(pAq)E(—'pv—'q)QAmB:ZUE

ﬁ(pvq)z(—'p/\—lq)QAuB:Zml_?

V tychto formulach, vo vyrokovej logike unarna logicka spojka negacie ma ekvivalent
v tedrii mnozin v unarnej algebraickej operacii doplnku, a podobne, vo vyrokovej logike
binarne spojky konjunkcie a disjunkcie maju ekvivalenty v teérii mnozin v binarnych
algebraickych operéciach prieniku resp. zjednotenia. Na zaver je potrebné poznamenat, Ze
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vyrokova spojka ekvivalentnosti ma v tedrii mnozin ekvivalent v relacii rovnosti. Tieto
priradenia vo vyrokovej logike a v tedrii mnozin moézeme zosumarizovat’ takto
vyrokové premenné p,q,7,... <> mnoziny 4,B,C,...
spojka negacie — < operacia doplnku B
spojka konjunkcie A < operacia prieniku N
spojka disjunkcie v <> operacia zjednotenia U
spojka ekvivalentnosti = < relacia rovnosti =

Definicia 9.1. Boolova algebra je algebraicka Struktara Specifikovana usporiadanou 6-ticou
(B,+, S 0,1) , kde B={a,b,..,x,y,.}je neprazdna mnoZina elementov (premennych

Boolovej algebry), ktora obsahuje dva Specialne odliSené elementy - konstanty 0,1 B a nad
ktorou su definované binarne operacie sicinu a suctu

-:BxB—>B (9.1a)
+:BxB—>B (9.1b)
a unarna operacia komplementu
BB 9.1c)
ktoré vyhovuju tymto podmienkam
(1) komutativnost’:
X-y=y-Xx, X+y=y+x (9.1d)
(2) asociativnost’:
(x-y)-z:x-(y-z), (x+y)+z:x+(y+z) (9.1e)
(3) distributivnost’:
x-(y+z):(x-y)+(x-z), x+(y-z):(x+y)-(x+z) (9.11)
(4) vlastnost’ konstanty 0:
x=x+0, x-x=0 (9.1g)
(5) vlastnost’ konstanty 1 :
x=x-1, x+x=1 (9.1h)

V literature existuje mnoho alternativnych notéacii Boolovej algebry. Napriklad operacia
sucinu sa alternativne vyjadruje symbolmi A alebo *, podobne, operacia su¢tu symbolmi v a
@ . Pre zjednodusenie notacie budeme vynechavat’ symbol sucinu, formulu x-y budeme
zjednodusene pisat’ ako xy. Z formul (8.1g-h) vyplyva, Ze konsStanta 1 (0) ma ulohu
neutralneho (jednotkového) prvku pre sucin (stcet). Z bezného pohl'adu na formuly (8.1g-h)
by niekto mohol odvodit’ zaver, ze vyraz X je inverzna formula pre x. Pripomenme si, ze
v kapitole 6 bol inverzny element definovany pomocou vlastnosti x-x =1, avSak podla
pravej formuly (A.1g) plati x-x =0, z ¢oho vyplyva, ze vyraz X nema vlastnosti inverzného
prvku (tak vzhl'adom k operacii suctu, ako aj sti¢inu).

Priklad 9.1. Najjednoduchsia Boolova algebra (s velkym vyznamom v informatike
a v logike) je zaloZena na dvojprvkovej mnozine B = {0,1}. Binarne operacie sucinu, stctu

a unarna operacia komplementu stt pomocou multiplika¢nych tabuliek definované takto
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+10/1 o1 bl b
ojo1 ofofo 01
1/1]1 1/0]1 1]0

Jednoducho sa moézeme presvedCit, ze pre takto Specifikované operacie st splnené
podmienky (8.1a-h), t. j. algebraicka Strukttra (B,+, . 0,1) je Boolova algebra.

Priklad 9.2. Nech 4 ={a,b,c,...} je neprazdna mnozina, polozme B="P(A). Operacie - a

+ st realizované pomocou mnozinovych operacii M resp. U, operdcia komplementu je
realizovana ako mnozinovy komplement vzhl'adom k mnozine 4, X = 4 —x . Potom plati:
(a) binarne operacie su asociativne, komutativne,
(b) medzi binarnymi operaciami platia distributivne zdkony,
(c¢) prazdna mnozina & ma vlastnosti jednotkového elementu pre operaciu U
(VX eB)(Xud=Q8uUX=X)
(d) mnozina 4 ma vlastnosti jednotkového elementu pre operaciu N
(VXeB)(XmA:AmX:X)

(e) pre kazdé X € B existuje komplement X € B taky, ze
(VX eB)(XnX=0)
(VX eB)(XUX=4)
To znamenda, ze podmienky (8.la-h) su splnené, t. j. algebraickd Struktira
(P(A),u, A, D, A) je Boolova algebra.

Priklad 9.3. Nech B={p,q,r,..} je mnoZina vyrokovych formul, ktora je uzavreta

vzhl'adom k binarnym operacia konjunkcie (A), disjunkcie (V) a k unarnej operacii negacie
(—). Pre tGto mnozinu je definovanid aj relacia ekvivalentnosti ‘=", dve formuly su
ekvivalentné vtedy alen vtedy, ak maji rovnaki pravdivostni interpretdciu (logicky
ekvivalentné). Z mnoziny B vyberieme formulu kontradikciu (napr. p A—p ) a ozna¢ime ju
symbolom 0; podobne formula tautoloégia (napr. pv—p) je oznacena symbolom 1. To
znamena, ze symboly 0 a 1 patria do mnoziny B. Pre kazdu formulu p platia tieto vztahy
pv0=0vp=p
pAl=1Ap=p
Pretoze logické spojky konjunkcie a disjunkcie st komutativne a asociativne, pre tieto
operacie platia taktiez distributivne zakony, podmienky z definicie A.l1 su splnené, t. j.

algebraicka Struktara (B,v, A,—,0,1) tvori Boolovu algebru.

9.2 Vlastnosti Boolovej algebry

V tvodnej Casti kapitoly A.1 bol zmieneny princip duality medzi algebrou tedérie mnozin
a vyrokovou logikou. Ukézeme, Ze tento princip je aplikovateny aj pre rozne Boolove
algebry.
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Jednoduchymi prostriedkami je mozné dokazat' jednoznacnost’ jednotkového
(neutralneho) elementu a taktiez aj jednoznacnost’ komplementu..

Veta 9.2. Jednotkové elementy 1 a 0 existuji jednoznacne.

Podobne sa da dokdzat aj jednoznacnost' existencie inverznych elementov v Boolovej
algebre.

Veta 9.3. Pre kazdy element x € B existuje jednoznacne element x € B taky, ze x-x =0 a
x+Xx =1 (t.]j .st splnené podmienky 7.1g-h).

Veta 9.4. Nech (B,+, . ,_, 0,1) je Boolova algebra, potom platia tieto formulu

(1) Involutivnost’ komplementu

(‘v’xeB)(?:x) (9.2a)
(2) Idempotentnost’
(VxeB)(x-x=x) (9.2b)
(VxeB)(x+x=x) (9.2¢)
(3) De Morganove zakony
(‘v’x,yeB)(x+y:)_c-)7) (9.2d)
(Vx,yeB)(7:f+y) (9.2¢)
(4) Nulitnost’
(VxeB)(x+1=1) (9.21)
(VxeB)(x~O:0) (9.2g)
(5) Absorpcia
(Vx,yeB)(x+(x-y)=x) (9.2h)
(VxeB)(x'()H—y):x) (9.21)
(6) Komplementy konstant
0=1 (9.2))
1=0 (9.2k)
(7) Vlastnosti konstant vzhl'adom k binarnym operaciam
0+0=0,0+1=1,1+0=1,1+1=1 (9.21)
0:0=0,01=0,1-0=0,1-1=1 (9.2m)

Dokaz tychto vlastnosti prenechame na cvicenie.
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9.3 Boolove funkcie*

V uvode ktejto kapitole bola Boolova funkcia definovana ako funkcia nad binarnymi
premennymi {0,1}. Tento pomerne zjednoduseny pohl'ad na Boolovu funkciu bude teraz
rozsireny tak, aby koncepcia Boolovej funkcie bola Castou Boolovej algebry. Zakladny
pojem pre definiciu Boolovej funkcie je pojem Boolovej premennej. Pouzijeme analogicky
pristup, aky sa pouziva pre definiciu redlnej premenne;j, je to veli¢ina, ktord méze nadobudat’
hodnoty z mnoziny realnych ¢isel.

Definicia 9.2. Nech (B,+, o 0,1) je Boolova algebra. Potom,

(1) Boolova premenna je taka premenna, ktora nadobuda hodnoty z mnoziny B,
(2) komplement premennej x, oznaCeny X, je takd premennd, ktorej hodnota sa rovna

komplementu hodnoty premenne;j x (t. j. ak x=b e B, potom x=b € B,
(3) literal je Boolova premenna x alebo jej komplement X .

V d’alsom texte budeme pouzivat’ notaciu, ktora umozni rozlisit’ literal

xez{x (pree: 1)

9.3)
X ( pree= 0)
Podobne ako pre redlnu premennt, aj Boolova premenna moze byt kombinovand do tvaru

Boolovych formul pouZitim bindrnych operacii sti¢inu, sictu a komplementu.

Definicia 9.3. Nech (B, +, - ,_, 0,1) je Boolova algebra. Potom Boolova formula, obsahujica

Boolove premenné x,,x,,...,x,, je definovana takto:

(1) konstanty 0 a 1 su Boolove formuly,
(2) Boolove premenné x,,x,,...,x, su Boolove formuly,

(3) ak X a Y st Boolove formuly, potom aj vyrazy (X-Y), (X+Y), X a Y st Boolove

formuly.

V tejto definicii bod (3) moze byt rozsireny este o d’alSie Boolove spojky, napr. spojku &,
ktora sa nazyva exkluzivna disjunkcia (XOR) a je definovana takto: x®y = 1 vtedy a len
vtedy, ak bud’ x = 1 alebo y = 1, ale nie sucasne (x # y); x®y = 0 vtedy a len vtedy, ak
premenné x a y maju rovnaku hodnotu (x = y).

V dalSom texte budeme pouzivat' konvenciu, ze ak bude jasné o aku formulu sa
jednd, tak termin "Boolova formula” budeme skracovat' na ‘formula’. Podobne, ako vo
vyrokovej logike moézeme si definovat’ rastiicu prioritu operacii takto: (1) stcet, (2) sucin a
(3) komplement. Napriklad, formulu ((x . y) + z) mdzeme pomocou tejto konvencie vyjadrit

* Niektoré &asti tejto kapitoly uz boli preyentované v kap. 1.5, menovite DNF a KNF tvary vyrokovych formuli,
ktoré boli nepostradatelné pre korektné zavedenie sémantickych tabiel.
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v zjednoduSenom tvare bez zatvoriek x-y+z. Konecne, podobne ako v Standardnej algebre,
budeme vynechavat’ znak sucinu, napriklad predchadzajuci ilustrany priklad ma tvar xy +z.

Priklad 9.5. Zjednoduste formulu ((x +y)- (X + )7))
Pouzitim distributivneho zékona a (A.1g-h)
((x+y)~()?+)7))=(x-f)+(x-f)+(y-f)+(y~f)=§Z+xj7+yf+zjz=xy+)_cy
0

0

Definicia 9.4. Dve Boolove formule su ekvivalentné (alebo rovné) vtedy alen vtedy, ak
jedna pomocou konec¢ného poctu aplikacii axiom Booloej algebry je pretransformovand na
druht formulu.

Podla prikladu A.4 formule ¢, = (x+ y)-(f+y) a @, =xy+Xxy su ekvivalentné, pretoze
druhu formulu ziskame z prvej pouzitim kone¢ného poctu aplikécii axiom Boolovej algebry,
potom @, = ©,.

Kone¢ne sa dostavame k definicii Boolovej funkcie f(x,,x,,....x,) ako Boolovej formuly,

ktora obsahuje premenné x,,x,,...,x, . Napriklad

f(xl,xz,x3)=xl(x2 +’_63)

Definicia 9.5. Nech (B,+, . ,_, 0,1) je Boolova algebra.
(1) Boolova funkcia f(xl,xz,...,xn) premennych x,Xx,,...,.x,, je zobrazenie f:B" — B,

pricom f (xl,xz,...,xn) je Specifikovana ako Boolova formula.

(2) Vsetky Boolove formuly, ktoré su navzajom ekvivalentné, definuji rovnaku funkciu.

Z tejto definicie vyplyva, ze ekvivaletné Boolove formuly S$pecifikuju rovnaka Boolovu
formulu. Napriklad, mame dve funkcie

2 pa—
f:B"—>B F(x.%,)=x(X +x,)
2
g:B"—>B g(xl,xz)lex2
Pouzitim distribu¢ného zakona Tahko dokazeme, Zze formuly st ekvivaletné,
x, (X, +x,) = x,x,, potom funkcie fa g s rovnaké.

Pretoze Boolova funkcia méze byt vyjadrena mnohymi roznymi formulami, ktoré su
navzajom ekvivaletné, vznika otazka, ako efektivne rozhodnut,, ¢i dve Boolove formuly st
ekvivalentné, alebo ¢i dve Boolové funkcie st rovnaké. Ukazeme postup, ktory nie je
zaloZeny na transformacii jednej formuly na druhu, aby sme rozhodli, ¢i funkcie su rovnaké,

ale navrhne sa ,kanonickd™ reprezentacia Boolovej funkcie, podla ktorej mozeme
jednoducho rozhodnut’, ¢i dve Boolove funkcie st rovnaké alebo nie.

Definicia 9.6. Sucinova klauzula premennych x,x,,..x, je Boolova formula, ktora
obsahuje sucin 7 literdlov (t. j. premennu alebo jej komplement) pre kazdu premennt.
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Ako priklad sucinovej klauzuly premennych x,x,,x, su tieto formuly: xx,x,, xx,X;,
XX, X5, X, X,Xs,..., XX, X;. Ak pouZijeme formalizmus x°, potom su¢inovll klauzulu

premennych x,,x,,...,x,, ktord je pecifikovana binarnym vektorom e=(e,e,,....¢,), ma

n’ >*n

tvar
[, =x]x52..x" (9.4)

n

Napriklad, pre e = (1 101 1) sucinova klauzula mé tvar
/

(11o011) — xllx;xfxlx; = XXX, X

Pretoze binarnych vektorov e = (el,ez,...,en) je 2", potom aj roznych stcinovych klauzal je
2",

Definicia 9.7. Suctovd klauzula premennych x,,x,,...,x, je Boolova formula, ktord obsahuje
sucet n literalov (t. j. premennu alebo jej komplement) pre kazdi premenna.

Podobne ako pre suc¢inova klauzulu, moéZeme aj suctovu klauzulu pre premenné x,,x,,...,x,
o 1 _
Specifikovat’ binarnym vektorom e =(e, e,....,¢,)
.9 e; e,
L,=x"+x3*+...+x, 9.5)
Pre e =(10100) suctova klauzula ma tvar
o 0 1 0 0 _ — -, =
L,=x +x;+x;+x, +X; =X, +X, + X, + X, + X
PretoZe kazda stctova klauzula premennych x,,x,,...,x, je Specifikovana binarnym vektorom
e=(e.e,,....e,), potom polet sictovych klauzul je taktieZ 2".

Tymto sa dostavame k formulacii hlavného vysledku tejto kapitoly, Ze kazda Boolova
funkcia moze byt jednoznacne vyjadrend ako sumadcia sucinovych klauzil (tento tvar sa
nazyva vo vyrokovej logike disjunktivna normalna forma, skratka DNF).

Priklad 9.6. Vyjadrite Boolovu funkciu x,x, (x, +x;) pomocou sittu su¢inovych klauzul
(DNF)
X%, (X, +X,) = X.0,X, + x,X,%,
=X, X, X, X, X505 = XX, + XX, X,
——
R
= X0, 1+ x,0,%, = x,X, (x; + X, ) + X,0,,
= XX, X5 + X, X, 4 XX, X,
%/—/
X Xp X3

= XX, X5 + XXy X5

Veta 9.5. Kazda Boolova funkcia f (xl,xz,...,xn) , ktora sa identicky nerovna nule, méze byt

Specifikovand ako suma stcinovych klauzul
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f X, Xy X Zf e,e,,....e x1 X5 X)
:Ze:f el’eZ"“’en (el,ez ,,,,, e) (9.6)
= 2 S(e)!

(/(e))

V poslednej formule berieme v ivahu len také binarne hodnoty argumentov e pre ktoré su
funk¢éné hodnoty jednotkové, nulové funkéné hodnoty, f(e) = 0, mozu byt ignorované.

Nazna¢ime jednoduchy konstruktivny dokaz. Boolova funkcia f(x,,x,....x,) je

alternativne 3pecifikovana pomocou jej funkénych hodndt f(e,e,,....e,), pre vietky

hodnoty binarneho vektora e = (e, e, ,....e, ) € {0 1}

# e=(e,e,,....e,) fe.e...e,)
1 (00........00) 0

2 (00........01) 1

L ", 1/0

2" dl...1l) | 0

Sucinova klauzula Lyorre )(xl,xz,...,xn) =x'x5?..x;", ktord je priradend bindrnemu vektoru

e= (el,ez, e ) {0 l} ma zaujimavu vlastnost’, jej funkénd hodnota sa rovna 1 len pre

(%,%,,...x,) =(e,.€,,....e, ), kde e, €{0,1}, pre vietky iné pripady funkéna hodnota je 0

1 (pre(x.x,....x,)=(e.e,.....€,))
l(e e ,,,e)(xl’x2""’xn): (97)
B 0 (pre(x.x,....x,)#(e.e,....e,))
To znamena, ze pre konstrukciu (9.6) st pre nas dolezité len funkéné hodnoty 1, funkéné
hodnoty 0 nie s podstatné pre nas konstruktivny dokaz. Zostrojime Boolovu formulu ako
sumaciu tychto klauzul (t. j. v DNF tvare)

F(x,%,,...,X Zf (e, o) (9.8)

Z konstrukcie tejto Boolovej funkcie, Vyplyva, ze jej funkcéné hodnoty su Specifikované
tabulkou funkénych hodndt Boolovej funkcie f(x,,x,,....x,). To znamena, ze Boolove

funkcie f(x,x,,...x,) a F(x,X,,..,x,) si ekvivalentné, t. j. maji rovnaké funkené

hodnoty pre rdézne hodnoty argumentov. Tymto sme =zavfSili jednoduchy intuitivny
konstruktivny dokaz vety 9.5.

Poznamenajme, ze DNF tvar Boolovej funkcie je uréeny jednozna¢ne az na
permutacie argumentov v suctovych klauzulach, alebo az na permutacie suctovych klauzul.
Této nejednozna¢nost’ DNF tvaru vyplyva zo skuto¢nosti, Ze bindrne operacie sictu a sucinu
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st komutativne. M6Zeme teda konStatovat’, ze DNF st zakladné charakteristiky (nie¢o ako
odtlacky prstov alebo zlozenie DNA) Boolovych funkcii. Aby sme odstranili pripadné
nejednoznacnosti zapisujeme DNF v tzv. kanonickom tvare, t. j. jednotlivé argumenty sa
zapisuju postupne podla rasticeho indexu (tym sme odstranili nejednoznacnosti v dosledku
kumutativnosti sucinu) a potom jednotlivé stcinové klauzule su pisané v poradi rasticej

&iselnej hodnoty ,,indexu e=(ee,,....e, ).

Priklad 9.7. Jednoduchy dokaz formuly (9.6) mdézeme zostrojit pomocou Shannonovej
formuly [xx] Boolovej funkcie f{x;)

f(x)=x/(0)+x/(1)
Ktora je jednoduchym dosledkom skutocnosti, ze v Boolovej algebre funkcia f{x;) méa len dve
mozné hodnoty 0 alebo 1. Tato formulu mézeme aplikovat’ k funkcii f (xl,xZ) k premenne;j

X1
f(xl’xz) = f1f(0’x2)"’x1f(1:xz)

Na komponenty f(0,x,) a f(1,x,) Shanonnovu formulu

f(O,xz) = f2f(0,0)+x2f(0,1)

F(Lx) =50 (1.0)+x,/ (1,1)
Potom pre f(x,,x,) dostaneme

F(%.%,) =%%,7(0,0)+xx,/(0,1)+x%, £ (1,0)+xx,/(1,1)

Tymto sme dokazali, ze pomocou Shanonnovej formuly pre n=1 dokdzeme aj formulu pre

n=2. Tymto postupom (matematickou indukciou) dokazeme, ze formula plati (8.6) aj pre
I'ubovolné celociselne n.

Priklad 9.8. Zostrojte Boolovu funkciu f(x,,x,)=x, +x, v tvare DNF. Podl'a vety 8.5 DNF

tvar tejto funkcie je
f(x.x,)=f(0,0)xx, + £(0,1)xx, + /(1,0)x X, + £ (1,1)x,x,

kde jednotlivé funkéné hodnoty st uvedené v tabul’ke

# e | e f(e 1 ,62)
1100 0
21011 1
31110 1
41111 1

Potom funkcia f ma tvar
f(x.x,)=0xX, +1xx, + Ix X, +1xx,
= XX, + XX, + XX,
Lahko dokéazeme, Ze takto definovana funkcia f(x,,x,)=Xx,+xX, +xx, je ekvivalentna

s povodnou Boolovou funkciou f(x,,x,)=x, +x,
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f(xl,xz)z XX, +X1X2 +X1X2 = XX, +x1x2 +x1x2 +x1x2 = [)C] +)CIJX2 +X1 ()CZ +X2J =X +)C2

1 1

Priklad 9.9. Zostrojte Boolovu funkciu f(x,,x,,X;) = x,x, + x,x, v tvare DNF. Této Boolova

funkcia je ur¢end tabul’kou funkénych hodnot

#le |e|e3| erxes | ees | erest eres
110]10]0 0 0 0
210101 0 0 0
31011710 0 0 0
410|111 1 0 1
511010 0 0 0
6101 0 1 1
7111110 0 0 0
8111111 1 1 1

Potom funkcia f'(x,,x,,x,) (uvazujeme len jednotkové funkéné hodnoty) ma DNF tvar

f(xvxz’xa) = X)X X5+ XXX + XXX,
Pouzijeme dualny princip z vety 8.1, veta 8.5 ma potom tento dualny tvar

Veta 9.6. Kazda Boolova funkcia f(x,,x,,...,x, ), ktora sa identicky nerovna nule, moze byt

Specifikovana ako sti¢in sumacnych klauzil

f(x.%,,..x,) :H (f(el,ez,...,en)+xll_e1 +x, @ +...+x,11_e")

e

_ H (£(everme) Ly 1) 9.9)
= 1 (f(e)+Le)
((e)-0)

kde e =(g.2,,...¢,)=(1-¢,1-¢,,...1-¢,).

Tato veta reprezentuje hlavny dudlny vysledok tejto kapitoly, ze kazdda Boolova funkcia
modze byt jednoznacne vyjadrena ako sicin suctovych klauzul (tento tvar sa nazyva vo
vyrokovej logike konjunktivna normalna forma, skratka KNF).

Priklad 9.10 . Vyjadrite f(x,,x,)=x,(x +x,) v KNF tvare.
V prvom kroku zostrojime tabulku funkénych hodnét tejto Boolovej funkcie

# ei1le | egter 81(61+€2)
110]0 0 0
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2 1 1
31110 1 1
41111 1 1

Pouzitim (8.9) dostaneme vyjadrenti Boolovu funkciu f'(x,,x,)=x,(x +x,) v KNF

f()cl,xz)[];(\(3:92+x1 +x2J-[

0

=(xl+x2)-(xl +)_cz)

£(0,1)+x, +7,
—

I

f(1a0)+7ﬁ+sz-[f(1al)+fl+fzJ

1

Z tohto prikladu vyplyva, Ze pre konStrukciu KNF st dolezité nulové funkcéné
hodnoty danej Boolovej funkcie. Tato vlastnost' je dudlnu k vlastnosti DNF, kde st
relevantné jednotkové funkéné hodnoty Boolovej funkcie. Z tohto faktu vyplyva skuto¢nost,
ze si zvolime DNF tvar Boolovej funkcie vtedy, ked’ tabulka obsahuje v prevaznej miere
nulové funkéné hodnoty, KNF si zvolime vtedy, ked’ tabulka obsahuje v prevaznej miere
jednotkové funkéné hodnoty. V pripade, ze tabulka obsahuje rovnaky pocet nulovych
a jednotkovych funkénych hodnét z pohladu ,,zlozitosti“ konStrukcie je jedno, aky tvar

Boolovej funkcie sme zvolili.

Priklad 9.11. Zostrojte KNF Boolovej funkcie f(x,x,,x,)=(% +x,)-(X +X%,). Tabulka

funkénych hodndt ma tvar

#le|e|e|a|a| ate | g+e | (g+e)(g+8)
1101001 1 1 1 1
2101011110 1 1 1
3101110711 1 1 1 1
4101|1110 1 1 1
511701001 0 1 0
61011010 0 0 0
711111001 1 1 1
111111010 1 0 0

KNF ma potom tvar (vyuzivame len tri riadky s nulovou vyslednou funkénou hodnotou)
f(x,,x2,x3) :(fl +Xx, +x3)-()71 + X, +)_c3)~()_c, +X, +)?3)

9.4 Spinacie obvody

Mnohé elektronické zariadenia, akymi su napr. pocitaCe, telefonne ustredne, zariadenia na
riadenie dopravy, obsahuju ako Cast’ spinancie obvody. Ich tedria bola vypracovana vr.
1938 C. Shannonom v ramci jeho MSc. dizertacie [xx]. Spina¢ mdze byt chapany ako taky
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spoj v obvode, ktory ak je uzavrety, potom nim prechadza elektricky prad, v opacnom
pripade, ak je otvoreny, elektricky prud nim neprechddza. Spina¢ mdézeme znazornit’ takto:

- (9.10)

A

Predpokladajme , Ze v spinacom obvode mame spina¢ A. Stav tohto spinaca oznacime
premennou x, ak x = 1 (x = 0), potom spinaC A je uzavrety (otvoreny).
O trochu zlozitejsi pripad spinacieho obvodu obsahuje dva spinace A; a A,

v v
A

1 A2

(9.11)

Hovorime, ze vtomto pripade st spinae zapojené sériovo. Nech x; ax; st premenné
popisujuce stavy spinacov A; resp. A,, tieto premenné ak sa rovnaju 1 (0) , potom dany
spinac je uzavrety (otvoreny). Nech f (xl,xz) je funkcia, ktorej hodnota sa rovna 1 (0) pre
tie hodnoty x; a x;, ktoré umoznuji (znemoznuju) tok pradu. Tato funkcia moze byt chapana
ako binarna funkcia f : {0,1}2 — {0,1}, ktorej funkéné hodnoty si uréené tabulkou

# x| x2 f(xl,xz)
110]0 0
21001 0
31110 0
4 1111 1

Z tejto tabul’ky vyplyva, ze funkcia fje vyjadrena ako sucin premennych x; a x;
f(x.x,)=xx, (9.12)
Tato funkcia je definovana nad Boolovou algebrou ({0,1} ,+,-.G O,l) , t. j. premenné patria do
mnoziny {0,1}.
Novy druh spinaciecho obvodu, ktory je podobny sériovému obvodu (8.11), ale
v paralelnom zapojeni, ma tvar

A,

—] — (9.13)

e

Podobne ako v predchadzajucom priklade (9.11), nech spinace A; a A, si popisané
premennymi x; ax, , tento obvod je popisany funkciou g(x;,x;) nad Boolovou algebrou

({O,l} ,+,-.G 0,1) , ktora je Specifikovana tabulkou
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#oxn| x| g(x,x,)
11010 0
2101 1
31110 1
4 111 1

Potom funkcia g(x,,x,) je Specifikovana ako sucet premennych
g(x.x,)=x +x, (9.14)
ktoré je definovana nad Boolovou algebrou ({0,1} +,-.G 0,1)

Funkcie, ktoré st podobné (9.12) a (9.14) popisuju vlastnosti spinaciecho obvodu
pomocou stavov spinacov, ktoré s stcastou dané¢ho obvodu. Takéto funkcie sa nazyvaju
spinacie funkcie. Majme n spinacov, ktorych stavy st Specifikované premennymi xi, xa, ...,
Xn. Spinacia funkcia f :{0,1}" — {0,1} popisuje spravanie sa spinacieho obvodu pre vietky
mozné 2" stavy spinacov. Ako uZ bolo ukdzané na predchadzajucich ilustraénych prikladoch,
funkcia f moze byt reprezentovand Boolovou formulou a teda aj Boolovou funkciou.

Nasledujuci priklad spinacieho obvodu bude zlozitejsi spinaci obvod, ktory obsahuje
tri spoinace v sé€riovo-paralelnom zapojeni

A S

A, A,

— — (9.15)

A,
Nech jednotlivé spinace Aj, A, a As su Specifikované premennymi xj, x; resp. x3. Nech
funkcia f (xl,xz) popisuje vlastnosti hornej Casti obvodu, ktory obsahuje dva sériovo

zapojené spinace A; a A;. Pomocou predchadzajuceho prikladu (9.11) funkcia, ktora
Specifikuje takyto obvod ma tvar f;(x,.x,)=xx,. Celkovy obvod potom mbzeme zloZit

z dvoch paralelnych podstruktir, horna je reprezentovana funkciou f(x,,x,)=xx, adolna

je reprezentovana funkciou fz(x3)=x3. Spojenim tychto dvoch funkcii pomocou (9.14)

dostaneme Boolovu funkciu celého spinacieho obvodu (9.15)
f(xl,x2,x3):fl(x],x2)+f2(x3):x1x2+x3 (9.16)

Priklad 9.12. Zostrojte spinaciu funkciu /' spinacieho zariadenia

—

] — (9.17)

179



Nech x,,x,,x;ax, si premenné oznacCujuce stavy spinaCov A ,4,,4, resp.A,. Potom
celkova spinacia funkcia zariadenia ma tvar f(x,x,,x;,x,). Vprvom kroku ur&ime
pomocné spinacie funkcie f,(x,,x,) a f,(x;,x,), ktoré su priradené hornej &asti obsahujucej
spinae 4,4, resp. dolnej Casti obsahujlicej spinae 4,,4,. Tieto funkcie st urcené
spinacimi funkciami (9.12) a (9.14), f,(x,x,)=xx, resp. f,(x,x,)=x,+x,. Hladana
spinacia funkcia mé potom tvar

F (%%, x0,x,) = £ (x,x,)+ fo (x5, %,) = x,x, + X, +x, (9.18)

Priklad 9.13. Zostrojte spinaciu funkciu f zariadenia, ktoré vznikne malou modifikaciou
spinacieho zariadenia (9.17)

— (9.19)

AN\

kde povodné spinace A; a Aj st teraz spolu spriahnuté, t. j. obe s sicasne zapnuté alebo
vypnuté (preto su obe oznacené A;). DalSie dva povodné spinace A, a A4 st teraz spolu
taktiez spriahnuté, ale opa¢nym sposobom, t. j. ak je jeden spina¢ zapnuty, druhy je vypnuty
anaopak (preto st oba oznaené A, a A,). Spinaciu funkciu takto Specifikovaného
zariadenia lahko zostrojime pomocou spinacej funkcie (9.18) pdvodného spinacieho
zariadenia, ked’ poloZime x, =x, a x, =X,

g(x.x,) = f(x,%,%,5%) =xx, + X, +X, (9.20)
Tabulka funkénych hodnét tejto spinacej funkcie ma tvar

X1 | X2

I

XX, XX, +x +X,
0 1

—_—_ O O
—_— O = O
S = O =

0 0
0 1
1 1

Ak pouZzime vetu 8.6, zostrojime Boolovu funkciu v tvare KNF, ktora simuluje tito tabul’ku,
zktorej si vyberieme riadok snulovou funkénou hodnotou, potom f(x,x,)=x +X,.
Spinacie zariadenie (8.19) ma tto zjednodusenu spinaciu funkciu

g(x,x,)=x+%, (9.21)
Lahko dokazeme, Ze funkcie (9.20) a (9.21) st ekvivalentné

g(x,x%,)=xx,+x +X, z(xz +1]x1 +X, =1x, +X, =x, +X,
1
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Priklad 9.12. Budeme riesit’ vel'mi prakticku tlohu, ktora pre mnohych z nés je zdhadou ako
vlastne funguje. Predstavme si schodis$te, na zaciatku a konci ktorého st umiestnené stenové
vypinace S; a S, pomocou ktorych zapneme alebo vypneme svetlo nad schodistom. Hlavna
poziadavka je takd, aby sa na jednom konci mohlo svetlo bud’ vypnut, ak na druhom konci je
zapnuté, alebo zapnut' , ak je na druhom konci vypnuté. Tato podmienku moézeme
formulovat’ alternativne tak, ze ak su oba spinace S; a S, vypnuté alebo zapnuté, potom
zariadenim nepretekd prad, ale staci, aby bolo zapnuté prave jedno, potom zariadenim
preteka prad, ¢o mdézeme vyjadrit’ touto tabul’kou

S 1 S 2 prﬁd
zapnuté | zapnuté nie
zapnuté | vypnuté ano
vypnuté | zapnuté ano
vypnuté | vypnuté nie

Predpokladajme, ze vypinace S; a S, st realizovany pomocou dvoch spinacov A; a A,. Ak
pouzijeme premenné x| a x; , ktoré¢ oznacuju stavy spinacov A; a A, , potom vyssie uvedend
tabulka moze byt prepisana do tvaru

X1 | X2 f(xl,x2)
0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Podla vety 9.5, tato tabul’ka Specifikuje Boolovu funkciu v DNF
f(x.%,)=%x, + XX, (9.22)

Spinaci obvod so spinacou funkciou takto Specifikovanou ma tvar
AT A,
(9.23)
e '
A, A,
Diagram (9.26) znazornuje realizaciu tohto spinacieho obvodu, kde vytienované oblasti
tvoria stenové vypinace, ktoré st spojené dvojvlaknovym kéblom.

svetlo

:A' ! dvojvidknovy kabel f A;

5 \_‘Y (9.26)

pry}'f 5 druhy
vypinac vypinac

zdroj
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Tento jednoduchy priklad demonstruje uzitoCnost' teodrie spinacich obvodov vybudovanej
pomocou Boolovych funkcii. VyrieSili sme prakticky priklad, ako realizovat zapinanie
a vypinanie svetla na schodisti (alebo na dlhej chodbe) tak, ze kazdym vypinacom mozeme
svetlo zapnut alebo vypnut’, nezavisle od polohy druhého vypinaca.

Priklad 9.13. Ustredné kiirenie v rodinnom dome je riadené troma termostatmi, ktoré st
umiestnené v kazdej izbe domu. Termostaty su nastavené na 18 °C, pricom z dovodu Setrenia
energiou sa pozaduje, aby systém ustredného kurenia bol zapnuty len ak teplota aspon
v dvoch izbach je menSia ako 18 °C, v opacnom pripade je systém vypnuty. Navrhnite
spinacovy systém, ktory prijima signdly z termostatov a ktory riadi ustredné kurenie. Pokuste
sa minimalizovat’ navrhnuty systém, aby bol ¢o najjednoduchsi.

X1 | X2 | X3 F(xl,xz,x3)
01010 1
010 |1 1
01110 1
011 0
11010 1
1 |0 |1 0
1 |1]0 0
1|11 0

Boolova funkcia Specifikovana touto tabul’kou ma tvar
F(x,,xz,xS) = f13?2)_53 + 3?1)_52363 + f]xzj_% + xl)_czfs =

=X XX, T XXX, XXX XXX X XX XXX, =

X%
=X% (% +x)+X (%, +%,)% + (X +x)5,X,
1 1 1
= x]xz + x1x3 + x2x3

Potom spinaci obvod pre automatické zapinanie a vypinanie ustredného kirenia ma podobu

A
Ay Ay
s~

A, A;
<~
A, A;

9.5 Logické obvody

Na tomto mieste je vhodné pripomenut” si pioniersku pracu McCullocha a Pittsa z r. 1943,
v ktorej boli formulované teoretické zaklady neurénovych sieti s logickymi neurénmi a ktora
je vsucasnosti pokladand za jednu prvych prac, na zéklade ktorych vznikol novy

> Pozri nas uéebny text Matematickd logika, kapitola 4.
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informaticky vedny odbor umeld inteligencia. Autori dokazali, ze I'ubovolna Boolova
funkcia moze byt simulovand pomocou obvodu (neurénovej siete) obsahujucej elementarne
obvody — neurony, ktoré simuluju disjunktivne a konjunktivne klauzuly. V pripade logickych
obvodov sa jedna o abstrakciu, ktora ignoruje vnutornu architektiru neurénov a postuluje
existenciu elementarnych logickych bran pre operacie disjunkcie, konjunkcie a negéacie.

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ logickymi obvodmi, ktoré tvoria zakladné
funk¢né jednotky v pocitacoch. Logické obvody obsahuju logické brany typu disjunkcie,
konjunkcie a negacie, pozri tab. A.1.

Tabul’ka 9.1. Logické brany

logicka brana konjunkcie

Logické brana disjunkcie

Logicka brana exkluzivnej
disjunkcie

xl
Z=x,t X,
xZ

X

le Driz—x1 ® x,

X1
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

X1 ’ X2 ‘ xX1+tx2
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

X1 ’ X2 ‘ xX1+tx2
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

logicka brana negacie

X1 | X
0|1
110

Konjunktivna a disjunktivna brana ma dva binarne vstupy ajeden binarny vystup,
jednoduchsia brana negacie ma jeden binarny vstup a jeden binarny vystup.

Priklad 9.14. Zostrojte Boolovu funkciu pre logicky obvod
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I > Y
1¥v2 37V4

To znamen4, Ze Boolova funkcia priradend tomuto obvodu ma tvar

f(xl,x2,x3,x4) = XX, + XX,
Priklad 9.15. Zostrojte logicky obvod, ktory simuluje Boolovu funkciu
f (%, %,,x,,x,) = X,x, + x,x, . Pre ilustraciu zostrojime syntakticky strom tejto funkcie

Xy

Logicky obvod zostrojime jednoducho ztohto syntaktického stromu, ktory interpretuje
Boolovu funkciu f(x,,x,,x,,x,)=Xx, +xx,, tak, Ze jednotlivé vrcholy znazorfiujuce

algebraické operacie nahradime prislusnymi logickymi branami

Xl-"_|>°_

9.5.1 Sumator dvoch binarnych ¢isel (polosumator)

Technika logickych obvodov je aplikovatelna ku konstrukcii suctu dvoch kladnych celych
¢isel, ktoré su prezentované v binarnej reprezentacii. Tato konStrukciu obsahuje tri etapy.
Prva etapa spociva v navrhu logického obvodu (nazyvané¢ho polosumdtor) ktory scita dve
jednobitové Cislax ay

X
y (9.27)

c s
Uvedieme tabul'ku vSetkych pripadov tejto schémy, ktoré mézu nastat’
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vstup vystup

(9.28)

—_—— O O=
—_ O = Of<

—_o O On
O == O

Ak pouzijeme vetu 9.5 vystupné premenné z tejto tabulky su urené pomocou sumadcie
klauzual (v DNF tvare)

s:f(x,y):)_cy+xy:(x+y)()_c+y):(x+y)(5) (9.29a)
c=g (x,y) =Xy (9.29b)

kde pri konstrukeii alternativnej pravej strany Boolovej funkcie f bol pouzity distributivny
zakon.

x—1 x+y

y > g
5= (@) x s (9.30)
B - n
xy Xy y c

>

» c=xy

\ A 4

9.5.2 Sumator troch binarnych ¢isel (dvojity sumator)
Konstrukcii logického obvodu (nazyvaného dvojity sumator) pre s¢itanie troch jednobitovych
Cisel

X
J (9.31)
uv
Vsetky mozné pripady tejto schémy st uvedené v tabul’ke
vstup vystup
x |y z u v
0 0 0 0 0
0 0 1 0 1
0 1 0 0 1
0 1 1 1 0 (9.32)
1 0 0 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 1 0
1 1 1 1 1

Pomocou formuly (9.6) mézeme zostrojit’ z tejto tabul'ky DNF Boolovu funkciu pre vystupy
uav
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u =)Tyz+x)72+xyf+xyz=()_cy+x)7)z+xy(z+f)

z(x@y)z+xy
(9.33)
V=XVz+XZ +XZ +xyz=(Xy+x7 )2 +(Xy +xy)z

:(x(-By)(-Bz

Vystupné veli¢iny u a v moézu byt reprezentované pomocou spolo¢ne¢j Boolovej funkcie,
ktora je reprezentované obvodom

Y V.

X \ K
y )_/ 'D_> v X —»
z —V
% — (9.34)
U
__:D ? " Z—P

9.6 Optimalizacia logickych obvodov

Efektivnost’ logickych obvodov zavisi na pocte a prepojeni jej logickych bran. Proces navrhu
logického obvodu zacina  navrhom tabulky Specifikujucej Boolovu funkciu, ktora
transfomuje vstupné binarne veliiny na vystupné binarne veli¢iny. Boolova funkcia je
zostrojena podla vety 9.5 pomocou stctu konjunktivnych klauzul. Aj ked’ je tento pristup ku
konstrukcii Boolovej funkcie vSeobecny, veta 9.5 nezarucuje optimalnost’ zostrojenej
funkcie. Pod optimalnostou rozumieme to, ze Boolova funkcia, ktora simuluje danu tabulku
funk¢énych hodnot pre vsetky kombinacie vstupnych hodndt, ma minimalny pocet literalov.

Uvazujme logicky obvod, ktory ma vystup 1 vtedy a len vtedy, ak x =y =z =1 alebo
ak x = z=1ay=0. Boolova funkcia zostrojena podla vety 9.5, ktord simuluje tento logicky
obvod ma tvar f(x,y,z)=xyz+ zyz, mdze byt podstatne zjednodusena takto

f(x,y,z):xyz+x)72=x(y+)7)z:x~l‘z:xz
To znamend, ze tato funkcia xz , ktora obsahuje dva literaly, je ekvivalentna s povodnou
funkciou obsahujucej 6 literalov; mézeme teda povedat, Ze optimalny tvar Boolovej funkcie
f(x.y.2z)=xyz+zyz je nova funkcia g(x,z)=xz, ktord aj ked’ je s pdvodnou ekvivalentna,
ma podstatne menej literdlov.

Tento jednoduchy priklad dostatoc¢ne jasne ukazuje doleZitost’ hl'adat’ optimalny tvar
Boolovej funkcie, povodne zostrojene podla vety 9.5, ak ma tato sluzit ako podklad pre
navrh logického obvodu. Optimalny tvar Boolovej funkcie moze v Specidlnych pripadoch
podstatné zjednodusit’ navrhovany logicky obvodu. Ako ilustracny priklad budeme Studovat’

logické obvody priradené Boolovej funkcii f (x, y,z)=xyz+zyz ajej optimalnej formy

g(x,z) =Xz
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proces
optimalizdacie

(9.38)

xXyz+xyz

y
s)ls

Logicky obvod zostrojeny pomocou optimalneho tvaru (vpravo), obsahujuceho minimalny
pocet literdlov je podstatne jednoduchsi ako logicky obvod (vlavo), ktory obsahuje Sest
logickych hradiel.

9.6.1 Quinova a McCluskeyho optimaliza¢na metéda [2,5,6]

Tato metdda patri medzi Casto pouizivané pristupy k optimalizacii Boolovych funkecii, jej
hlavnou prednostou pred ostatnymi pristupmi je jej konceptuidlna jednoduchost
a priamociara algoritmizovatel'nost’.

Quinovu a McCluskeyho metoda [2,5,6] bude ilustrovana konkrétnym pripadom
optimalizacie jednoduchej Boolovej funkcie

f(x,y,z)zxyz+xfz+fyz+x_yz+x_y3 (9.39)

Kazda sucinova klauzula (pozri definicia A.6 a formulu (9.3)) moze byt reprezentovana
bitovym retazcom e = (e, e, e,) € {0,1}’

, (x,y,z) =xy2z% > (61,62,63) (9.40)

kde & =& ake=1, & =& ake=0, pre &=x,y,z. Pre takto definovani binarnu
reprezentdiciu moézeme pouzit metriku Hammingove] vzdialenosti ku kvantifikacii

n n

podobnosti medzi binarnymi vektormi. Nech e, = (el(i),egi),...,e(i)) ae = (el(j),eg"’ ),...,e(j)) su

dve binarne reprezentacie klauzal, potom

dy (ei’ej) = i‘e,(:) —e/(j)
k=1

Tato vzdialenost’ pre binarne vektory nam Specifikuje pocet poloh v ktorych sa binarne
vektory vzajomne odliSuju. Napriklad, ak Hammingova vzdialenost medzi dvoma binarnymi
vektormi je 2, potom tieto vektory sa navzdjom odliSuji na dvoch miestach binarneho
retazca.

Kazda Boolova formula v DNF forme je 1-1-zna¢ne reprezentovand pomocou
mnoziny bitovych retazcov, ktoré su priradené jednotlivym klauzulam Studovanej formuly.
Pre ilustraény priklad (A.39) tito mnoZina obsahuje 5 binarnych retazcov dizky 3

U, ={(111),(101),(011),(001),(000)} (9.42)

Tato moznost’ reprezentovat Boolovu funkciu v DNF forme pomocou mnoziny bindrnych
vektorov vyplyva zo skutoCnosti, Ze operdcia sumdcie je komutativna a asociativna, ¢ize
nezalezi v akom poradi s¢itame jednotlivé klauzuly v Boolovej funkcii.

Dve klauzuly z mnoziny U; m6Zu byt vzajomne scitané do jednej klauzuly vtedy
alen vtedy ak sa liSia ich binarne retazce prave v jednej polohe, Cize ak ich vzajomna
Hammingova vzdialenost’ sa rovna 1. Napriklad, z mnoziny (9.42) vyberieme prvu a druhu

(9.41)
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klauzulu, ich binarne reprezentacie (111) a (101) sa lisia len hodnotou binarnej premennej
v druhej polohe, d,, (111,101) =1. Tieto dve klauzuly sii s¢itané takto

xyz+xfz=x(y+)7}2=xz (9.43a)
1
V binarnej reprezentacii tento proces zjednodusenia formalne vyjadrime takto

(111)+(101)= Sum((llwl)) = (1#1) (9.43b)

kde bol pouzity novy ,prdzdny* symbol '#’, ktory reprezentuje prazdne miesto v bindrnej
reprezentacii novej klauzuly xz, pozri (A.43a). Takto zostrojené nové klauzuly obsahujuce
jeden symbol '#" tvoria mnozinu

U = {(1#1),(#11),(#01),(0#1),(00#)} (9.44)

V d’alSej etape vytvdrame z mnoziny U (fl) novi mnozinu U ;2) , ktord obsahuje klauzuly
s dvoma prazdnymi symbolmi ‘#" a ktoré¢ boli vytvorené operaciou suctu klauzal z mnoziny

U
U ={(##1)} (9.45)

Proces s¢itania klauzul obsahujticich symboly "#” musi byt podrobnejsie Specifikovany:

(a) Scitat mozeme len také dve klauzuly, ktoré obsahuju rovnaky pocet symbolov
#’, pricom tieto symboly v oboch pouzitych klauzulach musia byt umiestnené
v rovnakych polohach v oboch binarnych reprezentaciach.

(b) Klauzuly, ktoré vyhovuji podmienke (a) mdézeme séitat’ len vtedy, ak ich
binarne komponenty sa lisia len v jednej polohe.

Uvazujme dve klauzuly e, =(efi),e£i),..‘,e£i)) ae, =(el('/),e§j),‘..,e,(1")), ktoré chceme scitat’.
Podl'a podmienky (a) musi existovat’ takd mnozina indexov / {12n} , Z2€

(Vkel)(e =d =#) a (vkel)(e.d” e{0.1}) (9.46)
Ako priklad uvedieme dvojicu klauzil e, =(10#0#11) a e, =(11#0#10), pre mnozinu
indexov [ ={3,5} platia obe podmienky. V pripade, Ze takdto mnozina neexistuje, potom

klauzuly e, =(el(i), gi),...,e(i)) ae, =(el(j),e§j)

n

,...,e}(f )) nemozu byt pouzité v procese s¢itania

klauzul. Zavedieme zovSeobecneni Hammingovu vzdialenost’ pre klauzuly, ktoré¢ vyhovuja

podmienke (a)
dy (ei’e/‘) =2
kel
t. j. v sumacii su aktivne len binarne ¢leny. Potom podmienka (b) pozaduje, ze Hammingova
vzdialenost medzi klauzulami musi byt rovnda 1. Bez zniZenia vSeobecnosti mdzeme

(1) _ ,(7)

e —e (9.47)

postulovat, Ze Hammingova vzdialenost medzi vektormi e, :(el(i),egi),...,e(i))

ae = (el(/),eg’),...,e(”

n

), ktoré nevyhovuji podmienke (a) (maju bud’ rozny pocet symbolov
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symbol '#’, alebo ak maju rovnaky pocet tychto symbolov, potom ich polohy nie si rovnaké)
je nekonecne velka. Tymto jednoduchym predpokladom mame zabezpecené, ze podmienka
(a) je splnena.

Zavedieme operator A , ktory $pecifikuje prechod mnoziny U(fk) na mnozinu Uffk”)

(k+1) _ k
U =A(U) (9.48)
Musi existovat’ také kladné celé Cislo n, ze tento proces tvorby novych mnozin je ukonceny,

t. j. plati U>(f.”+')=.,4(U;."))=®. Rekurentny proces (9.48) je inicializovany mnoZzinou

U_(f.o) =U,. Mdzeme hovorit' o etapach procesu tvorby novych klauzal zpdvodnej
(pociatocnej) mnoziny klauzal. V 1. etape vytvorime procesom séitania dvoch klauzul
Z mnoziny U_;O) =U, klauzuly sjednym prazdnym symbolom #’, v 2. etape vytvorime

Z mnoziny U_;l) klauzuly s dvoma symbolmi #. Tento rekuretny proces je ukonceny vtedy,

(n

ak operator A aplikovany na mnoZzinu U ) produkuje prazdnu mnozinu, t. j. A (U;”)) =J.

Ako ilustra¢ny priklad rekurentnej tvorby mnozin UA(fk) pouzijeme mnozinu (A.42),

vysledky je mozné uviest’ vo forme tabulky

0. etapa 1. etapa 2. etapa
1| ary 1 12| a#) 1 | 1.3),24 | @)
2 | (101) 2 [ (1,3) | (#11)
3| (011) 3| 24)| #01)
4 | (001) 4 | 34)| (0#1)
5 | (000) 5 14,5 | (00#)

V stipcoch pre prvii a druhii etapu st uvedené aj dvojice indexov klauzual z predchadzajuceho
stipca, ktoré boli pouZité v sumaénom procese.

Stojime pred ulohou, ako vybrat’ taky minimalny pocet klauzul zostrojenych v prve;j
alebo v d’alSich etapach, ktoré st odvoditelné zo vSetkych povodnych klauzil z mnoZiny

U‘(fo) =U, . K presnej Specifikacii tohto posledného kroku Quinovej a McCluskyeho metody
musime zaviest’ novy pojem ,,pokrytie®. Klauzula e” pokryva klauzulu e, formalne e’ c e,
vtedy a len vtedy, ak plati pre kazdé i=1,2,...,n prave jedna z tychto podmienok

1. (el,' =1)=(e :1)

2. (¢=0)=(e =0)

(9.49)

3. (¢ =#)=(e e{0.1#})
Pre ilustraciu tejto relacie uvedieme jednoduchy ilustrany priklad ktory vyhovuje tymto
podmienkam

0
0

1
1

# # 1 0
# # 0

0
# 1

1| e
#1| e’
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Lahko sa presvedCime, ze sa jedna o relaciu ciastoéného usporiadania nad mnozinou
vektorov e €{0,1,#}" (pozri knihu [xx], kapitolu 3.2). Potom mnoZina klauzil, ktora vznikne
zjednotenim mnozin Uj(,o), Uj(f.l) , U (:) yeur

Uf U( )UU()UU( )

je CiastoCne usporiadand a diagramaticky zndzornena Hasseho diagramom

u' o111 (101)  (011)  (001)  (000)
U’ (141)  @#I1)  #0l)  (0#1) (00#)

fy (##1)

Z tohto diagramu vyplyva, ze md 5 maximalnych klauzul (klauzuly patriace do mnoziny
U (fo)) a dve minimalne klauzuly (##1) a (00#), ktoré¢ st na Hasseho diagrame vysvietené.

Pre kazda klauzulu e obsahujucu aspon jeden prazdny symbol, e e Ui(fl) uUAE,Z) U
zostrojime mnoZinu U (e) cU,, ktora obsahuje vSetky povodné klauzuly (neobsahujuce
prazdne symboly #), ktoré su pokryté klauzulou e

U(e):{e' ; (e'eUf)/\(ege')} (9.50)
Pre lepSie pochopenie tejto mnozinovej koncepcie uvedieme priklady tejto mnoziny
vychadzajuce z vyssie uvedeného Hassovho diagramu

U (1#1)={(111),(101)}

U (#11)={(111),(011)}
U (#01)={(101),(001)}
U (0#1)={(011),(001)}

U (004)|={(001),(000)}

U (##1)}{(1,11).(101),(011),(001)}

kde posedné dve klauzuly su oznacené ako mlmmalne
Nasim cielom je vybrat’ také minimalne klauzuly, ktoré pokryvajii povodné klauzuly
Z mnoziny U}O). Mnozinu tychto minimalnych klauzail ozna¢ime V', potom v rdmci tejto

mnoziny hl'addme tak podmnozinu ¥ < V', ktorej klauzuly plne pokryvaju mnozinu U }O)

UU(e):Uf (9.51)
eel
Podmnozina je uréena podmienkou minimalnosti poétu literalov, [V ], ktoré obsahuje
V= arg 1’2111[} [V'] (9.52)
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Riesenie tohto optimalizacného problému je pre maly pocet premennych (cca do pit)
obvykle zvladnutel'ny rucne tak, ze preberieme vSetky moznosti, ktoré pokryvaji mnozinu
U, Pre vicsSie problémy moéZe byt pouzitd metdda spdtného prehladdvania, ktorad
systematicky preskiima v$etky moznosti. Zial’, tento pristup je nepouZitelny pre niekol’ko
desiatok premennych, v dosledku exponencidlneho rastu zlozitosti. V praxi sa pouzivaju
rozne heuristické metody, ktoré poskytuju kvalitne suboptimalne rieSenie, ktoré je Casto
rovné¢ optimalnemu rieSeniu. V dalSej casti tejto kapitoly budeme diskutovat’ vel'mi
jednoduchtt metodu uskutocnenia optimalneho pokrytia povodnych (maximalnych klauzul
bez prazdnych symbolov #), ktoru zo sucasného pohladu algoritmov moézeme nazvat
“greedy” metoda [xx].

V tomto konkrétnom priklade sa jednd o extrémne jednoduchy problém, mozeme
vybrat' obe minimalne klauzuly (##1) a (00#), ktoré pokryvaju poévodné klauzuly. Potom
mobzeme pisat’ Boolovu funkciu (7.39) v ekvivalentnom tvare

f(xy.z)=z+Xy

¢o reprezentuje podstatné zjednodusenie (optimalizaciu) povodnej Boolovej funkcie (7.39),
ktorej pocet literalov z 15 klesol na 3.

Priklad 9.15. Quinova a McCluskeyho metdda pdvodne nevyuzivala algoritmus spédtného
prehl'adavanie, bola zalozena na heuristickom pristupe naformulovanom v podobe tabuliek
a ktory v sucasnosti nazyvame ,,greedy* metoda . Uvazujme Boolovu funkciu

f(w, X, ¥, z) = WXYZ + WXVZ + WXYZ + WXYZ + WXyz + Wxyz + wXx )z
V nasledujucej tabulke je znazorneny postup vytvdrania vSetkych moznych sumécii medzi
klauzulami (v binarnej reprezentacii) k tejto Boolovej funkcie

0. etapa 1. etapa 2. etapa
1 | (1110) 1 | (1,4 | (#10) 2 | @ | (o##)
2 | (1011) 2 | 24) | (101%) 3 (5,6) (0##1)
3 | (0111) 31 (2,6) | #011)
4 | (1010) 4 | (3,5) | (01#1)
5 | (0101) 51 (3,6)| (0#11)
6 | (0011) 6 | (5,7) | (0#01)
7 | (0001) 7 16,7 | (00#1)

)

V 0. etape mame zoznam vSetkych klauzul z Boolovej funkcie, mnozZina U (fo ma tvar

U ={(1110),(1011),(0111),(1010),(0101),(0011),(0001)}

V 1. etape vytvorime sumdciami nové klauzuly, ktoré obsahuju jeden prazdny znak # (tieto
klauzuly st uvedené v Siestom stlpci vyssSie uvedenej tabul’ky

U= A(U}‘”) = {(1#10),(101#),(#011),(01#1),(0#11),(0#01),(00#1)}

V 2. etape vytvorime mnoZinu kroku mnoZina U‘(fz) = A(Uﬁ}))= {(0##1)} obsahuje uz len

jednu klauzulu (0##1), ktora vznikla dvoma alternativnymi spdsobmi, suc¢tom klauzal 5 a 6
resp. 4 a 7 zo 6. stlpca. Hasseho diagram ma tvar
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U (1110)  (1011) (0111) (1010) (0101) (0011) (0001)

UP [(1#10) (101#) [@#011) (01#1) (0¥11) (0#01) (00#1)

\V/

U’ (0##1)

Teraz stojime pred problémom ako vybrat’ taky minimalny pocet klauzul, ktoré nam
budu pokryvat’ celti povodnu mnozinu klauzal. V prvom kroku vyberieme takii minimalnu
klauzulu, ktora pokryva najvacsi pocet maximalnych klauzul. V pripade, Ze existuje niekol'ko
rovnocennych minimalnych klauzul, ktoré pokryvaja rovnaky pocet maximalnych klauzul,
tak vyberieme taku minimélnu klauzulu, ktord mé minimalny pocet literdlov. V tomto prvom
kroku vyberieme minimalnu klauzulu (0##1), ktora pokryva Styri maximalne klauzuly.
V d’alSom kroku méme dve alternativne moznosti, a to vyber minimalnej klauzuly (1#10)
alebo vyber minimalnej klauzuly (101#). V oboch pripadoch tieto mimimélne klauzuly
pokryvaji dve maximalne klauzuly, pretoze maji rovnaky pocet literdlov, tak su rovnocenné.
Na zaver mame dve rovnocenné moznosti vyberu minimalnych klauzal (101#) resp. (#011),
vybrali sme prva moznost’ (101#), tym sme dokézali, ze sedem maximalnych klauzil méze
byt pokrytych pomocou troch minimalnych klauzal (0##1), (1#10) a (101#), ktoré maju
dohromady osem literdlov. Ekvivalentna (minimalna) Boolova funkcia, ktora je urCena
tymito klauzulami ma tvar

1 (w,x,y,z) =Wz + W)z + wxy

Ak by sme vybrali druht alternativhu moznost’ (#011), potom alternativny tvar minimalne;j
Boolovej funkcie je

5 (w,x,y,z) =Wz +wWyz +Xyz
Cvicenia

Cvicenie 9.1. Aka je hodnota Boolovej premenne;j, ktora je uréena podmienkou
(@) x-1=0,

(b) x+x=0,

(c) x-1=x,

c(d) x+x=1.

(e) x-x=0

Cvicenie 9.2. Zostrojte tabul'ku funkénych hodnot Boolovej funkcie
@ f(x9.2)=%,

(b) f(x.y.2)=x+yz,

© f(x.p2)=x7+xz,

Cvicenie 9.3. Znazornite Boolove funkcie f (x, y,z) zcviGenia A.2 na 3-rozmernej kocke

tak, ze hodnoty 1 (0) budl reprezentované na kocke ¢iernym (bielym) bodom.
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Cvicenie 9.4. Pre ktoré hodnoty x a y plati xy=x+y.

Cvicenie 9.5. Zostrojte tabulku vSetkych moznych binarnych Boolovych funkcii
a identifikujte v nej zname Boolove bindrne operdcie sucinu asuctu. Vyjadrite ostatné
binarne operacie pomocou suctu, suc¢inu a komplementu.

Cvicenie 9.6. Rieste nasledujuce rovnice s exkluzivnou disjunkciou
(a) x®0,
(b) x&1,
(c) x®x,
(d) x®Xx.

Cvicenie 9.7. Dokazte, ze platia rovnosti
(a) x®y =(x+y)(x),
b)) x®y=Xxy+xy.

Cvicenie 9.8. Zostrojte dualne vyrazy k tymto Boolovym funkciam

(a) x+y,

(b) Xy,

(c) xyz+xyz.

Cvitenie 9.9. Zostrojte Boolovu funkciu f(x,y,z) vo forme sumy produktov klauzil

k premennym x, y a z, ktord ma hodnotu 1vtedy a len vtedy, ak
(@) x=y=0,z=1,

(b) x=0,y=1,z=0,

(c) y=z=1.

Cvitenie 9.10. Zostrojte Boolovu funkciu f(x,y,z) vo forme sumy produktov klauzil
k premennym x, y a z, ktord je ekvivalentna s funkciou

(a) F(x,y,z) =x+y+z,

(b) F(x,y,z) =xZ.

Cvicenie 9.11. Zostrojte spinacie funkcie pre spinacie obvody

(a)
o
L
s
(b)
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(©)

<
—
—/A—T/ L
| A
L]

Cvicenie 9.12. Zostrojte tabul’ku vystupov logickych obvodov
(a)

==

(b)

o=

= N

Cvicenie 9.13. Zostrojte logické obvody, ktoré simuluju Boolove funkcie
(@) x+y,

(b) (x+y)x,

() xyz+xyXx,
d) (x+2)(y+72).
Cvicenie 9.14. Zjednoduste logické obvody
(a)

Xxyz

X
y
z

(b)

Xyz
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(©)

X
y
z

X-
z

y
Zz-

Cvicenie 9.15. Pomocou Quinovej a McCluskeyho metddy najdite optimalne vyrazy
k Boolovym funkciam

(a) wxyz+wxyz+wxy z + wxyz + wx yz,

(b) wxyz + wxyz + wxyz + wxyz + wxyz + wx yz,

(C) Wxyz+wWxyz + wxyz +WXVz+ WXV Z + WXyz + WXyz + WXz .
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RieSenie prikladov z 1. kapitoly
Cvicenie 1.1. Prepiste z prirodzeného jazyka do jazyka vyrokovej logiky:

(a) Jano pojde na vylet a Fero pojde na vylet; (1) vyjadrite tito vetu pomocou implikacie
a negacie a (2) vykonajte negaciu povodnej vety.

p=Jano pojde na vylet, q= Fero pojde na vylet

(1) Pouzijeme formulu(pAgq)= def —(p=—q), ktori modzeme dokdzat pomocou de
Morganovho vztahu. Pretransformovany vyrok pomocou implikacie ma potom formu: Nie je
pravda, Ze ak Jano pojde na vylet, potom Fero nepojde na vylet.

(2) Negécia vyroku sa vykona pomocou —(pAgq)=(—pVv—gq), negovany vyrok ma formu:

Jano nepojde na vylet alebo Fero nepdjde na vylet.

(b) Eva pojde na vylet alebo Viera nepojde na vylet; (1) vyjadrite tato vetu pomocou
implikacie a negacie a (2) vykonajte negaciu povodnej vety.

p=Eva pojde na vylet, —~q= Viera pdjde na vylet

(1) (pv—q)=(—p=—q), potom pretransformovana veta ma tito formu, ak Eva nepdjde na
vylet, potom Viera nepéjde na vylet.

(2) Negéciu vykoname pomocou formule —|( pVv —|q) = (ﬁp A q) , pouzitim tejto formuly

dostaneme: Eva nepdjde na vylet a Viera pojde na vylet.

(c) Ak Viera pojde na vylet, potom Fero nepojde na vylet; (1) vyjadrite tito vetu pomocou
disjunkcie a negacie a (2) vykonajte inverziu pévodnej implikacie.

p=Viera pojde na vylet, —~q= Fero nepdjde na vylet.

(1) (p=—q)=(—pVv—q), potom pretransformovana veta ma formu: Viera nepdjde na vylet
alebo Fero nepojde na vylet.

(2) ~(p=—q)=—=(-pv—q)=(p~q), potom negacia vety ma formu: Viera pdjde na vylet
a Fero pojde na vylet.

(d) Ak Viera pojde na vylet alebo Jano pojde na vylet, potom Fero pojde na vylet a Eva
nepojde na vylet; (1) vyjadrite tito vetu pomocou konjunkcie, disjunkcie a negacie a (2)
vykonajte inverziu povodnej implikécie.

p= Viera pojde na vylet, g= Jano pojde na vylet, r= Fero pojde na vylet, s= Eva pojde na
vylet.

(1) Veta ma tento tvar (pvg)=(rAa—s), implikdciu odstranime z formule takto

(p v q) = (r A —|s) = —|(p Y q)v (r A —|S) = (—|p A —|q) v (r A —|s) , potom pretransformovana
veta ma tvar: (Viera nepojde na vylet a Jano nepojde na vylet) alebo (Fero pojde na vylet
a Eva nepojde na vylet)

2) Inverzia implikacie sa vykona pomocou formule
((p vg)=(ra —.s)) = (—|(r /\—.s) =—(pv q)) = ((—mv s)=(—p /\—|q)) , potom veta ma
formu: Ak Fero nepojde na vylet alebo Eva pojde na vylet, potom Viera nepojde na vylet
a Jano nepojde na vylet

(e) Viera na vylet pojde a Eva na vylet nepojde; (1) vyjadrite tito vetu pomocou implikécie a
negacie a (2) vykonajte negaciu podvodnej vety.
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p= Viera pojde na vylet, —~q= Eva nepojde na vylet

(1) Veta ma tento tvar: ( PA —|q) , vyjadrenie tejto formuly pomocou implikacie a negacie ma
tvar (p A —.q) = —|(—|p v q) = —|(p = q) . Transformovand veta ma tvar: Nie je pravda, Ze ak
Viera pojde na vylet, potom Eva pojde na vylet.

(2) Negacia povodnej vety —(pA—g)=(—pvq)=(p= q), potom ak Viera péjde na vylet,
potom Eva pojde na vylet.

Cvicenie 1.2. Negujte tieto vyroky.
(a) Budem sa prechadzat alebo budem si spievat.
Pouzijeme —|( pVv q) = (—|p A —|q) , potom: Nebudem sa prechadzat’ a nebudem si spievat

(b) Jano nefandi Slovanu ani Interu.
Pouzijeme —|(—|p A —|q) = (p v q) , potom: Jano fandi Slovanu alebo Interu.

(c) Ak je streda, potom mame schodzu.
Pouzijeme —(p = ¢q)=—(—-p Vv q)=(pr—q), potom: Je streda a nemdame schodzu.

(d) Ak sa budem moc ucit, tak pojdem studovat’ na vysoku Skolu.
Podobne sako v predchadzajucom priklade: budem sa moc ucit’ a nepojdem Studovat’ na
vysoku skolu.

(e) Ak sa budem moc ucit a budem mat trochu stastia, potom urobim skusku z logiky.
Pouzijeme formulu —|(p NG = r) = —|(—|(p A q)\/ r) = —|((—|p\/ —|q)v r) = (p Aqg /\—|r) ,
potom: Budem sa moc ucit’ a budem mat trochu stastia a nerobim skusku z logiky .

(f) Dam ti facku, ak ma oklames.

Tento vyrok musime chapat’ ako implikaciu ak ma oklames, potom ti dam facku, podobne ako
v prikladoch (¢) a (d): ak ma oklames a nedam ti facku.

(g) Ak bude pekné pocasie a nepokazi sa nam auto, potom pojdeme na vylet a budeme sa
kupat.

Pouzijeme —|((p Ag)=(ra s)) = —|(ﬁ(p AG)V(r A s)) = —|((—|p v—g)v(ra s)) =

(—|(—|p v—g)A=(rA s)) = ((p AG)A(=rv —|s)) = ((p AN (r= —|S)) , potom: bude pekné

pocasie a nepokazi sa nam auto a ak pojdeme na vylet, tak sa nebudeme kupat.

Cvicenie 1.3. Zostrojte syntaktické stromy formul, zostrojte podformuly danych formul:

@ p=(a=r)
p=>(g=p)

p q=p

/N

q p
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podformuly su urcené pomocou vrcholov podstromov, dostaneme
{p.a.9=p.p=(a=p)}.

(b) ((p:>q)/\(q3r)):>(p:>r)

(p=Ng=r)=(p=r)
(=97 (g=r1) /p:\r
p=q g=r P g

>>Q

{parpr=aq=rp=r(p=9ra=r)((p=9r(a=7r)=(r=r)

Syntaktické stromy ostatnych formul sa zostroja podobnym postupom, nebude ich tu uvadzat’.
©) (p=4q)=(~qg=-p)

(d) (pr=q)=(—g¢=-»)

(©) pA=(=g=p)

® (p=a)r~(p=14)

Cvicenie 1.4. Preco uvedené vyrazy nie su formuly vyrokovej logiky?
(a) ((p: q)/\(v(q = r))):(p: r).
Tato formula obsahuje nekorektnt postupnost’ konjunkcie a disjunkcie

(P=DA(V(g=r)))=>(p=r)
(P=A(V(g=7)) /P:\F
p=q v(g=r) P :
P/\q \?//\q:r

(®) (prg)=>(p+q).

Téato formula obsahuje nepovoleny znak %, ktory nepatri medzi logické spojky vyrokovej

logiky.
(P=9)=>(Pp+q)
2N s
p q p q

Cvicenie 1.5. Preverte pomocou tabulkovej metddy, ktoré formuly zcvicenia 1.3 su
tautologie, kontradikcie a splnitelné.

(@ p=(q¢=p)

P19 |lq=p| p=>(@=p)
olo]| 1 1
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0

1

1
0

1

1

—_f—_ | D

1

1

1

Posledny stipec obsahuje len pravdivostné hodnoty 1, t. j. formula p:>(q:> p) je

tautologia.

® (r=q)r(g=7))=(p=7)

Posledny

©) (p=q)=>(—g=>-v

r
1 1213 4 5 6 7 8
P | 9 r | p=>q | g=>r | p=>r 405 T=4
0] 0] 0 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1
0| 1]0 1 0 1 0 1
0|1 1 1 1 1 1 1
1100 0 1 0 0 1
1 101 0 1 1 0 1
1 1 |0 1 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1
stipec  obsahuje  len  pravdivostné  hodnoty 1, preto
((p =>q)r(g= r)) = (p=r) je tautologia.
)
1 |23 ]4 5 6
P14 |=ql—p| p=g | —qg==p| 56
0[O0 1]1 1 1
01 1]0]1 1 1
11 0]1]0 0 0
11 1]0]0 1 1

formula

Posledny stipec obsahuje len pravdivostné hodnoty 1, preto formula (p=>¢)= (g = p) je

tautologia.

d (prg)=(-»vq)

1213 4 5 6
P |4 |—~q| pAg | —pv gl 4=5
0]0]1 0 1 1
ol1]o0 0 1 1
1]0]1 0 0 1
1[1]0 1 1 1

Pretoze posledny stipec obsahuje len pravdivostné hodnoty 1, formula ( PA q) = (—|p v q) je

tautologia.
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(e) p=>—(—g=p)

plqg| —p | p=q |pr=>(r=>9q)
010 1 0 1
011 1 1 1
110 0 1 1
1|1 0 1 1
Pretoze posledny stipec obsahuje len pravdivostné hodnoty 1, formula p = —|(—.q = p) je
tautologia.
® (p=a)r=(p=4q)
P19 |p=q | p=9=p | (p=9=p)=q
010 1 0 1
0|1 1 0 1
1 10 0 1 0
1 |1 1 1 1

Pretoze posledny stipec obsahuje tak 1 ako aj 0, formula (p = ¢)A—(p = ¢) je splnite'nd.

Cvicenie 1.6. Pouzitim tabulkovej metody urcite pre ktoré interpretacie premennych t su
vyrokové formuly pravdivé:

(a) ((pvq):r)/\(—lr:p),

pla|r| pva | (pva)=r | r=p | ((pva)=r)a(-r=Dp)

0 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 1 1 1

0 1 0 1 0 0 0

0 1 1 1 1 1 1

1 0 0 1 0 1 0

1 0 1 1 1 1 1

1 1 0 1 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1

Interpretacie premennych p, g ar sa: t, = (0,0,1),12 = (0,1,1),13 =(10,1),7, = (1,1,1)
(b) ((p:>q)/\(q:>r)):>(p:>—|r).

plgqlr| p=>q | 9=r (p:>q)/\(q:>r) p=—r (p:>q)/\(q:>r):>(p:>—|r)

0(01]0 1 1 1 1 1

0(0]1 1 1 1 1 1

0(11]0 1 0 0 1 1

0111 1 1 1 1 1

11010 0 1 0 1 1

1101 0 1 0 0 1

1({11]0 1 0 0 1 1

11111 1 1 1 0 0

Interpretacie premennych p, g a r s: 1, =(0,0,0),t, =(0,0,1),7, =(0,1,0),7, =(0,1,1),
t,=(1,0,0),7, =(1.0,1),7, = (1,1,0).
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Cviéenie 1.7. Dokazte tieto ekvivalencie:

Poznamka. Pri rieseni tychto prikladov pouzijeme tieto defini¢né identity

(p J q) =4 —(PVv¢q) (NOR logicka spojka)

(p ) q) = def —|(p A q) (NAND logicka spojka)

Z tychto dvoch identit odvodime negacie elementarnych premennych polozenim p = ¢
(P p)=4 —(pvr)=-p

(PTp)=s —(pAP)="p

@ (prg)=(ptp)i(a'q)

(S(pva)=(p¥a))=(-pr-a=(rLa))>(pra=(-—a))
>pag=((ptr)i(atq))

(b) (pva)=(pta)¥(piq)
(=(pva)=(pLa))=>((pva)==(ra))>((rva)=(pta)L(pLa))

© (pra)=(pTe)T(pT4),

(~(pra)=(pTa)) > (-pv=a=(rTa))>(pva=(-»T-a))

~>pva=((pTr)T(a"a))

() (pva)=(pTpr)T(aTq)

(~(rra)=(pTa))>((rr9)==(pT4)) > ((rr9)=(pT4) T (p T q))

Cvicenie 1.8. Pretransformujte do DNF a KNF vyrokové formuly:
@ (p=9q)~(p=-r)

DNF: ((p:q)/\(p:>—m))E(—.p)v(—p/\—|r)v(—|p/\q)v(q/\—|r)
KNF: ((p:>q)/\(p:>—|r))5((—|pvq)/\(—|pv—|r))
(b) =(prgar)=p
DNF: (pargar)v(p)
KNF: (p)/\(pvq)/\(pvr)
© (p=a)r(p=-q))=-p)
DNF: (p/\—|q)v(p/\q)v(—|p)
KNEF: (pvpv—|p)/\(pv—|pvq)/\(pv—lpv—q)/\(—‘pqu—q):1
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Cvicenie 1.9. Zostrojte DNF a KNF Boolovej funkcie ur¢enej tabul'kou

=
=
[\8)
=
W

I NS Y B
=== o|olo|o
——lo|lol—|—lo|lo
N EEEENE
SEENENEEENEE

Ponre 1Xp X3 XX X5 + XX X5+ X, X)X

P =(X+ X+ %) - (5 +5+5) (X + X, +x,)- (%, + 5, +5,)

Cvicenie 1.10. Zostrojte Boolovu funkciu (B,.B,.B;.B,)=f(a,.a,,0,,0,) pomocou ktorej je
implementovany sucin dvoch binarnych ¢isel (a,a,) a (a,0,)
a, o,
X0l o,

By Bs By By

Tabulka vSetkych moznych hodndt argumentov a priradenych vysledkov ma tvar

# oy oo oz og|Br | B2 Bs | Bs | Interpretacia
1 10 10 [0 [0 ]O |0 |0 |0 |Ox0=0
210 (0 |0 |1 |0 |0 |0 0 JOox1=0
310 (0 |1 [0 JO [0 0 |0 Jox2=0
4 10 [0 |1 |1 |0 |0 0 [0 Jox3=0
510 1 (0 [0 ]O |0 |0 |0 |1x0=0
6 10 [1 [0 |1 ]O |0 |0 |1 |1x1=1
710 |1 |1 [0 JO [0 1 |0 J1x2=2
810 |1 /1 [1 |0 |0 |1 |1 J1x3=3
911 |0 [0 (0O |O [0 [0 [0 |2x0=0
1011 |0 |0 |1 JO |0 |1 |0 |2x1=2
1111 |0 |1 (O JO |1 |0 |0 |2x2=4
1211 |0 |1 |1 ]JO |1 |1 |0 |2x3=6
1311 |1 |0 (O JO |0 (O |0 |3x0=0
1411 |1 |0 |1 JO |O |1 |1 |3x1=3
1511 |1 |1 |0 JO |1 |1 |0 |3x2=6
1611 |1 |1 |1 |1 |0 (O |1 |3x3=9

B, =(o, Ao, A0y AC)
B, = (o, Am0t, Ay Amay ) V(0 A0, A0 AOy)V

(o, Aay Aoy A=)
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By = (=0, Ao, Aoy A—0L) V(=0 A, Aty AL )V
(o4 A0, A0y Aoy ) V(0 A0, Al Al )V
(o, Ao, A=y Aoy ) v (o Ao, Ady A, )

By =(—0y Aoy, Ay Ady )V (—ay Ao, Ao AOL)V
(o, Aoy A=oy Aoy ) V(o Ao, Ay Aay)

Cvicenie 1.11. Zostrojte Boolovu funkciu (B,.B,.B;)= f(a,.a,.0;,a,) pomocou ktorej je

implementovany sucet dvoch binarnych ¢isel (o,0,) a (o,a,)

a‘l (X’Z
o, 0,
B, B, Bs
Tabul'ka vSetkych moznych hodnot argumentov a priradenych vysledkov ma tvar
# oy onlos aa]Bi | Bo | Bs | Interpreticia
1 10 |10 |0 0 |O |0 |O |O+0=1
210 |0 0 1 ]0 |0 |1 JOo+t1=1
310 0 1 |0 ]0 |1 0 |0+2=2
410 [0 |1 |1 |O |1 |1 |O+3=3
510 /1 /0 [0 JO [0 |1 J1+0=1
6 10 /11 |0 |1 ]0 |1 |0 |I+1=2
710 1 |1 [0 0 |1 |1 [142=3
8 [0 |1 |1 |1 |1 |0 |0 |14+3=4
9 11 10 |0 [0 ]O |1 0 |2+0=2
10j1 |0 |0 |1 JO |1 |1 [2+1=3
11]1 |0 |1 [0 |1 |0 |0 [2+2=4
1211 |0 |1 |1 |1 |0 |1 [2+3=5
1311 /1 |0 [0 |O |1 |1 [3+0=3
1411 |1 |0 |1 |1 |0 |0 [3+1=4
1501 |1 |1 [0 |1 |0 |1 |3+2=5
1601 |1 |1 |1 |1 |1 |0 |3+3=6

B, =(—oy Aoy, Aty Aoy )V (0 A0, Ady A0 )V
0 A0l Al AL )V (04 Al A—0L AL )V
0 ACL Al Al )V (0, Ad, Ao Ady)

B, = (=0 A=ty Ay A0 )V (=0 A0, Al AL )V

(
(
(
(o, Aoy, A=y Ay )V (=0 Ad, Aoy Ao )V
(o, A=0, A0y A0 ) V(0 A =0, A =0y AL )V
(o Aoy, A0 Ama ) V(o A, Aoy Ao)
By = (=0, A0, Ay Ay )V (=0 A0, Al Ay )V
(moy Aa, Aay A= ) V(=0 Ao, Ao AT )V
(o, A0, Amay Aay )V (0 A, Ao Ady)V
(

O ACL, A =0y /\—|OL4)\/(0,1 ACLy A O /\—.(14)
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Cvicenie 1.12. Zostrojte Boolovu funkciu f (x, y,z) vo forme konjuktivnej a disjunktivnej
normalnej formy

(@ x=y=0,z=1, fDNF(x’y’Z):)TJ_/Z’ fKNF(x’y’Z):x—'—y—'—E'

() x=0,y=12=0, fo (x.0.2)=XyZ, fry (2. 0.2)=x+T+2z.

@)y:z:lhﬁw(myg):xyz+fyz:[x+f)w:}ztﬁw(myz):f+f.
1

Cvitenie 1.13. Zostrojte Boolovu funkciu f(x,y,z) vo forme sumy produktov klauzil
k premennym x, y a z (DNF forme), ktora je ekvivalentna s funkciou F(x,y,z).
@)F(Lyj):x+y+2,
F(x,y,z):x+y+E:x(y+)7)(2+E)+(x+)?)y(z+3)+(x+)7)(y+)7)2
=XYz+xyz+xyz+xyz
+xyz+xyz+xyz+xyz
+Xxyz+xyz+xyz+xyz
=XYZH+XYZHXYZH+XYZH+XYZ+XYZ+XYZ

(b)F(LyJ):XZ
F(myz):x@HjaE:xyE+xyE.
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RieSenie prikladov z 2. kapitoly

Cvicenie 2.1. N4jdite model pre tieto formuly

(& v=p=(¢=>p)

[v]= {0,1}2 (tautoloogia)|

0 v=((p=9)r(g=r))=(p=r)

[v]= {0,1}3 (tautoloogia)

(p=4a)=(-q=-»)

[v]= {0,1}2 (tautoloogia)

0 v=(prg)=(pr—q)

[[\u]] = {’El = (O,O),t2 = (O,l),r3 = (1,0)} (splnitel'nd)
k) v=p=(¢=-p)

[v] {rl =(0,0),7, =(0,1),1, (1,0)} (splnitel'nd)
D) v=(p=9)r(p=>r)=>(qvr).

[w]={r =(0.0,0),7,=(0,0,1),7,=(0.1,0),7, =(1,0,1),7, = (0,1,1),t, =(1,1,0),7, = (1,L1)}
(splnitel'nd)

~
P o
~
<
Il

Il
(=)
—

Il

Cvicenie 2.2. Dokéazte, Ze pre teoriu @ a pre formulu ¢ plati ® ¢
(@ @={p.p=>q.q9=>r}, o=r,

[@]={r,=(LLD)}.

[o]={r, =(0.0,1),7, =(0,L.1),7, =(1,0,1),7, =(LL1).},

plati [®] =[], potom ®Fo.

®) D={p=(3=r).q}, o=p=r,
[®]={r, =(0,1,0).7, =(0,1,1),7, =(LL1)}

[e]={%=(0,0,0),7,=(0,0,1),7, =(0,1,0),7, =(0,11),7, =(1,0,1), 7, = (L L1)}
plati [®] < [¢], potom @+ ¢.

(c) ®={p.—p}, 9=9¢,
[®]=2.
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[o]={x =(0.0).7, = (1.0)]

plati [®] = [o], potom ®F @, t.j. pA—p = g (tautologia).

Cvicenie 2.3. Zostrojte pre dant teoriu @ formulu ¢, ktora je jej sémantickym dosledkom
(@ ©={p=q.-v=4q}, 0=¢

(b) d={p=9qvr.q}, o=¢

() @={p=qnrr.qj

(d) @={prg=rp},

(e) ®={pvg=r,p}.

Cvicenie 2.4. Dopliite vysledok u tychto schém usudzovania
pP=49 P=49 rP=4q pP=4q

%) % %) P
P =(q P =(q =4 P=q
S)p ,(6) ¢ s (7) —p , (8) =g ,
%) %) q P
p=—q P =—q pP=—q p=—q
@ r , (10) ¢ , (11) —p , (12) —g ,
(13) p , (14) ¢ , (15) —p , (16) ¢ ,
%) P —q %

Cvicenie 2.5. Dopliite vysledok u tychto schém usudzovania

p=q p=q p=q p=—q —P=q
D g=r,Q2) p=>r , 3 r=¢q , 4 g=>r , (5) g=>r
p=>r pP=>qAr pvr=gq q=-—pAr —p=>r

Cvicenie 2.6. Overte spravnost/nespravnost désledkov, v pripade nespravneho dosledku
upravte predpoklady tak, aby dosledok bol spravny:

(a) Ak motor nebezi, potom je motor chybny alebo nejde prad.
Ak je motor chybny, potom sa musi zavolat’ opravar.
Prad ide.

Ak nebezi motor, potom sa musi zavolat’ opravar.

Elementéarne vyroky:

p = motor bezi,

g = motor je chybny,

r = ide prud,

s = musi sa zavolat’ opravar.

1. predpoklad: ¢, =(—p)=(qv—r)
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2. predpoklad: ¢, =(¢=s)
3. predpoklad: ¢, =r

zaver: g=(—p=s)

.| —p (aktivacia predpokladu)

2. (=p)=(gv—r) (1. predpoklad)

3.1 g=s= (2. predpoklad)

4. | r (3. predpoklad)

5.1 (gv—r)=(r=9q) (aplikacia modus ponens na 1. a 2.)
6. | ¢ (aplikécia modus ponens na 4. a 5.)
7. s (aplikacia modus ponens na 3. a 6.)
8. 1 —p=s (deaktivécia predpokladu)

Tymto sme dokazali, ze zaver je dokdzatel'ny z predpokladov.

(b) Je doma alebo je v kaviarni.
Ak je doma, potom vas ocakava.

Ak vas neoCakava, potom je v kaviarni.

Elementéarne vyroky:
p =je doma,

q = je v kaviarni,

r = oCakava vas.

1. predpoklad: ¢, =(pvq)
2. predpoklad: ¢, =(p=r)

zaver: o=(—r=gq)

. | —r (aktivacia predpokladu)

2. | pvg=>(-r=9q) (1. predpoklad)

3. | p=>r (2. predpoklad)

4. —p (modus tollens pre 1. a 3.)
5.1 ¢ (modus ponens pre 2. a 4.)
6. | —r=¢ (deaktivacia predpokladu)

Tymto sme dokazali, ze zaver je dokdzatel'ny z predpokladov.

(c¢) Nie je pravda, Ze Student vie po nemecky a anglicky.
Student nevie po anglicky.

Student nevie po nemecky.
Elementéarne vyroky:

p = Student vie po nemecky,
q = Student vie po anglicky,
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1. predpoklad: ¢, ==(prgq)=(—pAr—q)=(p=—q)
2. predpoklad: ¢, =—¢

zaver: Q=—p
Zaver nie je dokdzatel'ny, ak sa vSak predpoklady zmodifikuju takto:

Nie je pravda, Ze Student vie po nemecky a nevie po anglicky.
Student nevie po anglicky.

Student nevie po nemecky.

1. predpoklad: ¢, ==(pAr—q)=(—prq)=(r=19)
2. predpoklad: ¢, =—g

zaver: Qo=—p
Zaver jednoducho odvodime aplikaciou modus tollens na 1. a 2.

(d) Ak Studujem, ziskam dobré postavenie.
Ak neStudujem, potom si uzivam.

Uzivam si alebo dosiahnem dobré postavenie.

Elementéarne vyroky:

p = Studujem,

q = ziskam dobré postavenie,
r =uzivam si

1. predpoklad: ¢, = p=¢
2. predpoklad: o, =—p=r

zaver: o=(qvr)=(—~g=r)

1.| —¢q (aktivovany predpoklad)

2.l p=>q¢q (1. predpoklad)

3.|—w=r (2. predpoklad)

4.1 —p (aplikacia modus tollens na 1. a 2.)
5.\ r (aplikacia modus ponens na 3. a 4.)
6. (~g=r)=(qvr) (deaktivacia predpokladu)

Tymto sme dokazali, ze zaver je dokdzatel'ny z predpokladov.

Cvicenie 2.7. Aké st dosledky tychto predpokladov:

(a)

Karol pocestuje vlakom alebo autobusom

Ak pocestuje Karol autobusom alebo autom, potom pricestuje neskoro
Karol nepricestoval neskoro

(7
RieSenie: Karol pricestoval vlakom.

(b)
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Karol pocestuje vlakom alebo lietadlom
ak pocestuje lietadlom, potom navstivi priatelov
nenavstivilo priatel'ov

?
Riesenie: Karol pocestuje vlakom.

(c)

ak pocestujem do zahranicia, potom si zoberiem dovolenku

ak si zoberiem dovolenku, potom som necestoval do zahranicia
(7

Riesenie: Nepocestujem do zahranidia.

(d)

nie som obcanom Statu XY

ak by som sa narodil v AB, potom by som bol ob¢anom XY
(7

Riesenie: Nenarodil som sa v AB

e
go)m absolventom univerzity v PQ
ak by som bol sociologom, potom nemozem byt absolventom univerzity v PQ
?
RieSenie: Nie som sociologom

®

som ucitel'om a taktieZ som aj informatikom

ak je niekto informatikom, potom ma vysoké 1Q

?

(2

Jano je informatikom

ak je Jano informatikom alebo matematikom, potom studoval v CD
?

Riesenie: Mam vysoké 1Q.
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RieSenie prikladov z 3. kapitoly

Cvicenie 3.1. Pomocou metdédy sémantickych tabiel a konjugovanych sémantickych tabiel

dokazte, ze formuly su tautologie
@ (pv(gar))=((pva)a(pvr)),

=((rv@rr)= (v a)r(pvr)))

p v(q /\r)
(—\p /\—|(])\/(—|p /\—|}’)
p q/|\"
PN —p A—T q
”
:‘2 :lrj PASG —p AT
X X |
—q —=r
X X

® ((pva)a(pvr))=(pv(gar)),

~lev ) v (v gan)))
((p v g)A (pv r))i\ (—p A (—.qv —.r))

Pvyg

pvr

-\
—gv-r

X

»u

—q
X

(©) ﬂ(pAq)E(—‘pv—‘q).
Sémantické tabla  zostrojime pre

(-pv—q)=-(prq)

a\
A

(pv(q/\r)):> ((pvq)/\(pvr))
ﬂ(pv(q/\r))v((pvq)/\(pvr))

ﬁp/\(ﬁqvﬁr)
(pva)r(pvr)

—p g NV —r

r -q

=

)

((pv gFia{pv r))@ (pv(q Ar))
—{(pva)a(pvr))v(pvignr))
(-PA-c)V(-Pi\-r)V(PV(wM)]

~PAg
—pA—T

pvigar)
Pr
N

-
X

x4

formuly —(pAag)=(-pv—q)
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~(prg)=>(ov—)) Aprg)=>(pv—)

—~(pag)r(prg) (pra)v(-pv—9)

Al ] PAg
PAg —pv—g
P P
q -]
/\ /\
- —q P q
X x X X

~((ov)=>~(prq)) (wva)=>—(prg)

pv—g)a(pag) (pra)yv(-ov—q)
PV pne
pArg v
_rq
g —p
/\ A
—p — p g
X X X X

Cvicenie 3.2. Pomocou metddy sémantickych tabiel dokazte, Ze mnozina formul
T ={ P=>q,PNANG, P> pvq} je neprotireiva (t.j. existuje asponl jedna Specifikdcia

premennych 1, =(p/?,¢/?), pre ktort su vietky formuly z T pravdivé).
(r=n(pra)r(p=pva)

pP=9q
PAg
p=>pvg

/\

—
X

—p Pvg

X /\
P q
O (»]
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Cvicenie 3.3. Pomocou sémantickych tabiel a dudlnych sémantickych tabiel zistite, ¢i formuly
su tautoldgie, splnitel'né alebo kontradikcie

@ (p=g9)r(p=>—q)=-p,

—{(p=>2)r(r=>—9)=>-») (P> DA (p>—9)>—»
(r=rlp=>-grp (pr—a)v(prg)v—p
P=q PA—g
pP=—q PAg

X /\ X ,,/\

- - q
X X X
(b) (p:>q/\r):>(p:>qu),
—-((p:an)ﬂ(p:qur))
Gev(gar)v(pa~ga—r)
—pv{gar) PA—GA—T
-7 ghr ;la
O -
1 O
O
©) (p=q)rg=—p.
—:((p:q)&q:)—,p)
(pﬂinqu
P=q
q
A
X (0

Cvicenie 3.4. Pomocou sémantickych tabiel dokaZte konzistentnost’ alebo nekonzistentnost’
teorii
(@) T ={s,,5,,5, > d,,s, => d, rnd,},
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s Aas, A(s, = d )IA(s, > d, Ad,)

8,
52
s =>d,
3, =d Ad,
_sl dl
X /\
—S; dynd,
X

(b) T ={s,,5,,8, > d,,s, = —d, nd,},
s A5 A(s=d (s, =>d Ad,)

© T={p-q.p=q},
pA—-q»'i(p=>q)
P
—q
r=-q
—p q
X X
(d) T:{p/\r,(p:>q),(q:>r)}

r

P=q
g=>r

—q r
X 0
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Cvicenie 3.5. Pomocou metddy sémantickych tabiel rieste relaciu ®=?, kde @ = {(pl,...,

0,} je

mnozina (tedria) formul vyrokovej logiky, cielom ulohy je urcit’ taku formulu ¢, ktora je

tautologickym dosledkom teorie .
(a) {p:>q,q:>r}l=?
(p=>9)n(g=r)

pP=q

go>r
-7
N\ /\
0 0O X
(p:ﬁ(?+13r+qr:]7((?+r)+(]7+q)r:p:>

| SR/ S —
1 1

b {p=>q9.p=>—q}F?
(P=>q)f|\(P=>q')

pP=4q

P=q

/\q
/\q /\
X 00 X
0=pq+pg=p(g+q)=p

(©) {p:>r,q:>r}l=?
(p=r)a(g=r)

p=r
q=r

N
AA

r —q
O OO
(p=17c7+1_7r+r(7+r=p_q+([_7+q+1)r——|(p+q)+r—pvq:>r

(d) {p:>q,p:>r}i=?
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(r=n(p>7)

p=4q
p=>r

(p:;_7+;_7q+;_7r+qr:;_7(1+q+r)+qr:p:>q/\r

Cvicenie 3.6. Zostrojte rezolventy pre tieto disjunktivne klauzuly:
(@) xv—yvza —xvzv—t

Cr(xv—|yvz,—|xvzv—|t):—|yvzv—|t

(b) avb a—-bvc
C.(avb—-bvc)=avc

(c) pvgvrv—s a pvgvsv—t

Cr(pqurv—s,pqusv—'t)zpqurv—d
Cvitenie 3.7. Vytvorte mnozinu R(T) pre T ={—avb,—~bvc,avd,av—c,av—d}

Cvicenie 3.8. PouZitim rezolu¢nej metddy rozhodnite ¢i mnozina 7’ méa model:
(a) T= {pv gV r,—pVSVt,—SV y,—t,—pV X,—qV w,—|qv—|w}

pvgvr —pvsvi —svy —f —pvi —gVvw gVv-w

P qw;v.wt —f
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={a,—~av—-bvec,—av—dv f,—~dvb—cvg—fvg—g}
{xvy,—avt—ocvt—'yvz—'t}

(d)T= {p: rvs ,—p=q, r:>(t/\v) (t/\v):s}
={a=(brf).(anb)=ce=(f=(~d vV f)).a}

Cvicenie 3.10. Pouzitim rezolu¢nej metddy a sémantickych tabiel rozhodnite ¢i mnoZina
formtl 7' méa model a ¢i formula o je tautologickym doésledkom 7, 7 F o .

(a) T:{x:>y,y:>(zv—|x),—|t:>(t/\—|z),t:>x}, o=z

(b) T:{p,(p/\r):>s,(p/\q):>t,q:>r,(svt):>w}, oa=w

Cvicenie 3.11. Formalizujte tieto vyroky. Pouzitim rezolu¢nej metody rozhodnite ¢i vyrok pod
¢iarou je tautologicky dosledok vyrokov nad ¢iarou.

(a)
Ak prsi, potom nepdjdeme na prechadzku
Ak nepdjdeme na prechadzku, potom pdjdeme do kina
ak pojdeme do kina a bude prsat’, potom pouzijeme autobus
prsi

p6jdeme do kina
Zavedieme tieto elementarne vyroky:
p = prsi,
g = pojdeme na prechadzku,
r =pdjdeme do kina,
s = pouzijeme autobus

Zadanie prikladu mo6Zeme preformulovat’ takto:
(T:{p:>ﬂq,—|q:>r,r/\p:>s,p})|:r, alebo
o=(p=—q)A(=g=r)r(rAp=s)a p=r.Pomocou rezolventy budeme
dokazovat’, ze formula —o=(p=—g)r(—g=>r)A(rAap=s)r(p)A(=r) je
kontradikcia. Ak sa ndm to podari dokazat’, potom plati T = r (vyrok r je
tautologickym dosledkom 7). KNF tvar negécie —¢ je

(—pv—g)r(gvr)n(—rv—pvs)a(p)r(-r)

1 2 3 4| 5
—PVG | gNVr | arV—apVS p|r 6
q 0 1 —pVr 7 |8
p 0 1 0 |—=rvs|r|9]10
r 0 0 |1|O0] s
To znamena, ze TEr.

(b)

Peter alebo Pavol pojde do Grécka

Ak Pavol pojde do Grécka, potom taktiez pdjde aj Renata a Simona nepdjde
Ak Tomaés pojde do Grécka, potom pdjde taktiez aj Renata
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pojde do Grécka, potom taktiez pojde aj Tomas

Peter pojde do Grécka

Zavedieme tieto elementarne vyroky:
p = Peter pojde do Grécka,

q = Pavol po6jde do Grécka,

r = Renata pdjde do Grécka,

s = Simona pdjde do Grécka,

u = Tomas pdjde do Grécka

Ak

Simona

Zadanie prikladu m6zeme preformulovat’ takto: {pv q.g=rA—su=r,s=u}FEp

Budeme $tudovat’ formulu

(pva)r(g=rr—s)r(u=r)ar(s=u)A(-p)

prepiSeme ju do KNF

(pvq)/\(—|qv(r/\—.s))/\(—|uvr)/\(—|svu)/\(—|p)

- 7
(=gvr)A(—gv—s)

1 2 3 4 5 6
pvqg|—gVvr|—gVv—=s | —uUvVr | —=svu | —p
pl 1 0 9
q 0 0 7| =S
r 1
s 0 0

To znamena, ze T ¥ p.
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RieSenie prikladov z 4. kapitoly

Cvicenie 4.1. Pomocou metddy dualnych sémantickych tabiel zistite, ¢i formula je tautologia,
splnitel'na alebo kontradikcia, ak je tautologia vykonajte inverziou tabla dokaz pomocou
prirodzenej dedukcie.

(@ p=(q=p)

p= 731)) PV P —qVq
- p —q
q:fp P q
‘ L —qVp
ﬁ L 4zp
—pv(g=p)
p=(q=r)
(b) =p=(p=79q)
—|p=>ﬁq=>p)
o
QTP
g
p
O
(©) (p:>q):>(—|q:>—|p)
(p @)t (Hgt Up) pvp | q‘vq
(0 U p Ug
(Upva)v(gviip) o g
plilg plq  Lpvg
gvlilp B
‘ U(Jpvq)
q
Up \
PN ‘Gpva)y(pva)
P Lg ‘
X X (rl q)J (Lgl Up)

d (prg)=(prva)
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(rg) (pva) Cpvp Cavyg

vy P 4
4

p I(plq)

(r “I)V’/’(P vq)

(pq) (pva)
(e (PV(]):>(p/\q)

(pva)t) (pllq)

LpUlg
pllq

HA
p Cg
ANV
p qg P q

X 0 0 X
) (pra)r(p=4q)

(rlg) (L q)

p q Up
(0] 0 q
0
(g pA(p=q)=>q
pv(plitig)ve P 7
‘ L‘p Uq\\‘
Lip \‘ :
plillq . pHilg |
e pv(p q)ﬂ,
X X
Upv(pliiig)vy

(h) (r=q)A(p=—q)=-»

pi(pt q) g
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(p q)H(pH q) Lp pvilp gvliqg

(pUtg)v(ptig)vip

p q
\ R
plilig )

pJHq plUllq rliq
P ‘ .
N (p gV (pliq)
P g ‘
X /\ -
. p (pU0g)v(pUg)vip
X X ‘

(r0 q)a(po Dg)0 Op

Cvicenie 4.2. Pomocou prirodzenej dedukcie dokéZte, ¢i platia relacie logického vyplyvania
@ {p=qq9=>ri-(p=r)

1 p aktivacia pomocného predpokladu
2 p=q 1. predpoklad
3 q=r 2. predpoklad
4 q modus ponens na 1. a 3.
5 r modus ponens na 3. a 4.
6 p=>r deaktivacia pomocného predpokladu
2 (pU 9)
: q B (q\ J r)
‘d@al\l. pomoc. pred.
pllr

(b) {—pv—g}F=(prq)

1 —pV—q aktivécia 1. pomocného predpokladu
2 PAqQ aktivacia 2. pomocného predpokladu
3 p EAna 2. q EAna?2.

4 —q Evnal.a2. —p Evna2.

5 pAqg=p deakt.2.na3. PAg=q deakt. 2. na 3.
6 —(pnq) aplikicia modus tollens na 4. a 5.

7 —pv—g=-(prgq) deakt. 1. na 6.
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(Cpviq) (rlq)

0g \"*_Up (rg) g (Pla) q

(pliq) O(piiq)

(Uvaq)U U(p Uq)
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RieSenie prikladov z 5. kapitoly

Cvicenie 5.1. Vety prepiSte pomocou jazyka predikatovej logiky, pouzite symboly uvedené v
ulohach.

(a) Niekto ma hudobny sluch (H) a niekto ho nema.

(EIxH(x)) A (ElxﬁH(x))

(b) Niektoré diet’a (D) nema rado cokoladu (C).
Jx (D (x) A —|C(x))

(c) Nik, kto nezvladol zasady bezpecnosti prdace (B), nemoZe pracovat’ v laboratoriu (L).
Vx(—|B(x) = —|L(x))

(d) Nie kazdy talentovany maliar (M) vystavuje svoje prdace v narodnej galérii (G).
—N’x(M(x) = G(x))

(e) Len Studenti (S) si moZu kupovat’ studené vecere (V).

(Vx(S(x) = V(x))) A (Vx(ﬁS(x) = ﬁV(x)))

(f) Nie kaZda osoba (0), ktorda absolvovala drahy kurz lietania (K), je dobry pilot (P).
—|Vx(0(x) AK(x)= P(x))

Cvicenie 5.2. Vety prepiste pomocou symbolov predikatov a konstant.

(a) Karol videl Shakespearovu hru Hamlet.
Zavedieme ternarny predikat P(x,y,z), ktory ma vyznam ,,individuum x videlo hru od
v snazvom z ““. Potom veta ma tvar:
P(Karol,Shakespeare,Hamlet),
kde Karol, Shakespeare, Hamlet si konStanty.
(b) Karol videl nejaku hru od Shakespeara.
Pouzijeme rovnaky ternarny predikat ako v predoslom priklade. Potom veta ma tvar:
dx P(Karol,Shakespeare,x)
(c) Niekto videl Shakespearovu hru Hamlet.
Pouzijeme rovnaky terndrny predikat ako v predoSlom priklade (a). Potom veta ma
tvar:
dx P(x,Shakespeare,Hamlet)
(d) Niekto videl hru od Shakespeara.
Pouzijeme rovnaky terndrny predikat ako v predoslom priklade (a). Potom veta ma
tvar:
dx 3y P(x,Shakespeare.y)
(e) Nie kaZdy videl hru od Shakespeara.
Pouzijeme rovnaky terndrny predikat ako v predoslom priklade (a). Potom veta ma
tvar:
—Vx 3y P(x,Shakespeare.y)
(f) Karol videl nejakii hru.

Pouzijeme rovnaky terndrny predikat ako v predoslom priklade (a). Potom veta ma
tvar:
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dx Iy P(Karol,x,y)
(g) Shakespeare nenapisal hru Pygmalion.

Zavedieme binarny predikat P(x,y), ktory ma vyznam ,,individuum x napisalo hru
s nazvom ). Potom veta ma tvar:

—P(Shakespeare,Pygmalion),
kde Shakespeare a Pygmalion s konStanty.

Cvicenie 5.3. Pre dané predikatové symboly P, O a konStantné¢ symboly a, b, pricom Q je
binarny predikat a P je undrny predikat, rozhodnite, ktoré vyrazy su formuly predikatovej
logiky a nakreslite ich syntakticky strom.

Pre dané predikatové symboly P, O, funkcie f, s a konStantné symboly a, b, priCom Q a f'st
binarne symboly a P, s su unarne symboly, rozhodnite, ktoré symboly su formuly
predikatovej logiky. Ak je symbol formula, nakreslite jeho syntakticky strom.

(@) O(f(a).s(p)). Nie je formula, funkcia f je zle pouzita.

(b) P(f(x.s(x))). Je formula.

(c) vx(Q(f (x.a).b)= P(f(ab))). Je formula,
Vx

!
N

/N

A b

VANVAN

(d) (Vx P(f(x.b))= (Ely o(r ) Nle je formula, funkcia f je zle pouZita.
@ (P(x)~0(r (.

(f) 3x (P(Q(x, y))= Q(a,b)) . Nie je formula, unarny predikat P obsahuje ako argument iny

>\\_w

)= ( (P(y) v P(f(y))))) Nie je formula, funkcia f* je zle pouZita.

predikat O, ¢o podl'a definicie nie je pripustné.
(2) EIx(P(x) = (Jy Q(x,y))) . Je formula.

Jx
L
N
P dy
]
X Q
N
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Cvicenie 5.4. Napiste vSetky podformuly z cvicenia 5.3.

(b) {P(/(x.5(x)))}
(© {0(f (x.a),b).P(f(ab)).0(f (x.a).b)= P(f(ab))}
(&) {P(x).0(x.9).3 O(x.7). P(x) = (3y Q(x.7)).3x P(x) = (I O(x.»))

Cvicenie 5.5. Oznacte vSetky premenné, ktoré su viazané a vSetky premenné, ktoré su volné.
Ak v danej formule sa vyskytuju také premenné, ktoré su sti€asne viazané a aj vol'ne, prepiste
formulu do takého tvaru, aby dand premenna bud’ bola viazana alebo vol'na. Ktoré¢ formule su
otvorené formule a ktoré st sentencie?

(@) Vx3y O(x.y)

x a y su viazané premenné, formula neobsahuje voI'né premenné, je sentencia.
(6) O(f(ab).v)= (v P(s(»)))-

Formulu prepiSeme do tvaru Q(f (a,b),y) = (3z P(s(z)))

y je vol'nd premenna a z je viazana premennd, formula nie je ani otvorend, ani sentencia.
(c) O(a.b)v (‘v’x Q(a,x)) .

X je viazana premennd, formula neobsahuje vol'né premenné, je sentencia.

(d) O(x.y)vO(r.x).

x ay st voI'né premenné, formula je otvorena.

(e) O(a.b)A (Elx Jy Q(x,y)) )

x a y su viazané premenné, formula neobsahuje voI'né premenné, je sentencia.
() (Vx Q(a,x)) = (Vx Jy Q(y,x)) )

x, a y si viazané premenné, formula neobsahuje vol'né premenné, je sentencia.

Cvicenie 5.6. Napiste vSetky podformuly z cvicenia 5.5.

(a) {O(x. y) Iy Q(x y) vx 3y O(x.y)}
(b) {0(/(a (2)) 32 P(s(2)).0(/ (@b). ) = (3= P(s(2)))
(©) {0(ab), (a x),Vx Q(a x), (a,b)v(VxQ (a,x))}
(d) {0(x.).0(».x).0(x.y) v O(y.x)}
(e) {0(ah),0(x.¥), 3y O(x,),3x Iy Q(x,»),0(a,b) (3 3y O(x, 7))}
(D) {0(ax),vx 0(a,x),0(1.2),3y O(».2), ¥z Iy Q(¥,2),(vx O(a,x)) = (V2 Iy O(».2))}

Cvicenie 5.7. Prepiste tvrdenie prirodzeného jazyka do formuly predikatovej logiky, vytvorte
negéciu tejto formuly a prepiste tuto formulu do tvrdenia prirodzeného jazyka.
(a) Vtaky sa rozmnozuju vajciami.
‘v’x(Vtak(x) = Mnoz_vaj(x))
EIx(Vtak(x) A—=Mnoz _vaj (x))
Existuje taky vtak, ktory sa nerozmnozuje vajciami.
(b) Kazdy Sportovec ma dobru fyzicku kondiciu.
Vx(sport(x) = ﬁ/z_kond(x))
Elx(sport(x) A ﬁﬁ/z_kond(x))
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Existuje taky Sportovec, ktory nemé dobru fyzicka kondiciu.
(c) Studenti nie vzdy vela Studuju.

Elx(stud (x) = —vela _stud (x))

Vx(stud (x) Avela _stud (x))

Kazdy Student vel’a Studuje.
(d) Ziadne schody nevedu do neba.

Vx (schody (x)= —do_neba (x))

Ix (schody (x) Ado_neba (x))

Existuju také schody, ktoré vedu do neba.
(e) Kazda sa pokusa vystudovat na vysokej skole.

Vx (zena (x) = pokus _stud _univer (x))

Elx(zena (x) A—pokus _stud _univer (x))

Existuje taka, ktord sa nepokusa vystudovat’ na vysokej skole.
(f) Kazdé neparne ¢islo je prvocislo.

Vx (nepar _cislo (x) = prvocislo (x))

Elx(nepar _cislo (x) A —prvocislo (x))

Existuje také neparne ¢islo, ktoré nie je prvocislo.
(g) Kazdy, kto navstivil Anglicko, hovori po anglicky.

Vx(navst _UK (x)= hovori _angl (x))

Elx(navst UK (x) A —hovori _angl (x))

Existuje taky, ¢o navstivil Anglicko a nehovori po anglicky.
(h) Neexistuje dym bez ohna.

—.Elx(dym(x) = ﬁohen(x))

Elx(dym (x) = —ohen (x))

Existuje dym bez ohna.

Cvicenie 5.8. Pomocou prirodzenej dedukcie a sémantickych tabiel dokazte tautologic¢nost’
formul:

@) (Vxo(x)= (3 o()

1] Vxo(x) (predpoklad 1.)

2] o(1) (EV nal.)
3  3xo(x) (I3na2.)

4] Io(y) (substitacia x/y v 3.)
5] (vxo(x))=(3ve(y)) (deaktivacia l.na4.)

=
1] —(Vxo(x)) (predpoklad 1.)

2] —3Ix—o(x)= Vx o(x) (tautologia, cvicenie 8.2h)
3 ——Ix—o(x (I-mna2.al.)

4] 3x—o(x) (E—na3.)

5 —|(Vx (p(x)) = (Elx —mp(x)) (deaktivacia 1. na 4.)

228



—

1 3x—o(x) (predpoklad 1.)
2] Vxo(x) (predpoklad 2.)
3 —o(2) (Ednal.)
4] o(1) (EV na2.)
50 (vxo(x))=o(r) (deaktivacia 2. na 4.)

6] —(vxo(x) (I-na3.a5.))

7| (3x—o(x)) = —(Vx ¢(x)) (deaktivacia 1. na 6.)

(©) =(3x o(x))=(vx—o(x))

Po zavedeni substitiicie ¢(x)/—¢(x) dostdvame —(3x —¢(x))=(Vx ¢(x)), a po znegovani
obidvoch stran vyrazu (ide o negéciu implikacie jednym aj druhym smerom, formulu zakona
kontrapozicie +(p = g)=(—¢g = —p) sme dokazali v cviceni 8.2b) dostdvame po prevedeni
implikacii na ekvivalenciu formulu (3x —¢(x))=—(Vx ¢(x)), ktora je totozna s cvicenim 8.4b,

ktoré sme uz vyriesili.

Cvicenie 5.9. Pomocou dualnych sémantickych tabiel dokazte tautologickost’ formul a potom
vykonajte pomocou inverzného table ich odvodenie pomocou prirodzenej dedukcie.

@) (v) P(x)v (vx) Q(x)= (v2) (P(x) v O(x))
Dokaz tautologi¢nosti tejto formuly bol uz vykonany v priklade 5.13, obr. 5.8, preto

pristipime priamo k dokazu tejto formuly pomocou prirodzenej dedukcie zalozenom na
dualnom sémantickom table.

o()voo() P(i)v P ()
o(1) P
20(1) L P(1)
10(a) “P(a)
210(x) 3 P(x)

200(x) 3 P(x) 00N P(0)

|
1 (vx0 (x)lv VxP (x )) Vx (Q(x ) v P(x))

a (VxQ (x)v VxP (x))v Vx (Q (x)v P(x))

|
(VxQ (x)v VxP (x)) Vx (Q (x)v P (x))
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(b) (36) (P(x) (1) = (3x) P(x) A (3) O(x)

(Ex)(P(x)/\Q(x))3(EIX)P(X)/\(Ex)Q(x) P(( ) —P(") Q(t)\‘/ﬂQ(t)
|
(@) (P ()00 (@) P(x)A (26) 0(x) ~P(() ;Q(g)
(¥) (P (¥)v =0(x)) 3xQ‘(}C)
(3x)P(x)A(@x)0(x) .
P(a)v~0(a) ~rn-20) P(t)\vg(t)
‘ V(=P (x)A=0(x)) #(P(x)v0(x))
ﬁP(a) ‘ e
~0(a) —I(P)vVO())
\ @) P(x) (Bx)0(x) —3x (P (x)v Q(x))‘v x (P(x)v 0 (x))
P(r) Q(t’)w"':‘ 3 (P(x)v O (x))= Ix(P(x)v O(x))
©  (%)(P(x) = 0(x)= ((3) P(x) = (3x) O(v))
(v¥) (P(x)= 0(x))= ((Bx) P ()= (3) O(x)) P(t')v—=P(t') 0(1)v—0()
P -0
~(¥x) (P (x)V O () (~(3x) P(x)v () O (x)) 15(8 ) Q(t(;)
|
@) (PR QW ()~ POVEICE)  (Pla)r—0(a)) 50(r)
(30) (P(x)A-0() E)FEIN-06)
(vx)=P(x) () (PEWOG)  TP()
(Ex)0(x) N
‘ ﬂEIxI\D(x') '
= P(a) —3xP (x v xO(x
06) e

,_ ‘ —(Vx)(=P(x)VvO(x v '—.EIxvaEIxQx
e o) () (P (v () (P (x) 30()

- 50 (vx) (P(x)z Q(x)): (EIxP(x)z Ele(x))
X X

Cvicenie 5.10. Dokézte tautologi¢nost’ tychto formul:
(@)  (vx)(P(x)~0(x))=(Vx)P(x)A(Vx)O(x), tato formula plynie priamo z definicie
univerzalneho kvantifikatora (pre konjunkciu plati asociativny a komutativny zakon),

()(P)n0()= A\ (P12 0(3) = A\P(x)2 [\ Q)= (5) Plx) A () 0(3)

xeU xeU

(b)  (3x)(P(x)vO(x))=(3x) P(x)v(3x) O(x), dokaze sa Uplne analogickym spésobom ako
predchadzajica formula (konjunkcia sa nahradi disjunkciou).
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() () (P(x) A Q(x)) = (3x) P(x) A (3x) O(x)

(@)WY E)PE) (E)0)
(Eix) (P(x)T Q(x))r O ((Eix) P(x)ﬂ (Hx) Q(x))

|
@)(P() (), () P (7)1 0(v)

Jx)(P(x) 1 O(x
SEEED 0wy
P(a) 10(a)
OP()vE 0D
Rt '—P(a)
0@

. t=a
‘ vtl=a

o &0 o)
() (vx)(P(x)= 0(x)) = ((v¥) P(x) = (vx) O())

() (PG 0() 1 () P(x) () 0(x)))
((v)(P(x) Q) (¥x) P(x) ) (vx)O(x)))
(¥ PV 0(x)) ) (#)P(x) 1 (3x) 1 0(x)))
(vx) (0P (x)v O(x))
(v0) P(x)
(@x)] o(x)

000

0 Q(a) o

5";:1 J
: tlt=a

R0 o0)
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RieSenie prikladov z 6. kapitoly

Cicenie 6.1. Pomocou prirodzenej dedukcie odvodte formuly:
@ (Vx o(x))= (3y o(»))

1. Vx ¢(x) aktivacia pomocného predpokladu
2. o(t) EV na I.

3. o(a) substitlicia premennej a = ¢

4. Ix ¢(x) I3 na 3.

T. (Vx (p(x)) = (Ely o y)) deaktivacia pomocného predpokladu

(®) =(¥xo(x)) = (3x —p(x))

=

1. —Vx ¢(x) aktivacia pomocného predpokladu
2. o(t) = Vxo(x) Iv.

3. —mp(t) modus tollens na 1. a 2.

4. —¢(a) substitiicia premennej ¢ = a

3. Ix—@ (x) I3

6. —Vx (p(x) = Elx—mp(x) deaktivacia pomocného predpokladu
P

1. Ix —(x) aktivacia pomocného predpokladu
2. Ix —¢(x) = —¢(a) E3

3. —¢(a) modus ponens na 1. a 2.

4. Vxp(x)= ¢(a) EV

5. —Vx¢(x) modus tollens na 3. a 4.

6. Fx —¢(x) = —Vxp(x) deaktivacia pomocného predpokladu

(c) —|(Elx (p(x)) = (‘v’x —mp(x))

=

1. —3x ¢(x) aktivacia pomocného predpokladu
2. o(t)= Ixp(x) 3.

3. (1) modus tollensna 1. a 2.

4. VX— (x) I3

5. —dx (p(x) = Vx— (p(x) deaktivacia pomocného predpokladu
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=
1. Vx —o(x) aktivacia pomocného predpokladu
2. Vx—¢(x) = —o(1) EV.

3. —¢(1) modus polensna 1. a 2.

4. Ixp(x)=o(t) 3

5. —3x ¢(x) modus tollens na 3. a 4.

6. Vx —@(x)= —Ix ¢(x) deaktivacia pomocného predpokladu

Poznamka: Formulu (c) mozno aj priamo odvodit’ z formuly (b) vhodnou substituciou.

(@) (Vxo(x))=o(r)
Tato formula priamo vyplyva z definicie univerzdlneho kvantifikdtora a z tautoldgie
pPANg=Pp

© o(a)=(Iye(»))

Této formula priamo vyplyva z definicie existencného kvantifikatora a z tautologe pAg = p

Cvicenie 6.1. Pomocou prirodzenej dedukcie odvodte distributivne zakony formuly
kvantifikatorov (5.25)

Cvicenie 6.3. Rieste tieto sylogizmy:
(a)

Kazdy student je maturant

Kazdy maturant nie je analfabet

?

Vx (stu :>mat ))

(ma :> —wmal( ))

stu( ):>mat( )
mat(x):—‘anal( )
Stu(t):>—|anal(t)

(Vx)(stu (x) = —anal (x))

Riesenie: kazdy Student nie je analfabet.

(b)
niektori Studenti su kominari
niektori komindri st maturanti

?

(©)
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Kazdy Student nie je analfabet
niektori analfabeti su véelari

?

(d)
niektori fyzici su astronémovia
kazdy chemik nie je fyzik

?

(e)
niektori fyzici s astrondmovia
niektori astrologovia su astrondmovia

?

Cvicenie 6.4. Pouzitim prirodzenej dedukcie rieSenie sylogizmov z tabul’ky 6.3.
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RieSenie prikladov z 7. kapitoly

Cvicenie 7.1. Pomocou definicnych vztahov (7.8a-b) dokazte tautologi¢nost’ ekvivalencii
(7.6a-b)

(a) Dokaz wk —ogp = 0—¢ : Pre wFog plati (7.8a)
\/ (W'}f(p) (pre l"(w);t@)
—(wEDp) =w ,, O¢ = { wer(») =wEO0—@
0 (pre F(W) = @)

(b) Dokaz —0¢@ =0—¢ : Pre wF 0@ plati (7.8b)
/\ (W' ¥ o) (pre F(w);t@)
—.(w F <>(p) =wkEOop =, vl =wFL-o
1 (pre F(w) = @)

Cvicenie 7.2. Ukazte, ze pre model M (8.7), kde pre kazdé we W , mnoziny dostupnych
svetov st prazdne, F( w) =, kazda formula ¢ je nutna a nie je mozna, t. j. pre l'ubovol'na
formulu ¢ plati Op=1a 0p=0.

Navod: Modalne operatory nech su definované pomocou relacii (7.6), priCom symboly
konjunkcie a disjunkcie st pre n komponent zov§eobecnené takto

" PA.Ap, (pren=1)
I/_}P,-El/\plf\.../\an{l (pren:O)
" P V..VDp, (prenzl)
l\_/lPiEOVPIV...Van{O (pren:O)

Cvicenie 7.3. Pre rozne relacie Specifikované orientovanym grafom zostrojte pravdivostné
hodnoty formul: Op, Og, Op, 0q, O(parg)d(pve)(p=q).

O(p/\q),O(pvq),O(p:q).

l/Q N o Ry B
w,(1,1) ,(0,0) wi(0,1) (L1
(a)

(b) © (d)

Cvicenie 7.4. Pomocou sémantického tabla falzifikujte tautologicnost’ formul, pomocou
otvorenych ciest navrhnite taka pravdivostnl interpretdciu premennych p a g, aby vysledna
pravdivostna hodnota vo svete w; bola nepravda.
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(a) w#(Op/\Oq):O(p/\q),
(b) wkFOp=L0q,
(c) wPf(ODp/\ODq):M)D(p/\q).

Cvicenie 7.5. Pomocou vSeobecnej diskusie dokazte, Ze formula je tautologia (t. j. je pravdiva
v kazdom svete, (Vwe W )(wEo)).

@ ¢=(0(p=q)=(0p=0q))

(b) 9=(0(pAq)=(0pAOq))

© o=(0(pvaq)=(%vq))

Navod: Nech formula ¢ = ( (p=q)=(op :>I:|q)) je pravdiva v aktudlnom svete weW ,
potom (1) podformula ¢, = ( p= q) je nepravdiva alebo (2) podformula ¢, =0p =0gq je

pravdiva. Uvazujme moznost’ (1), to potom znamend, ze v dostupnom okoli I'(w) aktudlneho
sveta w existuje aspon jeden dostupny svet w’ vktorom je podformula ¢, =p=gq

nepravdiva, ¢ize v tomto dostupnom svete plati, ze premennd p je pravdiva a premennd g je
nepravdivd. V moznosti (2) je podformula ¢, =0p =0Og je pravdiva v aktudlnom svete w,
potom v tom istom svete podformula ¢, =Op je nepravdivéa alebo podformula ¢,, =Og je

pravdiva. Potom v okoli I'(w) existuje asponn jeden svet w’" vktorom je premenna p
nepravdiva a v kazdom svete w’’" z tohto okolia je premennd ¢ je pravdiva (pozri tabul'ku,
kde druhy atreti riadok Specifikuju vysledky diskusie o pravdivostnych hodnotach
premennych).

w |lw |[w’|w

p #1110 #

q # 10 | # 1
P=gq # 10 1 1
O(p = q) 0| # | # #
Op 0| # | # #
Ogqg 0| # | # #
Op=>0Oqg |1 | # | # | #
0 1 | # | # #

Znak # reprezentuje lubovolnii pravdivostni hodnotu.  Tymto sme dokazali, ze
v fubovol'nom svete w je formula ¢ =(0( p = ¢) = (0p =0q)) pravdiva, &iZe je tautologia.

Cvicenie 7.6. Dokazte pomocou sémantickych tabiel, Ze formuly st tautologie
(@) (OpAOg)=0(p~q),
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w0 (@ptOg)C O(pq))

whD(D(p]q)] (DpDEIq))

wE (OpLOg)JL(Upv ) wED(pq)(Lpviliq)
le(Dp[Dq) W':D(p,q)
WD:J(Jg‘J\/Lq) wE (LLpvilq)
wEOp wEplg VYwel(w)
wEOg
wE —(—P\/Jq) _—wEp
wEp v eI'(w) CowmEg
w, Ep - Yw, eF(W) ‘
‘;"W|=77p wkTlg
fowE(Cpylg)  Fwpel(w) : ‘ ‘ 3
E y FO
w, Ellp wy Elg wzxjp WX !
(b) Opvlyg :>D(pvq),
whD(Dvaq[ D(pvq))
wE (OpvOg) 10(0philg)
wkE (OpvOq)
wED(Tplig)
wE(pg) 3w el(w)
wEDp
) w ’:Dq'"”*»,
W':Dp W':Dq

w, Fq Yw, eF(w)
X X

() Op==l-p,

wEL(UpULOlp)
wiO((Dp0 COp)(O00p 0 [p))

wE(C(CpT TPV (0P Tp))

wh (DpOop)v (Cp 000 p))

wkE (]pflile)

|
wkEp
wkEO p

wEp Jwel(w
w,ECp VYw, el'(w)
X

(d) 0(prg)=0pA0q,
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wED((plq)l (plily)
wk((pUq)0([@pvOg))

wk [(pD q)
wk (D[va]q)

wE(pllg) 3w el(w)

eomEp
wEq ..

wELp wkFO g

vw, e (W) - w, ’;Up w E g < Wwy eT(w)

(e) O(pvq)E(OpVOq),
wkl ((p\/q) \(\p\/ q))

wk (( (pvq) ] (pv q))H((pv q) (pvq)))
w):(ﬁ (pva)oi(lpv q))v((\pv q) H\(pvq))]

wl:( (p\/q)\‘ (Cpv q)) wk((pv\ g \‘\ (pvq))
W#W(E\ gp\lqu)q) WSE:D((\]\;V‘ qgj))
wP:‘D p w, E(Op ‘\ q)  Vw,el(w)
wkHl g eew ELp Yw, EFgwg

w, Flig-— . Vw, el

-wELp Vw, el"(w) ‘
w, Fllg-- ‘VWZEF(W) ; wEp wklg
w,Fpvg “3\473 el"(w) ‘ ;

; S Ep

. wﬁ))(:q""v Iy, w, €T (w)

1‘“\473 Ep w, F q
X X

(f) D(p/\q):><>p/\<>CIa
wED(@(pig)T i)
wE(@(pHg) (O pvDig))

wkEO(p ) q)
wk (DUvaLq)

w Epllg Vw,ef(w)

-~wEp
wkEq-
wEOp wEO g ‘
w, Ellp w, lZ,qw"" Yw,, w, eF(w)
X X

(8) Oprvg=0(prq),
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wEL@pliigl) (plq))

w#([lp g D( pv q))

wEOp
wkE g
wEO(Cpviig)

wEp  VYwel(w)
w, Eq-. 3w el(w)
w, |:( pv q) Vw; € l"(w)

wy Elp w; Ellg
X X

(h) Op=0(-p=9),

wk —({0p=(-p=>q))
wk(Opat(pa—g))

wHp
wkEo(pa—g)

e Ep  Ywel(w)
T wmE(pa—g) Imel(w)

(i) Op=0(¢= p),
wk—({0p=0(g = p))

whk (El_p ad(ga —p))

wHp
wkd(ga—p)

W Ep VW er{w
T wEga—p  Tw, el(w)

wFg

Cvicenie 7.7. Dokéazte pomocou sémantickych tabiel, Ze formuly nie st tautolégie, pomocou
otvorenej vetvy tabla zostrojte protipriklad, ktory falzifikuje tautologickost’ formuly.
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(a) D(pvq) =0pvlyg,
W)ZL(EI(pv q)u I:Jpvl:lq)

wk (I:I(pvq)](D]p]Eq))

wEO(pvq)
wkTlp

wk g
wE(pvg) Ywel(w)
-wELp Iw, EF(W)
o wy Elg. Elw3 ell'(w)
/ e w, Cwy
- wmEp wEq -
X 0]

(b) (OpA—q)=0(p=4q),
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RieSenie prikladov z 8. kapitoly

Cvicenie 8.1. Dokazte, Ze logické neurény znazornené na obr. 8.2 simuluji uvedené Boolove
funkecie.

Cvicenie 8.2. Zistite aku vyrokovu spojku (Boolovu funkciu) reprezentuje logicky neuron

Xy

X,

Cvicenie 8.3 Zostrojte neuronovu siet’” ekvivalencie pomocou jej disjunktivnej normalne;
formy, (p = q)NDF = (—|p /\—|q)v (p A q) .

Cvicenie 8.4. Zistite aki Boolovu funkciu reprezentuje logicky neurén

X, Y

y

Cvicenie 8.6. Zostrojte neurénova siet, ktord simuluje Boolovu funkciu.
(B.B,) = f(a,,0,,a,) definovani pomocou suétu troch binarnych &islic

B\ B,

Cvicenie 8.7. Zostrojte 3-vrstvova dopredni neurénovu siet’, ktord simuluje Boolovu funkciu
o(p.q.r)=(p=q)=(prgnr)

Cvicenie 8.8. Zostrojte 3-vrstvova dopredni neurénovu siet’, ktord simuluje Boolovu funkciu
Specifikovanu tabulkou

e =l T i f Y ) AN

R QA[N[ N[ [W[N|—|F
e e k= k== =Y ]
——loloi—~lololk
e I = = = R

243



Cvicenie 8.9. Zostrojte tabulku vSetkych moZnych binadrnych Boolovych funkcii tvaru
yv=Ff (xl,xz) a zistite ktoré znich su linedrne separovate'né aktoré nie su linedrne

separovatelné.

Cvicenie 8.10. Nech Boolova funkcia je Specifikovana tabul’kou

#lp |l g | r | [
1folo]o] o
2l oo 1] o
3ol 1]o] o
a4l o[ 1] 1] 1
51 1 ]of]o] o
6l 1 1o 1|1
71 1 1 ]o] o
sl 1 1] 17]o0

Zostrojte neur6n tretieho radu, ktory simuluje tito Boolovu funkciu.

Cvicenie 8.8. Pre Casové elementy 1<¢<10 zostrojte tabul'ku aktivit jednotlivych neuréonov
znazornenych na obrazku, priom v &ase ¢ =1 aktivity st zadané takto: x") = (1,0,0,1).

Cvifenie 8.9. Zostrojte neurénova siet, ktord simuluje Boolovu funkciu.
(B..B,) = f(a,,0,,0) definovani pomocou suétu a siiéinu troch binarnych &islic

(o, +a, )xo, =B,
Cvicenie 8.10. DokéaZte, Ze logické neurdny znazornené na obr. 8.10 simuluju uvedené
Boolove funkcie.
Cvicenie 8.11. Zistite aku vyrokovua spojku (Boolovu funkciu) reprezentuje logicky neurén

Xy

X,
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Cvicenie 8.12 Zostrojte neurdonovu siet’ ekvivalencie pomocou jej disjunktivnej normalne;j

formy, (pzq)NDF =(—pAr—q)v(pnrqg).

Cvicenie 8.13. Zistite aku Boolovu funkciu reprezentuje logicky neurén

X, Y

y

Uloha 8.15. Zostrojte neurénovii siet, ktora simuluje Boolovu
(B.B,)=f(a,.0,,a;) definovani pomocou siétu troch binarnych &islic
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RieSenie prikladov z 9. kapitoly

Cvicenie 9.1. Aka je hodnota Boolovej premennej, ktord je uréend podmienkou
(@) x-1=0 (x=0),

(b) x+x=0 (prex=0),

(c) x-1=x (pre kazdé x),

c(d) x+Xx =1 (pre kazdé x),

(e) x-x =0 (pre kazdé x).

Cvicenie 9.2. Zostrojte tabul'ku funkénych hodnot Boolovej funkcie
@ f(xr.z)=%,

#lx|y|z f
1 {0]0]0 0
210/0]1 0
310[1]0 1
410[1]1 1
511]0]0 0
6 11]0]1 0
711[1]0 0
81111 0
(b) f(x.y.2)=x+yz,
#lx|ylz f
1 {0]0]0 0
21001 0
310[1]0 0
410[1]1 1
511]0]0 1
6 |1]0]1 1
711[1]0 1
81111 1
(©) f(x,y,z)zx)_/+)?)72,
#lx|y|z xy Xyz f
1 {0/0]0 0 1 1
210/0]1 0 0 0
310[1]0 0 0 0
410111 0 0 0
511[0(0 1 0 1
6 |1]0]1 1 0 1
711[1]0 0 0 0
81111 0 0 0
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Cvicenie 9.3. Znazornite Boolove funkcie f (x, v, z) z cvicenia 9.2 na 3-rozmernej kocke tak,

ze hodnoty 1 (0) budu reprezentované na kocke ¢iernym (bielym) bodom.

(a)

z o0
ol

011

O
000
(b)
z o0
ol
011
001 101
y
10
000 100

111

110

Cvicenie 9.4. Pre ktoré¢ hodnoty x a y plati xy=x+y.
(a) Pripad 0 =0, potom x =y =0,
(b) Pripad 1 =1, potomx =y = 1.

Cvicenie 9.5. Zostrojte tabul'ku vSetkych mozZnych binarnych Boolovych funkcii z tabul’ky
1.8 a identifikujte v nej Boolove binarne operacie pomocou sucinu, suctu a negacie.

£=0 fy=xy fi=xy fi=5+xy

fs =Xy fe=Xy+xy fr=Xy+xy fe=Xy+xy+xy
f, =%y fio =XV +xy SJu=xy+xy Jo =Xy + XY+ xy
fy=Xy+xy [ =XV +Xy+xy fis =Xy +Xy+xy Sis =1
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Cvicenie 9.6. Rieste nasledujtice rovnice s exkluzivnou disjunkciou
(a) x®0=x,
(b) x®1=%x,
() x®x=0,
(d) x®x=1.

Cvicenie 9.7. Dokazte, ze platia rovnosti
(a) x®y=(x+)(x),
x@y:(x+y)(5):(x+y)(f+)7):/65+xy+fy+)»j’f
_ {0 (x=»)
1 (x#y)

(b) x®y=xy+xy,
Dokéze sa pomocou predoslého rieSenia (a).

Cvicenie 9.8. Zostrojte dualne vyrazy k tymto Boolovym funkciam
(@ x+y, (X¥)

(b) Xy, (x+)

() xyz+xyz, ((ff?)(xyz)) .

Cvicenie 9.9. Zostrojte Boolovu funkciu f (x, v, z) vo forme sumy produktov klauzul
k premennym x, y a z, ktord ma hodnotu 1vtedy a len vtedy, ak

(@) x=y=0,z=1, (3?)72)

(b) x=0,y=1,z=0,(Xy2)

(c) y=z=1, (xyz+)?yz).

Cvicenie 9.10. Zostrojte spinacie funkcie pre spinacie obvody

(@)
A,
—
A,
Xl (x2 + x3 )
(b)
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<~
-

X, (xzy?l + (x3 +X, ))

Cvicenie 9.11. Zostrojte tabul’ku vystupov logickych obvodov
(a)
X

y

y
(xvy)/\—g/

(b)

X

y
—|(—|x N —|y)

()
y

z
X

(—|(x/\y))v(xv—|z)

Cvicenie 9.12. Zostrojte logické obvody, ktoré¢ simuluju Boolove funkcie
(@) x+y,
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Cvicenie 9.13. Zjednoduste logické obvody

(b)

N e

X
y
z %Dﬁ

NVZ+XYZ+DZ+XYZ=x(y+Y)Z+X(y+7)Z=x2+X2 =(x+X)

N|
1
N|

(c)
X
y
z
X-

z

v

(fyz)(xEJr ff) =Xyzxz +xyzyz =0
Nt

0 0

Cvicenie 9.14. Pomocou Quinovej a McCluskeyho metdédy najdite optimalne vyrazy
k Boolovym funkcidm
(a) wxyz+wxyz +wxy z + wxyz + wx yz,

wxyz wxyz WXy Z WXyz WX yz

WXz wxy wyz

[ =wxz+wxy + wyz + wxyz
(b) wxyz + wxyz + wxyz + wxyz + wxyz + wx yz,

WwXyzZ wXyz WwXyz wxXyz wXyz wX yz
Xyz wyz

P

yz

f=yz+wxyz + wxyz + wx yz
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(C) wxyz+wxyz + wxyz+wxyz+wxyz + wxyz+ wxyz + wxyz .
wWXyz  Wxyz WffZ WX %z WX, E z va%z wWXyz  Wxyz
wxy  wxz wyz Xyz wxXy  Xyz wyz
yz
f=wxy+yz+wxy+wxyz
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