2. kapitola

Vyrokova logika II — Logicky a sémanticky dosledok, teoria a
model, korektnost’ a uplnost’

2.1 Odvodzovanie formil vyrokovej logiky, logicky dosledok, syntakticky
pristup
Logicky dosledok je presne Specifikovany sposob odvodzovania logickych zakonov
(tautologii), pricom sa vychadza z niekol’ko malo vopred vychodiskovych zakonov — axiém
(tautologii), z ktorych pomocou presne Specifikovaného spdsobu dokazu zostrojime nové
zakony (tautologie).
V prvom kroku uvedieme tri zakladné pravidla pre konstrukciu logického dosledku:

(1) Pravidlo modus ponens (pravidlo odlucenia) . Ak formuly ¢ a ¢ = st pravdivé, potom

je pravdiva aj formula y. Toto pravidlo sa niekedy zapisuje aj ako schéma
¢

" 2.1)

< |6

(2) Pravidlo substitucie. Nech ¢ je tautologia, ktora obsahuje vyrokové premenné
(p1.pyop,). Nech {y,,y,,..,y,}je mnozina Tubovolnych formul (ktorych pocet je

rovnaky ako pocet premennych v @). Nech formula y vznikne z ¢ tak, ze kazda premenna p;
je substituovand formulou y;, pre i =1,2,...,n

v=0(p/v,,p,/Vs .0, W,) (2.2a)
Potom takto vytvorena formula y je opét’ tautologiou.

(3) Pravidlo nahradenia ekvivalentych podformul. Nech ¢ je tautoloégia a nech y vznikne
z @ substitaciou jej 'ubovolnej podformuly ¢' < ¢ formulou ', ktora je s ou ekvivalentna,

o=y
v=0(¢'/y) (2.2b)
potom aj y je tautologia.

Ak by sme boli striktne dosledni, posledné dve pravidla (2.1-2) méZzeme povazovat za
nadbytocné, pretoze formalny systém je definovany nad ,,metasymbolmi®, kde napr. ¢ = vy

reprezentuje nekonecne velkt (ale spocitatelni1) mnozinu formual — schém, kde komponenty
implikacie @ a y moéZu byt’ neatomické formule vyrokovej logiky (napr. (pAg)=(pvq)).

Priklad 2.1. Pravidlo substittcie budeme ilustrovat’ tautologiou
o(p.q)=—pr= ((p vg)= q) , vykondme tuto substiticiu premennych p/p a gq/(qvr),

potom tautoldgia ¢ ma tvar y =—p = ((pv gvr)=(qv r))
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K ilustracii pravidla nahradenia ekvivalentnych podformul uvazujme tautolégiu
(( pv(gn r)) = (( pvg)n(pv r))) . Kazdu jej disjunkciu nahradime prislusnou implikaciou

(vyuZijeme tautologiu(p v g)=(—p = ¢)), dostaneme
((ﬁp =(gn r)) = ((—|p = g)n(-p= r)))

na zaver vykoname substiticiu p/—p vyberieme si podformulu pv g, nahradime ju za
ekvivalentnt formulu p = ¢, tymto spésobom zostrojime kone¢nt tautologiu

(= (arr)=((r=a)r(p=1)))
ktora mézeme interpretovat’ tak, ze implikacia zl'ava je distributivna vzhl'adom ku konjunkcii.

Definicia 2.1.
(1) Formula ¢ sa nazyva bezprostrednym logickym dosledkom mnoziny formul
@z{(pl,(pz,...,(pn} vtedy a len vtedy, ak vznikne aplikaciou jedného z pravidiel

logického dokazu na formuly z ®@.
(2) Formula ¢ sa nazyva logicky dosledok mnoziny formul ® (o oznacime ® & ¢ vtedy
a len vtedy, ak ¢ € ® alebo je bezprostrednym dosledkom ® alebo je bezprostrednym

dosledkom ® rozsirenej o niektoré jej bezprostredné dosledky.

(3) Konecna postupnost formul ¢,,9,,....¢, sa nazyva dékaz formuly ¢ z mnoZiny ® vtedy

P
a len viedy, ak ©=¢, akazda formula ¢; z tejto postupnosti je bud’ bezprostrednym

logickym dosledkom niektorych formul z ® alebo formul ¢,,¢,,...,, , .

Negaciou relacie @ F ¢ dostaneme novu relaciu @ ¥ o=, —|(CD - (p) , ktora ¢itame ako ,,nie
je pravda, ze formula ¢ logicky vyplyva z mnoziny ®“ , ¢o moézeme zjednodusit ako
~formula ¢ logicky mevyplyva zmnoziny ®*“. K lepSiemu pochopeniu tejto definicie
uvedieme tento jednoduchy ilustra¢ny priklad.
Priklad 2.2. Nech @ = { pv—p,p= (q = p)} . Na 2. formulu z @ aplikujeme 2. pravidlo
(substitucie) tak, ze premenni ¢ nahradime 1. formulou z @, t. j. vo formule p = (q = p)
vykoname substiticiu p/(pv—p), dostaneme
Teraz pouzijeme 1. pravidlo (modus ponens) vzhl'adom k 1. formule z ®

pNvy—p

q=(pv-v)
Mozeme teda povedat, Ze formula ¢ = (q = ( pVv ﬁp)) je logickym désledkom mnoziny

formal @, t.j. DFg=(pv—p).
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Termin ,,logicky dosledok* je ilustrovany obr. 2.1, kde logicky dosledok ye modze byt

rekuretne Specifikovany takto

Ve =0((0(¢,).9,).0(0(05.9,),0(5))) (2.3a)

kde O je unarny/bindrny operator reprezentujuci pravidla (2.1-3). Postupnost  formul
reprezentuje logicky dokaz formuly ye z mnoZiny formil @ ={¢,,¢,.....¢s}

W, 2V, DY DY, DY Y (2.3b)

kde vysledok s je uvedeny v ramceku.

Definicia 2.2.

)

2

Mnozina predpokladov @ = {(pl,(pz,...,(pn} sa nazyva kongzgistentnd vtedy a len vtedy, ak
existuje taka formula y, Ze plati bud ®Fy alebo (s vylua¢enim — exkliziou, @)
@ F -y, ¢o formalne vyjadrime formulou

((d) Fy)®(P I——w))z(d) I—\u@ﬁw]
1
Negaciou vysSie uvedenej definicie konzistentnosti dostaneme, Ze mnoZina

predpokladov @ ={¢,,9,,....¢,} sa nazyva nekonzistentnd vtedy alen vtedy, ak pre

kazdu dvojicu formuly ajej negacie, v a —w, plati, Zze ich relacie logického
vyplyvania z predpokladov @ st logicky ekvivalentné, ¢o formalne vyjadrime
formulou

(d)l—\y)z(dbl——'\u)z(d)l—wz—.w].

0

Na zéklade znaenia pouZzivaného v tejto definicii konzistentni mnoZzinu (tedriu)

oznacime ako ®F1, apodobne, nekonzistentt mnozinu oznac¢ime @ F 0. Pri konstrukcii

druhej Sasti definicie sme pouzili formulu —(p@¢)=(p=gq).

Pri odvodzovani s vyhodou mézeme vyuzivat nielen pravidla odvodzovania, ale aj

formuly o ktorych vieme, ze su logické zakony (tautologie). Takychto formul je nekonecne
mnoho, preto z nich vyberieme niekol'’ko malo, priCom nasou snahou bude ukazat’, Ze z takto
vybranych je mozné odvodit’ vSetky ostatné logické zdkony (tautologie). Tieto zakladné
formuly nazveme axiomy V naSich nasledujicich uvahach budeme vyuzivat tychto desat
axiom (Hilbertov systém axiom):
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Ay p=>(q=p) (2.4a)

ax,  (p=(a=1))=((p=a)=(p=7)) (2.4b)
Avs (prg)=p (2.4¢)
Axs  (Prg)=4¢ (2.4d)
Axs  r=(qa=(pnrq)) (2.4¢)
Axg  pr=>(pva) (2.4f)
Ax;  9=>(pvq) (2.4f)
Axs  (p=>r) ( (g=r)= pvq):r)) (2.4g)
Axe  (P=a)=((p=>-9)=-») (2.4h)
Axy g ——p=>p (2.41)

Odvodzovanie z predpokladu @ sa chape ak odvodzovanie z roz§irenej] mnoziny @ o tieto
axiomy, ®U{4x,Ax,,..,Ax,}. Potom budeme otakavat, Ze logické zakony su vietky

formuly, ktoré su dokéazatelné z prazdnej mnoziny predpokladov @ .

Priklad 2.3. Dokazte Fp= p.

1.

krok dokazu. V  Ax; vykondme substiticiu g / ( p= p) , dostaneme
p=((r=pr)=r).

krok dokazu. V Ax,  vykoname substituciu ¢ / ( p= p) a r/p, dostaneme
(p=((r=r)=r))=(r=(r=r)=(r="r)

krok dokazu. Aplikujeme modus ponens na formuly z 2. al. kroku, dostaneme
(p=(p=p))=(r="r)

krok dokazu. V Ax; vykoname substiticiu ¢/p, dostaneme p = (p=> p)

krok dokazu. Aplikujeme modus ponens na formuly z 3. a 4. kroku, dostaneme
p = p, ¢o bolo treba dokazat'.

Priklad 2.4. DokéZe {p=q,g=>r|F(p=r).

l. p=>g¢q (predpoklad)

2.9g=>r (predpoklad)

3. (¢q=r)=> (p =(¢g= r)) (Ax; , substiticia p/(g=r) a q/p)
4. p=>(qg=r) (aplikacia mp na 2. a 3.)

5. (p:(q:r)):((p:q):(p:r)) (4x3).

6. (p=q)=>(p=>r) (aplikacia mp na 4 a 5)

7. p=>r (aplikaciamp NA 1. A 6.)

Postupnost’ formil tvoriacich dokaz { p = g,q = r} - ( p = r)obsahuje sedem formil (dokaz

ma sedem krokov) ¢,,¢,,...,@,, ktoré st ur¢ené takto:

O =p=q,0,=q=r, (p3=(q:>r):>(p:>(q:>r)),
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0, =p=(q=r), o;=(p=(a=r))=((r=49)=(p=7)).
0 =(p=aq)=>(p=r). ¢, =p=r.
Posledny ¢len tejto postupnosti @7 je dokazovana formula, prvych Sest’ ¢lenov bud’ patri do

predpokladov 7 odvodenia alebo su to axidémy upravené vhodnou substituciou alebo vznikli
aplikaciou modus ponens na predchédzajice formuly postupnosti.

Poznamenajme, Ze uz tak jednoduchy dokaz, akou je formula + p = p, vyzaduje 5

krokov. Pracnost’ dokazov zlozitejSich formul rychle rastie ¢o sa tyka poctu jednoduchych
elementarnych krokov. Preto je velmi dolezité vo vyrokovej logike ndjst metodu, ktora
podstatne zjednodusuje Struktiru dokazu. Toto zjednodusenie poskytuje veta o dedukcii, ktord
Specifikuje vztah medzi dokézatelnostou formuly ¢ z predpokladov obsahujucich pomocny
predpoklad .

Veta 2.1. (o dedukcii).
(1) Nech @ = {(pl,(pz,...,(pn} Jje mnozina predpokladov (teoria) a ¢, y su nejaké dve formuly,

potom O U {(p} Fw plati prave vtedy a len vtedy (vit) ak ® o = ¢

(d)u{(p}l—\v)z((l)l—(p:\u) (2.52)
(2) Vlastnost {(pl,(pz,...,(pn} = plati vtedy a len vtedy, ak =@, AQ, A..AQ, = Y
({01020, FW)=(F @, A0, A ng, = ) (2.5b)

Formula (2.5a) znamena, Ze ak zrozsirenych predpokladov {¢,.¢,....¢,}U{e} vyplyva

logicky désledok v, potom tato vlastnost’ je ekvivalentna tomu, ze z pévodnych predpokladov
{(pl,(pz,...,(pn} vyplyva logicky dosledok ¢ = . Dokaz tejto vlastnosti vykoname v dvoch

nezévislych krokoch:
(1) Predpokladajme, Ze plati @+ ((p = \|1) , potom existuje (na zaklade definicie 2.2)
postupnost’ formula,,a,,...,a ,, kde o, =@ =y, ktora reprezentuje dokaz formuly ¢ = vy

z predpokladov tedrie @ . Ak rozsirime teériu @ o dodatocny predpoklad ¢, potom pouzitim
modus ponens na formulu o, =¢=y adodato¢ny predpoklad ¢ dostaneme formulu .

Tymto sme dokdzali, Ze predpoklad © + ((p = \u) implikuje dosledok @ U {(p} vy, o bolo
potrebné dokazat'.

(1") Predpokladajme, Ze plati @ u{(p} Fwy, potom existuje (na zdklade definicie 2.2)
postupnost’  formulf,,B,,...B,, kde P =y, ktorda reprezentuje dokaz formuly
z predpokladov rozsirenej tedrie @ u{(p}. Pre zjednodusenie nasho dokazu predpokladajme,
Ze posledna formula 3, = vznikla aplikaciou modus ponens na dodato¢ny predpoklad ¢ a
predchadzajicu (vzhladom k f,) formulu B, =@ =y, kde i<g. Tymto sme dokazali, ze
predpoklad ®U{e}Fy implikuje doésledok @ (o= 1), Co bolo potrebné¢ dokazat.
Spojenim tychto dvoch casti dokazu dostaneme, Ze relacia @ u{(p} Fwv je ekvivalentna

relacii @ (¢ = ), ¢im sme zavisili dokaz prvej Sasti vety o dedukeii.
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(2) Druhu cast' vety (2.5b) dokaZzeme n-nasobnym pouzitim 1. Casti vety o dedukcii,
dostaneme ¢, = ((p2 =..(¢, = (p)) , ¢o mdzeme prepisat’ pomocou ekvivalentnych Gprav
do tvaru F—(@ AQ,A..AQ,)Ve, ktory je ekvivalentny s dokazovanou formulou
F@,AQ,A...AQ, = @. Pretoze tUpravy pouzivali len ekvivalentné upravy, dokazana
implikacia plati v oboch smeroch. Pre jednoduchost’ Studuyjme formulu F¢, = ((p2 = (p) ,
postupnym pouzitim troch zndmych ekvivalencii vyrokovej logiky (p=¢)=(-pvyq),
(-pv—q)=—=(pnrg) a (pvq)vr=pv(qvr), dostaneme postupnost ekvivalentnych
formal: o, = ((p2 = (p) , Fo, = (—|(p2 V(p) , =0, \/(—|(p2 \/(p) , I—(—.(pl \/—|(p2)\/(p,
F=(¢, A9,)ve, (@ A9,)= 6 , o bolo potrebné dokazat’.

Veta 2.2. Rozne modifikacie vety o dedukcii su tieto:

(a) ((I) U{elH \V) A(Fo)= (@), t. j. vmnozine predpokladov @ nie je potrebné
uvadzat’ formuly, ktoré logicky vyplyvaju z axiéom (logické zakony).

(b) (CI) F \|/) = ((D v/ {(p} = w) , t. j. pridanie dalSich predpokladov nemdze zmenit
dokézatel'nost’ formuly.

() (PFo) /\(d) U{e}H \|1) = (®Fy), t j. dosledok predpokladov nie je potrebné
uvadzat’ medzi predpokladmi.

d (PFo)a ({(p} = \|1) = (®Fy), t. j. dosledok dosledku mnoZiny predpokladov je
taktiez dosledkom mnoziny predpokladov.

() (PFO)A(PFY)A ({(p,\u} = oc) = (®Fa), dosledok  dosledkov ~ mmnozZiny
predpokladov je taktiez dosledkom mnoziny predpokladov.

H Ak (PFQ)A(PFy)=(PFeAy), t . konjunkcia dosledkov mnoZiny
predpokladov je taktiez dosledkom mnoziny predpokladov.

(h) ((I) Fo=(v= oc)) = (CD Fo=(v= oc)) , t. j. na poradi predpokladov nezaleZi.

(i) @U{pAy}t o prave vtedy, ak si¢asne ® U{p}Foa a ® U{y}ta. Veta o dokaze
pomocou analyzy jednotlivych pripadov.

0) (q)u{(pvw} = oc) = (CD U{o}H oc)v((D {y} (x), t. j. ak sicasne @ U{o}F a alebo
dU{ylka.

(k) ((I) u{(p} H \|/) /\(CD u{—.(p} = \|/) = (CD - \y) , t. J. formula @ je neutrdlna vzhl'adom
k formule .

Doporucujeme citatelovi, aby vykonal dokaz tychto vlastnosti.

Veta o dedukcii 2.1 umoznuje podstatné skratenie dokazov formul vyrokovej logiky.
Mozeme ju chapat’ ako nové (Stvrté) pravidlo odvodzovania (pozri vyrazy (2.1-3)). V ¢om
spociva vyhodnost’ tejto vety pri dokaze formtl? Ak postupujeme len podla pravidiel (2.1-3)
musime striktne dokazat® kazdG formulu postupnosti @,,¢,,...¢, v prisluSnych
predchadzajucich krokoch dokazu. Ak pouzijeme vetu o dedukcii ako nové pravidlo dokazu,
modzeme postulovat’ ad-hoc dve formuly ¢ a vy, ak sa ndm podari dokazat T u{(p} Fw,

potom automaticky plati aj ® - ¢ = vy, t.j. implikdcia ¢ = y je logickym dosledkom tedrie
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(mnoziny predpokladov) @ . Hovorime, ze formula ¢ je dodatoény predpoklad, jej zavedenie
do predpokladov nazyvame aktivdcia dodatocného predpokladu. Jej prenos do implikacie sa
nazyva deaktivdacia dodato¢ného predpokladu; po deaktivacii uz formulu ¢ nemdzeme
vyuzivat v rdmci daného dokazu.

Priklad 2.5. Pomocou vety o indukcii dokdzte formulu hypotetického sylogizmu
l—(p:q):((q:r):(p:r))

l. p aktivacia 1. pomocného predpokladu

2. p=>q aktivacia 2. pomocného predpokladu

3.g=>r aktivacia 3. pomocného predpokladu

4. q pouzitie pravidla "modus ponens" na 1 a 2

5.r pouzitie pravidla "modus ponens" na 3 a 4

6. p=>r deaktivacia pomocného predpokladu 1

7. (9= r)=(p=r) deaktivacia pomocného predpokladu 3

8. (p=>q)= ((q =>r)=(p=> r)) deaktivacia pomocného predpokladu 2, QED

Tento dokaz mozeme taktieZ prezentovat' v zjednoduenom tvare {p —q,q > r}-(p —>r),
k jej dokazu predpoklady rozSirime o pomocny predpoklad { p} . Tato formulu logického

vyplyvania l'ahko dokdzeme pouzitim 2-krat pravidla modus ponens. Na zaver dbdkazu
vykoname deaktivaciu pomocného predpokladu { p}, ¢im dostaneme dokazovanu formulu

logického vyplyvania.

Priklad 2.7. Pomocou vety o indukcii dokéazte formulu +(p = q)= (—g = —p).

l. p=¢q aktivacia 1. pomocného predpokladu
. g aktivacia 2. pomocného predpokladu

2

3. —p pouzitie pravidla "modus tollens" na 1 a 2
4. -q = —p  deaktivacia pomocného predpokladu 2
5

(p=4q)=(—g=-p)  deaktivacia pomocného predpokladu 1, QED

2.2 Sémanticky dosledok, sémanticky pristup k odvodzovaniu formiil,

Aky je vztah medzi axiomatickou metddou vystavby vyrokovej logiky a sémantickym
pristupom verifikdcia formal pomocou ich pravdivostnych hodn6t? Dokazeme, ze tieto dva
pristupy st ekvivalentné, kazda formula, ktora je odvoditelna z daného suboru axiém
pouzitym pravidiel odvodenia (hlavne modus ponens) je aj tautologia (pravdivéa pre kazda
interpretaciu jej premennych) anaopak, kazda tautoldgia je je aj odvoditel'na z axiém
pomocou pravidiel odvodenia. Toto je unikatna vlastnost’ formalneho systému, kde sa takto
prekryva syntax so sémantikou, kde nemézeme striktne od seba oddelit’ tieto dva pristupy.
Tato vlastnost ma vyznamny dopad na vyrokovl logiku, to ¢i nejaké formula je logickym
zakonom (teoréma) mozeme jednoducho testovat napr. pomocou tabulkovej metddy,
nemusime nasu pozornost neustdle obracat’ na pomerne tazkopadne techniky logického
dokazu.
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Definicia 2.3.
(1) Teoriou T vyrokovej logiky je Tubovolnd neprazdna mnozina formul,

T={0,9,,...9,}.
(2) Ak pre tedriu T existuje také interpretacia t, pre ktorti su vSetky formule pravdive,
val (¢,)=1, pre i=1,2,...,n, potom tieto interpretacie T sa nazyvaju model teérie a

st oznaGené symbolom [®] ={t,1,,....7,}.

3) Tedéria T je konzistentna, ak ma model (|ICD]]¢®), ak tedria nemd model

([®]=2), potom sa nazyva nekonzistentna.

Priklad 2.8. Nech tedria @ obsahuje tri formuly
d={g,=(pva)=(pra).o,=(P=9)r(a=P).0s=(—pr—=q)=(pP=4q)} (*
chceme zistit’, ¢i tato tedria ma model. Pomocou tabulkovej metédy uréime pravdivostné
hodnoty tychto formul pre vSetky mozné interpretacie, pozri Tabulku 2.1.

Tabul’ka 2.1. Pravdivostné hodnoty formul z tedrie (*).

V4 q D1 02 D3
0 |0 1 1 1
0 1 0 0 1
1 0 0 0 1
1 1 1 1 1

Ztabulky 2.1 vyplyva, Ze existuje dve interpretacie premennych, t, =(p/0,4/0) a
1, =(p/1.q/1), pre ktoré st vietky formuly z @ pravdivé, t.j. interpreticie | a T> s modely
teorie @, [D] :{‘rl,‘rz}. Moézeme teda povedat, ze tedria @ je konzistentnd, o vyplyva

priamo zo skuto¢nosti, ze ma model.

Definicia 2.4. Formula ¢ sa nazyva sémanticky doésledok tedrie © (co oznacime ®F @)

vtedy a len vtedy, ak kazdy model tedrie ® je aj modelom formuly ¢ (t.j. formula ¢ je v [®D]
pravdiva)

(d) F (p) = tef (pre kazdeé t € [[(ID]D(valT ((p) = 1) (2.6)

Majme teériu @ = {(pl,(pz,...,(pn} , potom pre kazdu interpretacia T, ktora je modelom teérie @
plati, ze pravdivostné hodnoty vSetkych formul st 1, val, ((pl.) =1. Nech ¢ je sémantickym
désledkom teorie @, potom pre kazdy model — interpretaciu z plati: val (¢)=val (9,)=1,

pre i=1,2,...,n.

Priklad 2.9. Nech teoéria @ je definovana rovnako ako v priklade 2.1, ma dva modely uréené
interpretaciami premennych t, =(p/0,9/0)a 1, =(p/1,q/1). Uvazujem formulu ¢ v tvare

P Aq, potom tato formula nie je sémantickym ddsledkom teodrie @, pretoze len pre model 1,

je formula pravdiva, val_ ((p) =1, pre model 1, uZ nie je pravdiva, val_ ((p) =0. UvaZujme iny
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tvar formuly @=p =g, pre tito formulu plati val, (¢)=val_(¢)=1, to znamena, Ze tito
formula ¢ = p = ¢ je sémantickym dosledkom danej tedrie (*)
{(pva)=(pra)(p=9)r (9= P).(-pr-q)=(P=4q)}F(P=q)

Nech @ = je prazdna teéria (neobsahuje ziadnu formulu), formalne mézeme teda
povedat’, ze 'ubovol'nd interpreticia r je modelom tejto tedrie. Ak formula o je tautoldgia
(pre kazdu interpretaciu z plati val (¢)=1), potom & F ¢, alebo jednoduchsie ¢. Toto

oznacenie tautologie sme uz bolo pouzité v definicii 1.4.

Veta 2.2. Nech @ je teoria a ¢, y su formuly. Ak sucasne plati ®F o=y a O F ¢, potom
OFwvy.

Z predpokladov vety vyplyva, Ze existuje taky model 7 tedrie @ , ze formuly ¢ =y a @ st
pravdivé, val ((p = \|/) =val_ ((p) =1, potom z vlastnosti implikacie vyplyva (pozri tabulku
1.1), Ze plati aj val, (\|J) =1. To znamen4, Ze formula y je sémantickym doésledkom teodrie @,

@ F vy, ¢o bolo potrebné dokézat'.

Veta 2.3. Nech formula ¢ je sémantickym dosledkom teorie ® = {(pl,(pz,...,(pn} ,DF o, potom

Sformula @, AQ, A...AQ, = @ je tautologia.

Ak existuje taka interpretacia T, Ze val, ((pl APy A AP, = (p) =0, potom musi sucasne platit’
val (¢, A@, A...An¢,)=1 a val_(9) =0, Co je viak v protiklade s predpokladom vety, QED.
Predpokladajme, Ze teoria @ je nekonzistentna, t.j. nema model, potom pre kazda
interpretaciu premennych t plati val (¢, A@, A...A®,)=0. To znamend, Ze pre l'ubovolnu
interpretaciu T je vyrok ¢, A@, A...A@, = ¢ pravdivy, Cize tato formula je tautoldgia, tym

sme dokazali, Ze pre nekonzistentnu teoriu ®© kazda formula ¢ je jej logickym désledkom.

Priklad 2.10. Nech ® = { PA —.p} je tedria obsahujuca jednu formulu - kontradikcia, ktora je
pre kazdu pravdivostnu hodnotu premennej p je nepravdiva, val,_,, ( PA —|p) =0, potom

viak formula (p A—p)=> ¢ je tautologiou, ¢ize plati {p A—p}F .

2.3 KonStrukcia sémantického désledku pomocou modelu tedrie

Nech [®@] je model teorie @ = {(pl,(pz,...,(pn} , ktory obsahuje a interpretacii premennych

[®]= {rl,rz,...,ra}
Tento model mézeme zostrojit’ pomocou tabul’kovej metddy, ktord je aplikovana separatne
pre kazdu formulu z teérie @ . Predpokladajme, Ze pozndme mnozinu [®], potom modézeme

upriamit’ nasu pozornost’ na konstrukciu formuly ¢, ktora je pravdiva pre kazdu interpretaciu
te[®], t. j. je sémantickym dosledkom tedrie @ . Definujme premenné pre dani

interpretaciu ©=(1,,1,,...,7, ) €[P]
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p, (dkt =1)

pl_(T’) =<—p,  (akt,=0) (2.7)
1 (ak T, = #)
Potom mdzeme definovat’ konjunktivnu klauzulu (pozri (1.11-13))
Vo (P o2,) = P AP A P (2.8)
Pomocou tejto klauzuly definujme vyslednti funkciu
(p(p],pz,...,pn)z \/ pl(r) /\pgt) /\.../\p,(f) (2.9)

te[D]
ktora je pravdiva pre kazdu interpretaciu 1 € [D]
(pre kazdé v e [@])(val, (¢) =1) (2.10)

Tymto sme dokazali, ze formula (2.9) je sémamtickym dosledkom logicky ddsledok teorie @,
t.j. DFo.

Veta 2.4.
Ak tedria <I)={(p1,(p2,...,(pn} je konzistentna, t. j. [®]#, potom mozeme zostrojit

pomocou (12) taku formulu ¢, ktora je sémantickym dosledkom tedrie @, © F .

Pomocou tejto vety mdzeme zostrojit’ ,,minimalny tvar* formuly ¢, ktora sémanticky vyplyva
z tedrie @. Tato formula moéze byt rozSirend do tvaru formuly ¢, , ktord taktiez sémanticky
vyplyva z tedrie @

Qo =PVYX (2.11)
kde y je 'ubovolnéd formula. Cahko sa presved¢ime o tom, Ze aj rozSirend formula ¢, pre

ext

Pubovolné . Pre kazd¢ 1te€[®] apre kazda formulu ¢ ,e®  plati
val_ ((pi) =val_ ((p) =val, ((pm ) .

Priklad 2.11. Uvazujme teériu @ = { p=>q9p= r} , pomocou tabulkovej metody

jednoducho zistime, Ze dana tedria @ ma Styri interpretacie, pre ktorti st vSetky formuly
pravdivé

T, =(0.##), 1, =(0,#1), 1,=(0,L#), 1, =(#11)
kde symbol ‘#° znamena lubovolny znak 0/1. Lahko sa presved¢ime, ze pre takto
Specifikované interpretacie, formuly zteorie @ su pravdivé. Pomocou formuly (2.9)
a interpretacii t;, pre i = 1, 2, 3, 4, ktoré boli zostrojené v priklade 9 zostrojime formulu

o(p.q.r)=(=p)v(—prr)v(-prg)v(gnr)
=(—|p)/\(1vrvq)v(q/\r)

1

=(—p)v(gar)=(p=qnr)
Tato formula p=gAr sémanticky vyplyva zpredpokladov obsiahnutych v teodrii

@z{p:q,p:r}
{p=q.p=>riF(p=qnr)
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Priklad 2.12. Majme teériu ® ={p = ¢,q = r}, naSou ulohou bude najst’ taki formulu ¢,
ktora sémanticky vyplyva z tejto tedrie, @ F ¢ . Pouzitim tabulkovej metddy zistime, ze tato
teoria ma model, ktory obsahuje tri interpretacie

[@]={x, =(00#),7, =(0#1),7, = (#11)}
Jednotlivym interpretaciam priradime na zaklade (2.9) tieto konjunktivne klauzuly

¢, =—PA—q
(p,cz =P AF
¢, =gAr.

Pouzitim (14) dostaneme

(pz(—|p/\—|q)V(—|p/\I’)V(Q/\I’)E —|p/\(q31") \4 (p:>q)/\l" :(—|p/\(p2)V((p1/\l")
¢ P

PretoZe pozadujeme pri definicii sémantického vyplyvania, aby formuly ¢,,¢, boli pravdivé
pre kazdé t e [[(Dﬂ , potom formulu @ méZeme zjednodusit’
(p:(ﬁpAl)v(lAr)Ep:Mf
Tymto sme dokazali, ze z teorie @ tautologicky vyplyva p = r, Cize
{p:>q,q:>r}l=(p:>r)

Priklad 2.13. Majme teoriu @ = { p=q,r= q} , naSou ulohou bude ngjst’ taki formulu o,
ktora sémanticky vyplyva z tejto tedrie, @ F ¢. Pouzitim tabul'kovej metody zistime, Ze tato
teoria ma model, ktory obsahuje Styri interpretacie
[®]={r, =(0#0),7, = (01#),7, =(#10),7, = (#1#)}
Jednotlivym interpretaciam priradime na zaklade (2.9) tieto konjunktivne klauzuly
¢, =—pA-r

¢, =—PANq
@, =gA-r
(Pr4:q

Pouzitim (14) dostaneme

(p:(—|p/\—|r)v(—lp/\q)v(q/\—‘r)v(q)Eq/\[lv—.lzv—'pJv(—'p/\—'r)
=qv—(pvr)=(pvr)=gq
Tymto sme dokézali, Ze z tedrie @ tautologicky vyplyva pvr = gq, Cize

{p:q,r:q}lzpvr:q

Priklad 2.14. Majme teériu © = { p=>q,p=> —|q} , naSou ulohou bude n4jst’ taka formulu o,
ktord sémanticky vyplyva z tejto tedrie, @ F ¢ . Pouzitim tabul'kovej metody zistime, Ze tato
tedrie ma model, ktory obsahuje dve interpretacie

[®] ={z, =(00),t, =(01)}

Jednotlivym interpretaciam priradime tieto konjunktivne klauzuly
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¢, =—PAq
¢, =PNg
Pouzitim (14) dostaneme

(p:(—|p/\—|r)\/(—|p/\r)E—p/\[—'rvrjz—'p

1
Tymto sme dokazali, ze z tedrie @ tautologicky vyplyva —p , Cize

{p=q.p=>—-q}F-p

2.4 Vieobecné vlastnosti vyrokovej logiky

V kapitole 1.3 bolo jasne ukézané, ze vyrokova logika je rozhodnutel’na, existuje algoritmus
(napr. tabulkovd metoda), pomocou ktorého jednoznacne rozhodneme, ¢i dand vyrokova
formula je tautoldgia, kontradikcia alebo splniteI'na.

Formalny systém vyrokovej logiky je korektny, ak kazda dok4dzand formula z axiom
je tautologia ((F¢)=>(F¢)). Rozhodnutic o tom, & vyrokova logika je korektnd, sa

redukuje na rozhodnutie o tom, ¢i pravidla odvodzovania (t. j. modus ponens) st korektné a ¢i
axiomaticky systém (2.5) je tvoreny formulami, ktoré su tautoldgie. Jednoduchou diskusiou
pravidiel odvodzovania (2.1-3) je mozné dokazat’ ich korektnost’, taktiez pouzitim tabul'kove;j
metdody mdézeme dokazat, ze axiomy (2.5) su tautoldgie, z tychto dvoch skuto€nosti vyplyva,
ze vyrokova logika je korektna.

Vyrokova logika je tdplna ak kazda tautoldgia je logickym dosledkom axiom
((Fo)=(+9)). Dokaz tejto vlastnosti je zalozeny na Churchovej vete. Pre vicsiu

prehl'adnost’ naSich tvah zavedieme tito terminoldgiu: nech ¢ je formula, ktord mé premenné
X,,X,,...,X, anech t je interpretacia tychto premennych, potom (pozri (1.11))

0 x (ak val (x) = 1) 2.12)
—X (ak val (x)= 0)
k val =1
o = ® (a val_ (¢) ) (2.12b)
—¢ (akval (¢)=0)

Pomocou vztahu (2.7) kazdd formula vyrokovej logiky méze byt Specifikovand pomocou
DNF formuly,

(pre kazdé t €{0,1}" )(xl(r) A ng) Aonx? = (p(T)) (2.13a)

Tento vzt'ah mézeme l'ahko prepisat’ do relacie logického vyplyvania. Zostrojime postupnost’
formil a,,a,,...,a , kde jednotlivé komponenty su rekurentne definované takto:
(%)

0(,1 = Xl

_ 8
G2 =AY (2.13b)
a’n = an—] /\xl(ar)

Tato postupnost’ formul je zaloZend na pravidle {oc,B} FoanaB, ktoré priamo vyplyva
z axidmy Axs (pozri (2.4e)). To znamena, Ze existuje postupnost’ formil o, ,a,,...,a , kde o,

vyuziva  predchddzajice  formuly o a,,...a pricom  poslednd  formula

i-1?
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a, =, A x’(f) = (p(r) , o je podmienkou logického vyplyvania. Tento vysledok je znamy ako

Churchova veta:

Veta 2.5. (Churchova veta). Nech ¢ je formula, ktord obsahuje n vyrokovych premennych
X,,X,,...x, anech 1 je interpretacia tychto premennych, potom

(pre kazdé 1 e {0,1}”)({)61(1), gt),...,x,(f)} = (p(r)) (2.14)

Predpokladajme, Ze formula ¢ je tautolégia, t.j. pre kazdu interpretaciu t plati val_ ((p) =1

(v)

atedaaj @’ =@, potom na zédklade Churchovej vety plati implikacia

(|= (p) = (pre kazdé t e {0,1}” )({xl(f)’xgr),.,.,x’(f)} - (p) (2.15)

Uvazujme také dve interpretacie t at’, ktoré sa liSia len poslednym c¢lenom, potom
dokazovana veta ma tieto dve alternativne formy

{xl(r),...,x,(f_)l,xn} o (2.16a)
{xf‘%...,x,ﬂ‘_)l,ﬁxn} - (2.16b)
Pouzitim vety 2.1 o dedukcii dostaneme
({xlm,...,xf,i)l} Ulx, )+ (p) - ({xl‘f),---:xn’l} Fx = (p) (2.16)
({xl(r),...,x,(,i)l} V) {—|xn} - (p) = ({xl(r),...,x,(qz)l} F—x, = (p) (2.16b)

Pouzitim vety o neutralnosti vety o dedukcii (pozri vetu 2.1, polozku k), tieto dve relacie
logického vyplyvania st zjednodusené do jednej relacie

{xl(r)"-"xii)l} - o (2.17)
Tento postup neustile opakujeme, az do ziskania vysledku (F¢)= (- ¢), QED. Postova

veta 2.6 o uplnosti patri medzi zékladné teoretické vysledky vyrokovej logiky.

Veta 2.6. (Postova veta). Pre formulu ¢ vztah (- ¢)=(F ), t.j. formuly, ktoré sii logickym

dosledkom axiom vyrokovej logiky su aj tautologie a naopak.

(1) Korektnost” vyrokovej logiky bola diskutovana uz v uvodnej Casti tejto podkapitoly, ako
dosledok skutocnosti, ze axidomy vyrokovej logiky su tautoldgie (o ¢om sa modzeme
jednoducho presvedcit pomocou tabulkovej metddy) atoho, Ze pravidla odvodzovania
zachovavaju tautologi¢nost’ (napr. pouzitim pravidla modus ponens z dvoch tautologii
dostaneme dosledok, ktory je taktieZ tautologia).

(2) Obratime teraz nasu pozornost’ na dokaz uplnosti vyrokovej logiky. Na jej zaklade
sme opravneni dokazatel'nost nejakej formuly preverovat tym, ze dokdzeme jej
tautologicnost’, ktora je definovana prostrednictvom sémantického pojmu pravdivostného
ohodnotenia, napr. pomocou tabulkovej metody. Syntakticky pojem dokazatel'nosti splyva
so sémantickym pojmom tautologicnosti, ¢o je jedine¢na vlastnost vyrokovej logiky a
ojedineld vlastnost’ formalnych systémov, kde obvykle existuje zretelnd demarkacna ciara
medzi syntaxom a sémantikou daného systému. Na zidver mdézeme teda konstatovat, Ze
vyrokova logika je

e korektna (ak kazda dokdzana formula z axiom je tautologia),
e nerozporna (ak zo systému axiom sucasne logicky nevyplyvaji formuly ¢ a
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_'(P),
e iplna (ak kazda tautoldgia je dokazatelna z axiom.) a
erozhodnutelna (existuje jednoduchy algoritmus, pomocou ktoré¢ho sme
schopny rozhodnit' ¢i pre dané pravdivostné hodnoty
premennych je formula pravdiva alebo nie).

Na zaver tejto kapitoly pristipime k rekapitulacii pojmu "konzistentnost™, ktory bol
povodne Specifikovany dvoma diametralne odliSnymi pristupmi. Pomocou definicie 2.1 bol
tento pojem Specifikovany v ramci syntaktického pristupu, zatial ¢o pomocou definicie 2.2
bol tento pojem Specifikovany pomocou sémantického pristupu. Pouzitim Postovej vety 2.6
ukadzeme, Ze tieto pristupy st identické a 'ahko navzajom pretransformovatel'né medzi sebou,
jeden na druhy.

Nech d):{(p],(pz,...,(pn} je vramci syntaktického pristupu mnozina predpokladov,

zatial' ¢o, v ramci sémantického pristupu sa nazyva sa nazyva teoria. Aby sme zabezpecili

ekvivalentnost’ tychto dvoch pristupov k formulacii pojmu ,konzistentnost* dokézeme

nasledujticu vetu

Veta 2.7. Mnozina predpokladov (alebo teoria) @ = {(pl,(pz,...,(pn} je konzistentna vtedy a len
vtedy, ak plati
((existuje formula (p)((CD - (p) (-B(CD ¥ —mp))) = ([d)]} # @)

Dékaz (=). Predpokladajme, Ze existuje takd formula ¢, ze plati (q) + (p) a neplati
(CI)I——|(p). Pomocou Postovej vety 2.6 prepiSeme tieto podmienky do tvaru (CI)IZ(p) a
(q) = (p) , t.J. @ je sémanticky dosledok @ a teda jej model musi byt neprazdny, [®] =D,
QED.

Dékaz (<). Predpokladajme, ze [®] =, formula ¢ je potom zostrojend na sémantickej

urovni podla formuly (2.9), t. j. plati ® F¢. Pomocou Postovej vety 2. 6 tato podmienka
mdze byt prepisana do tvaru @ - ¢, QED.

Cvicenia

Cvicenie 2.1. N4jdite model pre tieto formuly
@ p=(q=p)

(b) ((p:>q)/\(q:>r)):>(p:>r)

© v=(p=9)=>(-g=-p)

d) v=(prqg)=(pr—q)

© p=(¢=-p)

O (p=a)r(p=r)=(qvr).

Cvicenie 2.2. Dokézte, ze pre teériu @ a pre formulu ¢ plati ®
(@ @={p.p=q.9=>r}, ¢=r,

b) d={p=(9=7r).q}. 9=p=r,

(©) ®={p.—p}, 0=9¢,
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Cvicenie 2.3. Zostrojte pre dant teoriu @ formulu @, ktora je jej sémantickym dosledkom
() @={p=q,p=gq},

(b) @={p=qvraq},

() @={p=qnr.q]

(d) @={prg=rp},

(e) (Dz{pvq:r,p}.

Cvicenie 2.4. Dopliite vysledok u tychto schém usudzovania
P=49 P=49 P=49 pP=49

Wp Qg ,C=w» .H—og .,
? ? ? ?
P =(q P=q —pP=(q P =(q
? ? ? ?
) p ,(10) ¢ , (1) —p , (12) —~g :
2 ? ? ?
(13) p , (14) g , (15) —p , (16) —q :
? ? ? ?

Cvicenie 2.5. Dopliite vysledok u tychto schém usudzovania
P=49 pP=49 P=49 pP=—9q P =4

D g=r,2) p=r,B)r=qg, @ g=r , S g=>r
7 ? ? ? ?

Cvicenie 2.6. Overte spravnost/nespravnost’ dosledkov, v pripade nespravneho dosledku
upravte predpoklady tak, aby dosledok bol spravny:

(a)

ak motor nebezi, potom je motor chybny alebo nejde prad
ak je motor chybny, potom sa musi zavolat’ opravar

prad ide

ak nebezi motor, potom sa musi zavolat’ opravar

(b)
Je doma alebo je v kaviarni
ak je doma, potom vas oCakava

Ak vés neo¢akava, potom je v kaviarni

(c)
nie je pravda, ze Student vie po nemecky a anglicky
Student nevie po anglicky

Student nevie po nemecky
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(d)
ak Studujem, ziskam dobré postavenie
ak nesStudujem, potom si uzivam

bud’ si uzivam alebo dosiahnem dobré postavenie

Cvicenie 2.7. Aké su dosledky tychto predpokladov:

(a)

Karol pocestuje vlakom alebo autobusom

Ak pocestuje Karol autobusom alebo autom, potom pricestuje neskoro
Karol nepricestoval neskoro

?

(b)

Karol pocestuje vlakom alebo lietadlom

ak pocestuje lietadlom, potom navstivi priatelov
nenavstivilo priatel'ov

?

(c)
ak pocestujem do zahranicia, potom si zoberiem dovolenku
ak si zoberiem dovolenku, potom som necestoval do zahranicia

?

(d)
nie som obc¢anom $tatu XY
ak by som sa narodil v AB, potom by som bol obanom XY

?

(e)
som absolventom univerzity v PQ
ak by som bol sociologom, potom nemozem byt absolventom univerzity v PQ

?

()

som ucitel'om a taktiez som aj informatikom
ak je niekto informatikom, potom ma vysoké 1Q

?

(2

Jano je informatikom
ak je Jano informatikom alebo matematikom, potom studoval v CD

?
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