5. kapitola

Predikatova logika | — tvod do predikatovej logikya sémantické
tabla

5.1 Intuitivny prechod od vyrokovej logiky k predikatovej logike

Vyrokova logika nie je schopna postihhuSetky moznostl'udského usudzovania, ktoré su
charakterizované ako ,logicky korektné“. Tato skimog’ bude ilustrovana troma prikladmi,
pomocou ktorych nazgame moznosti intuitivheho zovSeobecnenia vyrokégiky smerom

k predikatovej logiky pomocou zavedenia predikatankcii a kvantifikatorov.

Priklad 5.1. Skimajme tuto schému usudzovania znamu zo strdove
Sokrates j&lovek
Kazdyc¢lovek je smrtény (5.1)

Sokrates je smrtay
kde prvé dve vety su vychodiskové predpoklady (jsgrusudzovania a tretia veta je zaver
usudzovania. Aj k& intuitivne citime, Ze tento vyrok je logicky kotal, pomocou
vyrokovej logiky nie sme schopni prewejeho spravnas Prva a tretia veta ma charakter
vyroku (veta oznamovacia o ktorej sa ma zmyseltpy#ajej pravdivos alebo nepravdiva$.
Problém je s druhou vetou, ktora obsahuje slov@dig s ktorym si vo vyrokovej logiky
nevieme poradi NemdZze by jednoducho ignorované, takto modifikovana druhtavea
podstatne iny vyznam ako mala v pévodnom tvare.olatot jednoduchého pozorovania
mozeme vyvodi zaver, Ze vyrokova logika nepokryva vSetky sited&imoznostl’udského
usudzovania, ktoré su podstatne bohatSie, ako mstzmgrokovej logiky. Jedna z moznosti
ako prekongé tato ohranienos vyrokovej logiky je jej zovSeobecnenie na predikdéi
logiku, ktora je schopna postihhi@j procesy usudzovania podobné vysSie uvedenému
prikladu.

Upriamime naSu pozorntsna druhU vetu z prikladu (5.1), ktord obsahujevslo
.kazdy“, pod ktorym rozumieme kazdindsku bytos. Tato veta je implikacia, pdd ktorej,
ak kazdé individuum je¢lovek”, potom toto individuum je ,smrtaé“. Ozngme pismenom
C vlastnos — predikat by ¢lovekom a pismenor8vlastnos — predikat by smrté'ny. Potom
(5.1) méZeme prepigalo tvaru

Sokrates j&
Kazdy kto je C j& (5.2)

Sokrates j&

Vidime, Ze aj tatotiastana formalizacia usudzovania (5.1) eSte nie je mapomocha
k rieSeniu problému jej korektnosti. Zasadny prefbsl) spdiva vtom, Ze zavedieme
konStanty vyskytujlce sa v predikatoch, t.j. aameC(s) pre prvu vetu ,Sokrates jgovek"

a ozngenie §(s) pre ,Sokrates je smitay“, kde symbols je konStantou daného predikatu,
ktord oznauje individuum Sokrates. Potom pomocou tohto noveéhagenia uz mézeme
prepis& druha vetu ,Kazdy kto jé&lovek je smrtény” z (5.1) do tvaru, ktory uz naz&ige
uréité sdvislosti medzi prvou ateu vetou. Vyraz ,kazdy* z druhej vety nahradime
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symbolom reprezentujucim ,kazdy objekt”, budemedzoa&ova’ [1 a nazyva univerzalny
kvantifikator Kazdy kvantifikator musi iydoprevadzany nejakym argumentom (premennou)
X, symbolx ¢itame ako ,pre kazdg* . Pomocou tohto formalizmu druha veta z (5.1) je

prepisana do tvarL(Dx)(C(x) =3 >)) potom schéma (5.1) mé tento tvar
S(9

(5x)(c(¥= §(3) (5.3)
S(9
Zopakujeme si pouziti terminologiu: vlastnosti aletelacie medzi objektmi sa nazyvaju

predikaty objekty, ktoré s jednoztyiae ukené (napr. osoba Milan) sa nazyvapnStanty
objekty, ktoré maju vSeobecny charakter sa nazyagumenty.

Vyraz Ox(C(X)= § 3)moézeme jednoducho interpretdvaako —konjunkciu
implikacii pre rézne osoby (konStanty), napr. Mjlanzef, Rudolf,...

(O)(s(3= 1) =(A = ¢ HO( €)= E)B( €)= E))C
=U(c(¥=5(3)
kde U je mnoZina objektov — os6b. Ak akceptujeme inetdriu (6.4) nového symbollx,

potom uz mézeme poklaflaa tautologiu nasledujucu implikaciu (ako jedndduddésledok
zakona vyrokovej logikypOqOrd...= p)

(B9(s(A= 1(3)=(F h="( ) (5.5)
To znamend, Ze zo vSeobecného vyr¢kix)(S( X = I( ¥) vyplyva aj jehokonkretizacia

pre konStantum (pre Milana). Pomocou tohto tahu mézeme upravischému usudzovania
(5.3) takto
s(m

(B(s(9= 1(%)
(B9(s(3=13)=( = ()
| (m)

Tuato rozSirent schému usudzovania mézeme upparnocou pravidla modus ponens (2.1),
ktora je integralnou sag’ou systému odvodzovania vo vyrokovej logike. Apligoim (2.1)

na druhy a treti riadok (5.6) dostaneme platrioplikacie S(m = 1( n), potom (6.6) ma
tuto zjednodusenu podobu
s(m

S(m=1(m (5.7)
1 (m)

tvaru klasického modus ponens pravidla (2.1) aorékto vyplyva platnasl(m). Tymto sme
vlastne dokazali korektnfs usudzovania povodnej verbalne formulovane] schémy
usudzovania (5.1). Musime vSak zdér#zrie k tomu, aby sme dokazali korekthdsjto
schémy pouzivajucej vazbu ,kazdy* museli sme ogustmec vyrokovej logiky a zavigés
predikaty a symbollx, ¢im sme sa dostali z domény vyrokovej logiky do daognézv.
predikatovej logiky.

(5.4)

(5.6)

Priklad 5.2. Budeme pokréova’ v nasom intuitivnom zovSeokm/ani vyrokovej logiky.
Studujmed’alSiu schému usudzovania s novym slovom ,niektory*
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Fido je Student
Fido ma index (5.8)

Niektory objekt je Student a ma index

Podobne ako v predchadzajucom priklade, v ramakoxrej logiky tato intuitivne korektna
schéma usudzovania neméze’ Byudovani. Budeme formalizav&ito schému podobnym
spésobom, ako v predchadzajucom ilustrativnom gulikl Zavedieme novy symbol nazyvany
existedny kvantifikatorCx, ktory ¢itame ako ,existuje také. Potom schéma (5.8) ma tvar

s(f)
(f) (5.9)
(5)(s(R01(%)
Vyraz (IX)(S( ¥ 0 1(¥) mozeme jednoducho interpretdvépodobne ako v (6.4)) ako
disjunkciu konjunktivnych vyrokov pre rézne osohgpr. Fido, Jozef, Rudolf,...
(Bo(s(3o(R)=( 9o (fo(g)o ())u( o (o .
= U(s(y01(%)

Ztejto interpretacie existéného kvantifikdtora azo z&kona vyrokovej logiky
p= pOqdrd... vyplyva implikacia

(5.10)

(S(moi(m)=(3( & }O (¥ (911
Prvé dva riadky (6.9) su v ramci vyrokovej logikyerpretované ako ich sp@élwa konjunkcia
s(m
1 (m) (5.12)
S(m o 1(n
Spojenim (5.11) a (5.12) dostaneme
s(f)
1(f)
s(f)Oi(f) (5.13)
(S(AON(f))= (A0 ()
?

Aplikovanim Standardného modus ponens na tretivrgyStriadok dospejeme k délezitému
medzivysledku pre verikaciu (5.9)

s(f)oi(f)
(s(HoI(f)= (Y0 () (514
(B9(s(301(%)

Ak tento vysledok dosadime do (5.13) dostanemg,(&%olo nasim cibom verifikove'.

3/17 (5. kapitola, verzia zawd 17.4.2015 in 15:34:50)



5.2 Formalne zaklady predikatovej logiky

Vyrazové prostriedky klasickej vyrokovej logiky siel’mi obmedzené a nie su schopna
postihn@ vSetky moznosti'udského usudzovania, ktoré su charakterizované,lakpcky
korektné“. Jeden zo spbsobov ako zovSeolieefiiokovu logiku je rozSirenie vyrokovej
logiky na predikatovu logiku pomocou je zavedenwah kvantifikatorov (univerzalneho
a existetiného).Univerzalny kvantifikatorje definovany takto

(1) P(X) =00 A, P{3}= R 30 R B0 .00 6 ) .15
kde x je individuova premenna z univerth={a,b,....} . Formula(Ox) P(x) je pravdiva

prave vtedy, ak predik&@® je pravdivy pre kazdé individuunz univerzal, tato formulu
¢itame takto: ,pre kazdy objekt z univerdgplati predikat (viastna3 P*. llustratny priklad
univerzalneho kvantifikatora nech je vyrok ,kazdgydent ma index“, ktory mézeme vyjagri
takto

(Ox) Mar' _index ¥ =, A Ma _index X
=Mar'_indeX Ferg O Ma_index Jan¢d .00 Ma_index Jaa)
Mnozina — univerzun vztiahnuta k tomuto kvantifikatoru ma tvar
U ={Fero,Jano,...,Jarla
obsahuje vSetkych Studentov. Podobnym spdsobom meéZzeavie8 aj existenny

kvantifikator

() P(X)=s ¥V P(¥= R 40 R BO .0 B ) (5.16)
Formula (k) P(X) je pravdiva prave vtedy, ak predikBtje pravdivy asp# pre jedno
individuum z univerzaU, tato formulu ¢itame takto: ,aspo pre jeden objekt z univerza
U plati predikéat (viastna3 P*. Jednoduchy ilustkay priklad existeétného kvantifikatora je
vyrok ,niektori Studenti vedia po anglicky”

(Ix) Vedie' _anglicky( ¥ = M Vedie_anglicky( %
=Vedie'_anglicky( FergO .[J Vedie_anglicky( Jam)

Medzi univerzalnym a existénym kvantifikatorom existuje ¥ah, ktory sa da jednoducho
odvodt z (5.17) alebo (5.18) pouzitim De Morganovyclialmov

= (Ox)P(X) = (0%~ A 3 (5.)7a
~(B) P(x)=(9- ¥ (5.7b

5.2.1 Jazyk predikatovej logiky (syntax)

Ako uz bolo nazngené v predchadzajuce&gsti tejto kapitoly, jazyk predikatovej logiky bude
bohatSi ako jazyk vyrokovej logiky, bude obsahowgjadrovacie prostriedky, pomocou
ktorych sme schopni rozliSo¥gednotlivé objekty (individua), ich vlastnosti atahy medzi
nimi. KonsStrukcia formual vyrokovej logiky na zakladdefinicii 1.2 a 1.3 bude rozSirena
o predikaty a kvantifikatory.

Definicia 5.1 Symboly jazyka predikatovej logiky su
(1) mnozina individuovych premennyah={x,y,..., X ,% , };
(2) mnozina individuovych konstaét={a,b,...,a ,b ,}.;
(3) mnozina predikatovych symbolov (predikato® ={P,Q,....R P ,};
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(4) mnozina logickych symbolov. ={-, 0,0, =, =,0,} ;
(5) mnozina pomocnych symbolas ={(,)} .

V predikatovej logike premenné reprezentuju objekiyniverzal — ktoré obsahuje
individua. Preto predikatovax logika musi obsaliof@malne prostriedky k Specifik&cii
tychto vlastnosti — relacie — predikaty. Syntaxnfal predikatovej logiky je weny touto
definiciou:

Definicia 5.2. Jazyk predikatovej logiky je definovany nad mmaini z definicie 5.1 takto:
Termy
(1) Individuové premenné a individuové konStanty sinyer
(2) Ziadne iné symboly nie su termy.
Atomické formuly
(1) Ak P je n-miestny predikatovy symbdt, to, ...,t, s termy, potom vyraR(ty,ts, ...1n)
je atomicka formula;
(2) Ziadne iné symboly nie su atomické formuly.
Formuly:.
(1) Kazda atomicka formula je formula;

(2)ak ¢ a @ st formule,x je premenna, potom vyraz{-¢), (¢ Ow), (¢ Oy),
(0=w), (6=v), ((Ox)0) a ((X)¢) st formule.
(3) Ziadne iné symboly nie st formuly.

Zakladnou entitou jazyka predikatovej logiky fermula (ozna&ovana malymi gréckymi
pismenami), ktorej spdsob konstrukcie jeemy definiciou 5.2 rekurentného charakteru.

Priklad 5.3. Studujme tieto dva fazce symbolov

a=((0)(P(x)0Q(x.H))= K ab
B=((m)(P(HOQA x.Y))= K ak

kde P je unarny predikatQ) aR su binarne predikaty ab su konStantyx ay su premenné.
Refazeca nie je formula, pretoZze symbdl nie je nasledovany symbolom premennej.
Refazecf je korektna formula. Tato skutmos’ méze by verifikovana pomocou konstrukcie
syntaktického stromu tejto formule, ktory je znamory na obr. 5.1.

=

/\R

Ox
| /N
L] a X
N
P Q
VAN

Obrazok 5.1 Syntakticky strom formuly((Dx)(P(x)DQ( x,)))): K a.k. K jeho podstromom mézu by
priradené podformulyto su tak&asti danej formuly, ktoré su taktiez syntaktickydktné formuly.

5/17 (5. kapitola, verzia zawd 17.4.2015 in 15:34:50)



Priklad 5.4. ZapiSte pomocou jazyka predikatovej logiky tiejooky prirodzeného jazyka:

(1) Kazdy riaditd ma aspo jedného podriadeného zamestnanca.
RieSenie (DOx) (R( X=(0y H X))) kde R(X) znamena, ze individuum je riadite,
P(x,y) znamen4, Ze individuugnje podriadenim individua x.

(2) Neexistuje takyglovek, ktory by sa kazdému gk
RieSenie - ([x) (Oy) P( x,}), kdeP(x,y) znamen4, Ze individuursa péi individuuy.

(3) Nie je pravda, Ze kazdffen vedenia podniku je aj majit@m podnikovych akcii.
Riesenie - (0x) (V(x):> A x)) kde V(x) znamen4, Ze individuum je ¢len vedenia
podniku aA(X) znamena, Ze individuurje majitdéom podnikovych akcii.

(4) Postupnos {a,az,...an,...} ma limitu a2 Pre kazd&>0 existuje také, , ze pre kazdé
n>no platija-a,|<e.

Riesenie O(e>0) O(n,) O(n>ny)(|a- g| <€).

(5) Funkcia f(x) ma vbode X minimum: existuje také >0, Ze pre kazdé
xOU, (%) ={x|%-e< x< x+e}plati f(x)= f(x). (Mnozina U,(x)je e-okolie
boduxo).

Riesenie O(e>0) 0(x0U, (%)) ( f(¥)= f(%)).

(6) V kazdom meste je radnica , v niektorych mestadhica nie je.
Rie3enie ((Dx) (M (x)= R( x))) D((D))( M( 30~ R )()) kde M(x) znamena, Zze
individuumx je mesto, symbdR(x) znamena, Ze individuursnma radnicu.

5.2.2 Pravdivostné hodnotenie formul predikatovej logiky (sémantika)

Problém pravdivostného hodnotenia formul predikétomodalnej logiky je podstatne
zloZitejSi proces ako vo vyrokovej logike. K tomaby sme toto hodnotenie korektne
realizovali, musime pozihazv. interpretaciu konstant a predikatovych syrolioPre lepSie
pochopenie tohto nového problému budeme Stutlibwstracny priklad.

Priklad 5.5. Majme formulu (Dx)(P(x):>(Dy) Q x;)) kde P je unarny predikat @ je
binarny predikat. Uvazujme tieto dve rdézne intetfce:
(1) InterpretaciaZ;. Individua surudia. PredikatP(x) reprezentuje vlastnés,objekt x je

ucitel™ a predikatQ(x,y) reprezentuje vlastndsobjekty je Ziakom objektux. Potom
Studovana formula m& vyznam ,kaZzdgitel ma aspt jedného Ziaka, pravdivostna
hodnota tejto formuly je pravda.

(2) InterpretaciaZ,. Individua su prirodzenéisla. PredikatP(x) reprezentuje vlastnts
,objekt x je prvaislo®, predikat Qxy) reprezentuje vlastnos,objekt x je delit&ny
objektomy, pricomy # Xx. Pre kazd&« pre ktoré plati predik&d®(x) neexistuje také iné
prvatisloy, ktoré by bolo delitbom ¢islax. Pri tejto vdbe objektov a predikatov, vyznam
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formule je ,pre kazdé prydslo x existuje také iné pryasloy, ktoré je delittom x®, ¢o je
evidentne nepravdivy vyraz.

Z toho jednoduchého prikladu vyplyva, Ze pravdiméshodnota predikatovej formuly je
uréena interpretaciod premennych, konstant a predikatov. Na rozdiel yabkovej logiky,
kde je postéujuce Specifikové len pravdivostné hodnoty vyrokovych premennych a
nemusime Specifikovach vyznam, v predikatovej logike pridavani pravdivostnej hodnoty
musime v ramci danej interpretadigpecifikova vyznam tak premennych a konstant, ako aj

predikatov.
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Obréazok 5.2. Znazornenie interpretaci€, kde predikatP je definovany nad karteziAnskyméesiom UxUL.
PredikatP priradi dvojici individui(t,,t,) D¢? binaregislo P(t,,t,)0{0.3} .

V ramci zvolenej interpretacié predikatP chapeme ako zobrazenie, ktoré je definované
nad kartezianskymi produktmi mnoziny individui (rizom) /. Potom pre danu
interpretaciuZ n-miestny predikaP je interpretovany ako zobrazenie (pozri obr. 5.2)

P:u" -{03 (5.18)
ktoré usporiadaneg-tici individuf (t,,t,,...,t ) OU" priradi binarnu pravdivostni hodnotu 0/1.
To znamena, Ze predikat mézeme clidgleo Specialny typ vyroku, ktory je definovany nad
kartézianskym produktom univerzd a ktory ma pravdivostnd hodnotuy 0/1. V pripade, 7
n =0, potom bezargumentovy predilgéinterpretujeme ako jednoduchu vyrokovu premennd.

Priklad 5.6. UvaZzujme univerzumu:{Jén,Jozef ,Viera,Eva,Me}je, pricom rodtia Jan

aViera maju detiJozefaaEvy, Maja je ich zndma, nie je v pribuzenskontatau s ostatnymi
objektmi. Ternarnyr(=3) predikatP(x,y,2) je pravdivy, ak individuunx ma otcay a matkuz).
V naSom pripade, potom pre predikaP platia tieto ilustrané priklady:
P(Jozef ,Jan Vierp=1, P(Jan,Jozef Vierp=0, P(Eva,Jan,Viera=1,

P(Eva,Eva,Maja=0.

Pravdivostna hodnota formuly s univerzalnym kvakdiorom (Ox)P(x) je
pravdiva vtedy, k& v rdmci zvolenej interpretaci& je predikat P(x) vzdy pravdivy.
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Podobne, formula s existanym kvantifikatorom([x) P(x) je pravdiva vtedy, k& v ramci
zvolenej interpretaci€ je predikétP(x) pravdivy aspo pre jeden objekt. Potom formula
(O0x)(P(x)=(0y) Q x,y) je pravdiva prave vtedy, ak predikdt — podformula
P(x)=(0Oy) ) x,y je vzdy pravdiva. Tato podmienka je splnena Ipogrikladu 5.6
napriklad vtedy, ak jednotlivé vyrazy z formuledrgretujeme pomocary (kde univerzum je
mnozinaludi), predikatP(x) je pravdivy, akk je witel’ a predikaQ(x,y) pravdivy vtedy, ak/
je Zziakomx. Pre alternativnu interpretaciiy (kde univerzum je mnozina priisel) formula
(Dx)(P(x) = (0Oy) ) x;)) je nepravdiva.

Ako budeme pdétat pravdivostni hodnotu formule pre dand interpreta@r

V predchadzajucom texte uz tento proces ohodnotienmule pravdivostnou hodnotou uz
bol naznaeny pre jednoduchu predikatovu formulu. Vo vSeobstin tento proces
ohodnotenia pravdivostnou hodnotou obsahuje tiedkyk

(1) Nech formulap ma tvap = P(t, t,,....t,) , kdeP je n-miestny predikat s termartyi to, ...,
t,. Sag’ou zvolenej interpretacié je vyhodnotenie tejto formula pravdivostnou hoanot

(2) Ak ¢ ay su formuly, ich pravdivostné vyhodnotené bolo vy&oé v predchadzajucom
kroku pre interpretacil (t. j. poznameZE=¢ a ZEY ), potom nové formuly maju

pravdivostné hodnoty tené takto:
e formulaZE-¢ je pravdiva vtedy alen vtedy ak ¢ je nepravdivé (t. |.

(ZE )= ~(ZF ) je pravdivé),
o formulaZ E¢ Oy je pravdiva vtedy a len vtedy akE ¢ a Z F ),
o formulaZ = ¢ Oy je pravdiva vtedy a len vtedy ak=¢ alebo Z F(,
 formulaZ E¢ = je pravdiva vtedy a len vtedy ak # ¢ aleboZ E,
« formula ZEd=y¢ je pravdiva vtedy alen vtedy ak ekvivalencia
(ZE®)=(Z =) je pravdiva.

(3) Formula (Ox)¢(x) je pravdiva vtedy alen vtedy ak (atomicka) foraup(x) je
pravdiva pre kazd& U/ (¢o je s&ag’ou zvolenej interpretacié).

(4) Formula(CX) ¢ () je pravdiva vtedy a len vtedy ak (atomicka) forengi( x) je pravdiva

aspai pre jednoxOU (o je swag’ou zvolenej interpretacié).

Ak na zaklade predchadzajucich krokov 1-4 formdilgpre danud interpretacii je
pravdiva, potom to zapiSeme takfbE ¢, v opa&nom pripade, ak je formulé pre danu
interpretaciuZ je nepravdiva, potonT £ ¢ .

Definicia 5.3.
(1) Formulad sa nazyvasplnite’na v interpretaciiZ vtedy alen vtedy, ak je v tejto
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interpretacii pravdivdZ F ¢ .
(2) Formulad sa nazyvdautologiavtedy a len vtedy, ak je spinit@a pre kazdu interpretaciu
T, Tk¢,co zapisujeme= ¢, alebo(F ¢) =, (pre kazdu interpretaci@)(Z F ¢).

Priklad 5.7. Verifikujete, ¢ formula (sentencia)a:((Dx) P(x))D(—n(Dx) P(>§) je
tautoldégia. Musime ukéaZaze tato formula je pravdiva pre kazdu interprietdc Pre zvolend
interpretaciuZ je formula p=(0x) P(X) bud pravdiva alebo nepravdivd, potom vak
disjunkcia 0= je pravdivd. Dokazovana formula je vlastne verzamame] tautoldgie
vyrokovej logiky pU-p, substiticiou p/(0x) P( x) dostaneme verifikovani sentenciu

predikatovej logiky. Tymto jednoduchym spbsobom erd2 zostroji mnoho tautoldgii
predikatovej logiky, Ze do znamych tautologii vyookj logiky zavedieme vhodnu
substiticiu sentencie. Tak napriklad pouzitim tdgie p— p dostaneme napr. tuto

tautol6giu predikatovej logikyOx ) P(x) = (0X) P ¥.

NajznamejSie tautologie predikatovej logiky sidie
1. Elimin&cia univerzalenho kvantifikatora (konkzécia)
((Ox) P(¥)= P(9) (5.19a)
kdetOU jeTubovdné individuum z univerzd.
2. Eliminacia existetného kvantifikatora (konkretizacia)

(5 )P(x)= P(3 (5.19)

kde allU je dané konsStantné individuum z univetza
2. Zavedenie existéného kvantifikatora (abstrakcia)

P(a)=(() P(X) (5.19b)

kde aldU je dané konstantné individuum z univetza
3. Zmena univerzalneho kvantifikatora na existgnkvantifikator

(Ox) P(¥ = (0¥ A ¥ (5.19¢)
4. Komutéacia univerzalnych kvantifikatorov
(0x)(Oy) P(x,)=(0Y (0% B x,y (5.19d)
5. Komutécia existemych kvantifikatorov
(0 (Ty) P(x.9) =(0y (O3 K x.y (56)9
6. Komutéacia univerzalneho a existagho kvantifikatora
() (0x) P(x,y) = (03 (0y K x.y (5019
Dékazy tychto tautologii si pomerne jednoduchéadbkzdy je zaloZzeny na vhodnej
formule vyrokovej logiky. Obrdme naSu pozornésna dokaz formuly (5.19a). Pouzijeme

formulu  (5.15) potla ktorej formula(Ox) P(x) je konjunkcia predikatow pre vetky
objekty z univerza{

(D) P(x)=P(dORHO =N\ R X (5.20)

Ak pouzijeme tautologiu vyrokovej logiky [1g= p, potom pre pravua stranu (5.20) plati

(D) P(Y=P(dO A YO .= R} (5.21)

kde tOU je Fubovdné individuum z univerz&. Ak odstranime prostrednlen v (5.21)
dostaneme dokazovanu formulu (5.19a).
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Dokaz (5.19b) vyplyva z formule (5.16) v tvare

(X)P(x)=P(dO A QYO .= U R ¥ (5.22)
a z tautolégie vyrokovej logikyp = p q, potom plati
P(a)= P(aDP( YO .=(0% B X (5.23)

¢o bolo potrebné dokazaDdkaz (5.19c) priamo vyplyva z (5.19a-b) a zakegeokovej
logiky hypotetického sylogizm{ip=> q) O(gq= r)=( p= 1).

Doékaz tautolégii (5.19d-e) je priamym dosledkoromkitativnosti resp.
asociativnosti konjunkcie a disjunkcie pCqg=qll p, plig=qll p,

(pOg)Or=pO(g0r) a (pOg)Or=pO(qOr))
(Ox)(Oy) P(x,j)= H a,a0 B apd P a)al ..
OP(b,a0P(b,§O K b,p0O ...
OP(c,a0P(c,h0 K c.¢0 ...
=P(c,0P(b,d0 K a,30 ...
OP(c,h)OP(b,HO K a,bO ...
OP(c

OO0P(b,g0 K a0 .=(0 MO X P x)
tymto sme dokazali zdkon predikatovej logiky (5.19%odobnym spb6sobom sa dokaze aj
zakon (5.19e).
Dobkaz (5.19f) uskutmime tak, Ze implikaciu prepiSeme do disjunktnéhar,
pricom negacie kvantifikatorov upravime pomocou (5.tpa-

() (0 P(xy) = (03 (B K x.y==~((0 YD k & x)yo((0 )40 )y (P %)
((Oy) (B = P(x.) ) O((OH(OY K x.))

((Oy) (B = P(x.y) )O((OY (O3 K v.)

() (M) ((-P(x )T K v.¥)

Vyraz v zatvorke je pravdivy, pretoze pre kazd&OU je disjunkcia

[ ((—lP(x,y)) O R y,>))pravdivé (aspb pre x=y). Poznamenajme, Ze tento spésob dokazu

you

je nepouzitény pre obratenu impIikéciu((Dy) () P( x;b) = ((D)) (Oy R x,)/).

(5.24)

Priklad 5.8. Navrhnite tak interpretaciu formu()(Dx) (Oy) P( x,))):((D)) (Oy R x,)/)

v ktorej je nepravdival’ahko sa d& zostrdjiinterpretacieZ tejto formuly, ktora nie je
pravdiva,ciZze tato formula nie je tautolégia. Nech premerng su reéingisla a predikaP
je relacia <, potom((Ox) (D) (x< y))=((Oy (0R( x y). Lava strana implikacie
(Ox) (Qy)(x< y) je evidentne pravdiva formula (pre kazdglo x existuje také&isloy, Zex <
y), ((Dx)(Dy)(x< y)) =1. Prava strana implikacie(Cy)(Ox) P(x< y) je evidentne
nepravdiva formula (existuje take ktoré je vaSie ako kazdé&, ¢o je evidentna nepravda),
((0v) (Ox) P(x< y))=0. Tymto sme dokazali, ze pre dani interpretdtina strana je
pravdiva, zatii¢o prava stran

a je nepravdiva, oho vyplyva Ze implikécia je nepravdivil, = 0) = 0.
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5.2.3 Vybrané zakony predikatovej logiky

(1) Distributivne zakony kvantifikatorov

(M) (P(YOQ(R)=(0) K 30(0 ¥ ¢ X (5.25a)
(Ox) P( OO A= (0Y( K X0 @ ¥ (5.25h)
() (P(YOQ(R)=(0) K 30(O% @ X (5.25¢)
() (P(YOQR)=(0) K 30(0% @ X (5.25d)
(M) (P(Y=QR)=((O8 H¥=(C X @ X (5.25€)
(0 (P(= QH)=((0 K 3=(0% ¢ ¥ (5.25f)

(5x) (P=Q(X)=(P= (0% q 3) (5.25g)
(09 (P=Q(x)=(P= (0% d }) (5.25h)
(0 (Q(¥=P)=((0¥ A Y= H (5.25i)
(09 (Q(¥=P)=((0¥ A 3= § (5.25j)
(0x) (POQ(X) = PO(0Y q 3 (5.25K)
(0 (POQ(¥) = PO(DY) q ¥ (5.251)
(0x) (POQ(¥)= PO(OY q 3 (5.25m)
(0 (POQ(¥) = PO(DY) q ¥ (5.25n)

(0x) (By) P(x.)=(EY (O3 R xy (5.250)
(5 () P(xy =09 (04 R x.y (5.25p)
() (B%) P(x,y)= (03 (0y & x.) (5.250)
(5x) (By) P(x )8 Q x,y= (0 y(0 ¥ £ xp3(0 N0 )x Q %) (5.25r)
(0x) (By) P(x.) = (04 R xX (5.255)
(5 (By) P(x,y)= (03 H x.X (5.25t)
(DY) (P(HOQA W) =(0) R ¥0(0y @ ) (5.25u)

(DY) (P(IOQA W) =(0) R ¥0(0y @ ) (5.25v)

() (O (P(AOA W) =(EH(OY (R 0 ¢ ) (535
() (O (P(HOA ) =(EH(OY (R 0 ¢ ) (535
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| | | |
(Ve = (VD00 Gxel) = (E00()

®(0) ¢(a)
eliminacia jedného kvantifikatora

(VX)(VY) p(x,y) =P (VX)(Vif)p(xa}’) @E0@Ey) plxy) =P (HX)(H}’fp(x,y)

ptr) plaa’)

F)(Vy) plxy) =P (fo)(v.wl’) JZERY) (F(Vx) plxy) =P (HJ?)(Vxl) pxy)

plat) plta)

(V0@ pley) = (WA Py (YIED) ply) = (DIED) pley)
PAD) P

eliminacia dvoch kvantifikatorov

Obrazok 5.3. Doplnenie zakladnych rozSireni metédy sémantickébta pre vyrokovi logiku (pozri obr. 3.1)
o rozSirenia obsahujuce kvantifikatory. Premenr&pecifikujeubovd’né individuum z univerz&, Ot0OU ;
podobne, konStantSpecifikuje vybrané individuum z univeriZza Ca0U (pozri (5.25)).

5.3 Sémantické tabla

Technika sémantickych tabiel pre predikatovlu logikel jednoduchou modifikaciou

sémantickych tabiel z vyrokovej logiky (pozri kapit 3 aobr. 3.1) orozSirenia, ktoré
zahmaju univerzalne aexisténé kvantifikatory. Tieto rozSirenia su zaloZzené na
nasledujucich zakonoch predikatovej logiky

(Ox)d(x) = ¢(1) (5.25a)
(B (x)=o(a) (5.25h)
(Ox)(Ty) o (x.y) = o ( t.t) (5.35¢
(B) () o(x,y)=¢(a8) (5.35d
() (Ox) o (x,)=¢(t.9 (5.25€)
(0)(Oy)o(x.9)=o(ad (5.25f)

(D) (D)o (x,y)=o(t.f(9) (5.259)
(Oy) (D)0 (x,9)=¢( f(9 A (5.25h)

kde t je lubovd’ny objekt (individuum) z univerzdd, aje dany konsStantny objekt
(individuum) z univerzal. Poznamenajme, Ze dvojice formual (5.25e-f) a (5:Bpgsu
ekvivaletné, pouzitim zameny objektov~ Yy, jednu formulu mézeme prepisaa druhu
formulu. UKIité interpretané problémy spdsobuje posledna formula (5.25f)&tabze by
chapana ako ,jemn&" modifikacia formuly (5.25epgdrznym poradim kvantifikatorov. Ako
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ukazeme neskorsSie, tato skétog’ ma dramaticky dopad na korektnu interpretaiaue]
strany formuly (5.25f). Posledné dve formuly suayané procesoiskolemizacigakto:

(O (xy)=(OFo( x.{ })=o( t.1}),
(By)(o(x. ) =(0Ye( () .y=0o( {(} .},

kde f sa nazyveSkolemova funkcia PredZenia predikatovych formdl v tedrii sémantickych
tabiel je znazornené na obr. 5.3.

Upriamime naSu pozornpsna formuly (5.25a-h). Prvé dve formuly (5.25a-li) s
priamym dosledkom zéakonov (5.19a-b). Ziieto jednoduché rozsirenia sémantickych tabiel
pre formuly s jednym predikatom pre formuly s dvopmadikatmi je platné len pre formuly,
ktoré neobsahuju ,zmieSany“®n existedného a univerzalneho kvantifikatora.

Nech¢ =(x)(0y) p( x,) ma alternativny tvar

o =(x)(0y) p(x,y)=¢& i qx,ys( U ;()@,)/]D D[l’u b.a )9 (5.263a)

i
xOU you yo yd
kde U ={a1,a2 q} . PretozZe sa jedna o disjunkciu konjunktivnych kidust&i vybra’ len
jednu pravdivu klauzulu a ta vyhovuje formule

(%) () p(x,)):(iyuu F( a,))J (5.26b)

kde allU je vybrany objekt z univerza. Konjunktivha klawzala pravej strane musi tby
pravdiva pre kazdgJU, potom
(x)(0y) p(x,y)= H a} 5.27)
kde tOJU je T'ubovd’ny objekt z univerzdd. Mézeme poveda Ze tento vysledok by sme
ziskali aj postupnym pouzitim pravidiel (5.25a-b).
Pre formulu (5.25q) je situacii o @i zlozitejSia, tato formula ma tento alternativny
tvar

b=(0)(0) plxy=i & p(x,ys(

XU you

U [()g(,)/]D .D((';U P .x )g (5.28)

kde U ={x1,x2 >Ig} . Pre dang; stanovenie takéhg U , aby disjunkciaé p(xj ,y) bola

you
pravdiva, musi prebiefiaszzhtadom k x, t. j. a=y= f(x), kdef(x) je Skolemova funkcia,
ktora utuje jednoznéney vzhradom k danémwx =t . Potom plati implikacia
(OX)(y) p(x.9= d t.1}) (5.29)
kdet[U je 'ubovd’ny objekt z univerz&). Poznamenajme, Ze Skolemova funk¢ippriradi
ubd’némut]U nejaké vybrané = f(t) tak, aby formula (5.28) bola pravdiva. Podobnym

spésobom mézeme Studdvaj formuly (5.25c-d), ktoré obsahuju dva univenzalalebo
existergné kvantifikatory. Podobnymi Uvahami, ako v prediz&jlcich dvoch pripadoch
dostaneme formuly

&
¥

(0x)(Ty) p(x, )= A t.Y) (5.30a

(09(Ty) p(x.y)= H a9 (5.30b
kde t,t' U sulubovdné objekty aa,d [0U su vybrané objekty.
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Priklad 5.9. Pouzitim techniky sémantického tabla dokazeme, &wamula

(I) =
5.4.

Jed

Dx( p(X) = o >§):>(D xd ¥= 0O xq )Q je zékonom predikatovej logiky, pozri obr.

]
Vx(px)=q(x)) (1)
—(Vap(x)=Vxq(x))(2)

P(O=4(1) (3)
(Vap()n=Vxg(x)) (4) , o
Obradzok 5.4. Sémantuické tablo formuly

Tap() (5) ¢ =(0x)(p(Q= a( Q)= ((04 & ¥=(0 % ¢
—Vxg(x) (6) . PretoZe tabldl (- ¢) je uzavreté, formula je

tautoldgiaco bolo potrebné dokaga
Ix—gq(x) (7)

e PUE) (8)
=G(D)(9)-....
" =r=a
e —p(0) (10) g(0)€1)

X X

notlivé formuly sémantickom table obr. 5.4 siekované a maju tento vyznam:

Poévodna formula (kote sémantického tablay¢ bola predtend aplikaciou schémy
predZenia-(a = p), pozri obr. 3.1, diagram C, vznikli nové formuly) @ (2).

Na formulu (1) bola pouzitd schéma sme predia z obr. 5.3, odstranili sme univerzalny
kvantifikator a vSeobecna individuova premenma bola nahradenalubovd’nou
individuovov konStantot) vznikla formula (3).

Formula (4) vznikla aplikaciou ekvivalenciga = p)=a 0= na formulu (2).

Formuly (5) a (6) vzikli prelfenim (4) potl schémy z obr. 3.1, diagram B.
Formula (7) vznikla z (6) ekvivalentnym prepiseimixR( ¥ =0x K .

Formula (8) vznikla z (5) pouZitim prEgnia z obr. 5.3, odstranili sme univerzalny
kvantifikator a individuovd premennx sme nahradili 'ubovd’nou individuovov
konStantou”.

Formula (9) vznikla z (7) aplikaciou prigenia z obr. 5.3, odstranili sme existep
kvantifikator a individuova premenndsme nahradili vybranou individuovov konStantou
a

Vzniklé sémantické tablo ma dve vetBava vetva je uzavreta, pretoZze mdézeme vytvori
kontradikciu tak, Ze polozime=t" (poznamenjme, Ze tieto konStanty &ibovolné).
Prava vetva je taktiez uzavretd, kontradikciu vyfive tak, Zze polozime= a. Tieto dve
podmienky su realizovateu si&asnefo mézeme napisat ake-t'= a.

Priklad 5.10. Pouzitim techniky sémantického tabla dokazeme, fmwmula

(I):

(Dxp( X) = Oxq >)):>D>( R ¥= ¢ )() nie je zakonom predikatovej logiky, pozri

obr. 5.5.
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—¢

Vap(x)=Vxq(x) (1)
—Vx(px)=q(x))  (2)

Ix(p(x)r—g(x)) (3) Obrazok 5.5. Sémantuické tablo pre formulu negéciu
formuly

Tablo 7 (- ¢) nie je uzavreté, formuld nie je tautologia,
je len splniténa s interpretaciou zostrojiteou pomocou

/@ T G
La#b J Je
e Zp(b) (9) q(1) €10Y°

0 X

Podobne, ako v predchadzajucom priklade, aj terastipime k podrobnej Specifikacii
kazdého riadku sémantického tabla z obr. 5.5:

« Povodna formula (kote sémantického tablay¢ bola predZzena aplikaciou schémy
predZenia-(a =), pozri obr. 3.1, diagram C, vznikli nové formuly) @ (2).

« Formula (3) vznikla z (2) aplikaciou ekvivalencii-(Ox)R(X=(0¥-R ¥ a
- (a=pB)=aO0-B.

« Formula (4) vznikla z (3) pouzitim prinia z obr. 5.3, odstranili sme existef
kvantifikator a individuova premenmxéola nahradena danou individuovov konstarmtov

«  Formuly (5) a (6) vznikli z (4) pouzitim pr&nia z obr. 3.1, diagram B.

«  Formuly (7) a (8) vznikli z (1) pouzitim pr&nia z obr. 3.1, diagram C.

e Formula (9) vznikla z (7) pouzitim prinia z obr. 5.3, odstranili sme univerzalny
kvantifikator a individuova premenmxaola nahradena danou individuovov konsStaritou

« Dava vetva sémantického tabla neprodukuje vo vSealséic kontradikciu (nie je
uzavreta), potencialna moznige tvorby pomocou (5) a (9) nembze existyyaretoze vo
vSeobecnosti plat # b.

» Prava vetva je uzavretd, v tomto pripade vytvorkomradikciu podmienkoti= a.

* Sémantické tablo nie je uzavreté, preto fornjutde je tautologia.

Poznamenajme, Ze otvoreiidvd vetva sémantického tabla moéze Ipouzitd na
konStrukciu takej interpretacie, pre ktoru je foten@ je nepravdiva, t. j. poziadavka
tautologtnosti formuly ¢ je falzifikovana. Z'avej vetvy pre hodnoty predikatop aq

dostaneme tieto hodnotyp(a) =1,~ ¢ @ =1, f § =1. Pre jednoduchdspolozimea = 1
ab= 2, potom p(1)=1-q()=1-p(J =1 Zprvych dvoch podmienok odvodime ich
konjunkciu p(1)0-q(1) =1, ¢o mbézeme zovSeobecnpomocou existameho kvantifikatora
D((p(x)D—n o >§)=D>@( Y= )():—nD (( b )= @))):1, Ztretej  podmienky
-p(2)=1 mdzeme vyvodi Dx-p(x)=-0Oxp ¥=1. Tento vysledok mbézeme pomocou
disjunkcie rozsit, -Oxp(X)00xq ¥=0xf ¥= 0 x§ k=1. Teraz mdzeme pristitpi
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Kk vypactu pravdivostnej hodnoty formuly ¢,
((Dx) p(X) = (0% o >§):>(D >)( R X= ¢ )<)5(1:> 0)=0. Tento dolezity moment
vyuzitia sémantického table pre konStrukciu fakéfiie tautologinosti danej formuly
modzZeme aj znazortwiagramaticky, pozri obr. 5.7.

0: p(2) L p(1) 0: ¢(1)
0: () 1 (g0
" 0: p(1)=q(1)

L: (Vx)p(x)=(Vx)g(x) 0: Vx(p(x)=¢q(x))

0: (Vap(x)=Vxq(x))= Vx(p(x)=4q(x)))

Obrazok 5.6. Diagramaticka falzifikacie tautologiosti formuly
((Dx) p(X) = (0% o >§): (O ))( g ¥= )9 na zéklade piatoinych predpokladov
p(a)=1,-09(a=1~ d §=1, ktoré boli ziskané Pavej vetvy sémantického tabla z obr. 5.6. Posletjok

diagramatickej interpretacie znamena, ze pre daaénenky pravdivostna hodnota formuly je nepravdd,
formula neméze kitautolégiou.

Tieto dva ilustrané priklady ukazuju na potencialnu vhodhe@mantickych tabiel
pre konStrukciu pravdivostnej interpretacie formg@kedikatovej logiky, kde maju
nezastupiténu dlohu pre konstrukciu pravdivostnych hodnétiqite v predikatovej logike je
tabu’kova metdéda nepouZzited.

Priklad 5.11. PouZitim techniky sémantického tabla dok&Zzeme, frmula
o=(0)(Ox) p(x,y) = (OX(0y B x,yje zakonom predikatovej logiky, pozri obr. 5.7.

—¢ (1)

@(Vx)pxy) (2)
(@x)(Vy)—p(x.y) (3)

I — p(t,a) (4)
a=t,a =1l pla’t) (5)
X

Obrazok 5.7. Sémantické tablo pre negaciu formufy=(Oy)(0x) p( x,y) = (O ¥(0y # x.y. jedina vetva

tohto tabla je uzavret&ize formula¢ je tautologia. Pri prechode od formdl-vrchol (2K3jormulam-vrcholom
(4-5) sme pouzili pravi schému piéehia z druhého riadku obrazku 5.3,

Priklad 5.12. Pouzitim techniky sémantického tabla falzifikujte@utologénog’ formuly
W =(0x)(0y) p(x,y)= (OY(C ¥ K x,y, pozri obr. 5.8.
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ﬁ“" () 1: ptAD) 0: p(A1).t")

Vx)(3 ) @
((vy);éxy))f](,fg ;) 8 L (VX)(3)p(xy)  0: (TAy)(Vx)p(x.y)

(=) g PEAD)  (4)

t :f(l):""”:"'_'p(f(tr)vt’) (5) 0: (Vx)(ﬂy)p(x,y) = (Hy)(Vx)p(x,y)
o

A B

Obréazok 5.8. (A) Sémantické tablo negacie formuly =(0Ox)(0y) p(x,y)= (0Y(O ¥ g x.y. jedina vetva

tabla je otvoren&iize formulay nie je tautoldgia. (B) Pomocou tohto sémantickigtida mdézeme zostrdjiaky
model formulyy, v ktorom je formula nepravdivéize sme falzifikovali jej tautologhog’.

Cvi¢enie 5.1 Pomocou sémantickych tabiel (aj dualnych) dokéatéologénos’ formal:
(@) (Bx o (x)) = (Tyo (1)

() ~(Ox9(x)) =(Cx=9(X)

(© ~(x¢(x) =(0x~0(%)

(d) (qu)(x)) = ¢ (1), kdet je rubovd’né individuum z univerzd.

(e) ¢(a)=(0y¢(y)). kdea je nejaké individuum z univerza

Dokazte tautologickastychto dvoch sad predikatovych formul (K@ Q su unarne
predikaty):
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