9. kapitola

Boolove funkciea logicke obvody
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Boolova algebra

Elektronické obvody v patacoch a v podobnych zariadeniach su charakterizovan
binarnymi vstupmi a vystupmi (rovnajucimi sa 0 aeb), transformacia vstupu np
vystupu sa uskutauje prostrednictvom elektronického obvodu, ktorgrivjadro
tohto ,transforma@ného“ zariadenia. Elektronicky obvod moze t byormalne
simulovany tzv. Boolovou funkciou, ktora transfogeum binarnych vstupnych

premennych nan vystupnych binarnych premennych.

4 )

vstupov | . obvod vystupov

m binarnych - elektronicky ln binarnycl
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V&eobecnd definicia Boolovej funkcie jef :{0,3" - {03", tato funkcia
transformuje binarny vektorizky m na binarny vektor ldky n.

Mozeme si poloii otazku, ako realizovatuto Boolovu funkciu, aby ala vopred
Specifikovaneé vlastnosti? Tento problém je real@oy pomocou Boolovej algebry
ktorA pomocou premennych s 0-1 ohodnotenim (t. iparbych) premennycr
a pomocou niekd&ych binarnych algebraickych operéacii ajednej roep
algebraickej operacie je schopna dosta¢ovSeobecne modelav8oolove funkcie
s vopred Specifikovanymi viastrisni.

Boolova algebra ma dva zname modely, prvym je wyvaklogika a druhym algebrt

tedrie mnozin. Dobrym, ilustrativnym prikladom toldualizmu st De Morganov

formuly, ktoré vo vyrokovej logike a v tedrii mnozimaju tvary
-(pOqg)=(-p0-q = An B= AT E
-(p0qg)=(-p0-q = AJ B= A E
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Definicia. Boolova algebrge algebraicka Struktura Specifikovana usporiada®o
ticou (B,+,D, ,O,l), kde B:{a,b,...,x,y,.}.je neprazdna mnozina elemen

(premennych Boolovej algebry), ktora obsahuje dweci&lne odliSené elementy -
konsStantyoios @ nad ktorou su definované binarne operaciaala sdtu
[IBxB - B, +:BxB- B
a unarna operacia komplementu
" :B- B
ktoré vyhovuju tymto podmienkam
(1) komutativnos

XLy = YLK, X+y=y+ X

(xTy)Ce= > yO3,  (x+y)+ 2= x+( v+ 2
(3) distributivnos:
xty+2)=(0)+( 02, x+(y)=(x+ Y x+ ¥

(4) vlastnog konstantyO:

(2) asociativhas

X=X+0, X[X=0
(5) vlastnos konstantyl :
X = x[1, Xx+X=1
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Priklad
Nech A={a,b,c,.}. je neprazdna mnozina, polozrie= P( A). Operacie. a + s
realizované pomocou mnozinovych operacii resp.Ll, operacia komplementu j¢
realizovana ako mnozinovy komplement ¥attom k mnozinéd, X = A— x. Potom
plati:
(@) binarne operacie su asociativne, komutativne,
(b) medzi binarnymi operaciami platia distributivhe @a,
(c) prazdna mnozinal ma vlastnosti jednotkového elementu pre operdaciu
(OXOB)(XOO =00 X=X
(d) mnozinaA ma vlastnosti jednotkového elementu pre operéaciu
(OXOB)(Xn A= An X=X
(e) pre kazdeX 0B existuje komplemenf(_D B taky, ze
(OXOB)(Xn X=0)
(OXDOB)(XO X= A

Algebraicka étrukturéP(A) O,n, O, A) je Boolova algebra.
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Priklad
Nech B={p,q,r,.} je mnozina vyrokovych formdl, ktora je uzavretdhfarom
k binarnym operacia konjunkci&ly, disjunkcie (J) a k unarnej operacii negacte)(
Pre tito mnozinu je definovana aj relacia ekvivalesti =, dve formuly su
ekvivalentné vtedy a len vtedy, ak maju rovnakivgieostnu interpretaciu (logicky
ekvivalentné). Z mnozinyB vyberieme formulu kontradikciu (naprpLi-p)
a ozng&ime ju symbolom 0; podobne formula tautoldgia (ngpri—- p) je ozn&ena
symbolom 1. To znamena, ze symboly 0 a 1 patrimdozinyB. Pre kazdu formulu
p platia tieto vZahy

pUO=00p=p

pUl=10p=p
Pretoze logické spojky konjunkcie a disjunkcie samkitativhe a asociativne, p
tieto operacie platia taktiez distributivne zakony, j. algebraickad Struktar
(B,0,0 -~ 0,1) tvori Boolovu algebru.

Priesvitka 6

e




Vlastnosti Boolovej algebry

V uvodnej ¢asti kapitoly A.1 bol zmieneny princip duality meddgebrou tedrie
mnozin a vyrokovou logikou. Ukadzeme, ze tento ppne aplikovatény aj pre rézne

Boolove algebry.
Jednoduchymi prostriedkami je mozné dokKagadnozndnog’ jednotkoveho
(neutralneho) elementu a taktiez aj jedn@émoa’ komplementu..

Veta. Jednotkové elementlyaO existuju jednoznane.

Podobne sa da dokazaj jednoznanog’ existencie inverznych eleantov v Boolove;
algebre.

Veta. Pre kazdy elementl] B existuje jednoznae elemenk [ B taky, zex[X =0
a Xx+Xx=1.
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Veta. Nech(B,+,D,_ ,O,l) je Boolova algebra, potom platia tieto formule:
Involutivhos” komplementu
(OxOB)(X= ¥
ldempotentnas
(OxOB)(xx= ¥, (OxOB)(x+ x= ¥
De Morganove zakony

(Ox,y0 B)(x+ y="Ty), (Ox,y0 B)( x0y= "%+

Nulitnos’
(OxOB)(x+1=1), (OxOB)(xM=0)

(Ox,yO B)( x+(>ay = ¥, (OxOB)(x{{ x+ y)=

Komplementy konstant

Absorpcia

0=1, 1=0
Vlastnosti konstant viiadom k binarnym operaciam
0+0=00+1=1H = 1% %
0M=00I=Q 11 QU E
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Boolove funkcie

V Uvode k tejto kapitole bola Boolova funkcia defuana ako funkcia nad binarnynji
premennymijog. Tento pomerne zjednodusSeny path na Boolovu funkciu bude
teraz rozsSireny tak, aby koncepcia Boolovej funkao&acag’ou Boolovej algebry.

Definicia. Nech(s+o 0 je Boolova algebra. Potom,

(1) Boolova premennge taka premenna, ktora nadobuda hodnoty z mnd&iny

(2) komplement premennef, ozn&eny x, je taka premenna, ktorej hodnota sa rc
komplementu hodnoty premennegt. j. ak x=bos, potomx-=bos,

(3) literal je Boolova premennéalebo jej komplemen.

V d’alSom texte budeme pouzt\aotaciu, ktora umozni rozliSliteral

e_{x ipree: 13
Xt=42
X (pree=0
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Podobne ako pre realnu premennu, aj Boolova preaerdze by kombinovana do
tvaru Boolovych formul pouzitim binarnych operaiitinu, si&tu a komplementu.

Definicia. Nech (B,+,D,_ ,0,1) je Boolova algebra. PotonBoolova formulag

obsahujuca Boolove premenrgx, ,...,x, je definovana takto:

(1) konstantyO al su Boolove formuly,
(2) Boolove premenng, X, ,...,x su Boolove formuly,

(3) ak X aY st Boolove formuly, potom aj vyrazyX [Y), (X +Y), X a Y su
Boolove formuly.

V tejto definicii bod (3) méze WyrozSireny eSte dalSie Boolove spojky, napr
spojkull, ktora sa nazyva exkluzivna disjunkcia (XOR).
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Definicia. Dve Boolove formule sékvivalentné(aleborovné) vtedy alen vtedy, al
jedna pomocou kowkeého pdtu gplikacii axiom Booloej algebry |
pretransformovana na druht formulu.

Koneine sa dostdvame k definicii Boolovej funkcfgx,,%, ,...,%) ako Boolovej
formuly, ktora obsahuje premenmgx, ,...,x. Napriklad

f (%% %)= %( %+ )

Definicia. Nech(B,+ a ,0,1) je Boolova algebra.

(1) Boolova funkcia f(x,%,,....x) premennych x.,x,,....x, je zobrazeni
f:B" - B, pricom f(x,%,....x) je Specifikovana ako Boolova formula.

(2) VSetky Boolove formuly, ktoré su navzajom ekvivdlen definujujednu
funkciu.
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Pretoze Boolova funkcia mozetbyyjadrena roznymi formulami, ktoré su navzajgm
ekvivaletné, vznika otadzka, ako efektivhe rozhadril dve Boolove formuly su
ekvivalentné. Ukazeme postup, ktory nie je zalozemyransformacii jednej formul

2 ke

na druhu, aby sme rozhodlij funkcie su rovnake, ale navrhne sa ,kanonicka
reprezentacia Boolovej funkcie, dadktorej mézeme jednoducho rozhotndi dve
Boolove funkcie su rovnaké alebo nie.

Definicia. Su¢inova klauzula premennychx,x, ,...,x je Boolova formula, ktor
obsahuje stin n literalov (t. J. premennu alebo jej komplement pazdu premennu

Ak pouzijeme formalizmus<®, potom sdinova klauzulu premennychx, X, ,...,X,
ktora je Specifikovana binarnym vektoran= (e g ,...,g), ma tvar

— vay®
|, =Xx2XZ ..
Napriklad, pre:-@1019 Stinova klauzula ma tvar

101y = XX X X = X 5% %,
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Definicia. Suctova klauzula premennychx ,x,,...,x je Boolova formula, ktor
obsahuje stetn literalov (t. j. premennu alebo jej komplement® gazdu premenndu.

Podobne ako pre &inovu klauzulu, m6zeme aj &ovu klauzulu pre premenng
xx...x Specifikova bindrnym vektorone=(g ,g ,...,g)
L =X+ X2+ .4 X
Pree=(10100 s(tova klauzula ma tvar
L=+ + 5+ X+ 6= X+ 7+ X+ 7%+
Tymto sa dostavame k formulacii hlavneho vysleditotkapitoly, ze kazda Boolova

funkcia moze by jednoznéane vyjadrena ako sumaciacsiovych klauzul (tento tvar
sa nazyva vo vyrokovej logikdisjunktivna normalna forma skratka DNF).

Priesvitka 13




Priklad
Vyjadrite Boolovu funkciux,x,( X + %) pomocou sétu st&inovych klauzul (DNF)

X% (X + %)= X %X+ X% X
=XXX%F XK= AN X% X

X
=X %1+ X% %= X%( X+ %)+ x%)
= X%+ XX X%+ XX
Xl;(;xs .
=XXXGF XXX
Veta. Kazda Boolova funkcie (x,,x, ,...,x ), ktor& sa identicky nerovna nule, mq
byt’ Specifikovana ako sumadgaovych klauzul (DNF tvar)

F(x%,%)=> f(e.8,..8 XX .o
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Nazn&ime jednoduchy konstruktivny dbékaz. Boolova funkacig.x...x) je
alternativne Specifikovanad pomocou jej fankch hodnOts(ee...¢), pre vsetky
hodnoty binarneho vektoka ¢ ...¢)0{03".

Steinova Klauzulal, , (%% %)= % % ..&, ktora je priradena binarnem

vektoru e=(g,& ,....2)0{03}" ma zaujimavu vlastndsjej funkina hodnota s
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rovna 1 len pre(x,x, ,....%)=(€, & ,...8), kde e 0{0,}, pre v3etky iné pripad)l
funk¢na hodnota je O

1 (pre(>g,>g X)) =(e & %))

0 (pre(x.%...x)%(e & .-8))
To znamena, ze suU dollezité len fon& hodnoty 1, funtheé hodnoty O nie st

podstatné pre nas konstruktivny dokaz. Zostrojinoel@/u formulu ako sumacit
tychto klauzul (t. j. v DNF tvare)

F(X.%.%)=> fle.e..0 oo )

e

I(el,eg ..... ﬁ)(xl,xz,___’)s):

Z konstrukcie tejto Boolove] funkcie, vyplyva, zegjjfunkiné hodnoty su
Specifikované takkou funkinych hodndt Boolovej funkcief (X% ,....%). To

znamena, Ze Boolove funkcig(x,%,,....%) a F(X,X,,....5) su ekvivalentné, t. j.
maju rovnake funéné hodnoty pre rozne hodnoty argumentov.
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Priklad

Jednoduchy dbokaz formuly (9.6) m6zeme zostrppmocou Shannonovej formuly

Boolovej funkcief(x,)
f(x)=%f(0)+xf(1)

Ktora je jednoduchym dosledkom skénosti, ze v Boolovej algebre funkdix;) ma
len dve mozné hodnoty alebol. Tuto formulu mézeme aplikovek funkcii +(x x)
K premennex;

f(%0%) =% 1(0.%)+ % f(1.%)
Na komponenty+(ox) at(1x) pouzijeme opakovane Shanonnovu formulu
f(0.%)=%(0.0+ % (0.3
f(1x)=% 10+ % f(13
Potom pref (x,,%) dostaneme
f

X, %)= %% f(0,0)+%x 0,9+ x> {1,0+ xx { 1)
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Priklad

Zostrojte Boolovu funkciuf (x,,%,) = X + % v tvare DNF. Poth vety 8.5 DNF tvar
tejto funkcie je

f(x%)= 1(0.0) %%+ (0.9 %%+ 1,0 o+ {11 x
kde jednotlivé funkné hodnoty su uvedene v tdka

#l e & f(e,e)
110/0| O
21001 1
3/1/0| 1
41111 1

Potom funkcid ma tvar
F(X,%)=0%%+1% %+ 1 X%+ 1)
=X T XXt XX
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Priklad

Zostrojte Boolovu funkciu f (x,,%,,%)= %%+ %x vtvare DNF. Tato Boolovg

funkcia je utena tablkou funkinych hodnot

P
&P

€631 €163

O~NO U WN PR H
P RPRRPPRPOOOCO|DP
P RPOOREFR OO
R ORORFRORFR O

P OOOPEFr,rOOO
HOHOOOOOg

P ORFRPOPRFL,OOO
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Potom funkciaf (x,x%,,%) (uvazujeme len jednotkové fuiné hodnoty) ma DNF
tvar

F(%.%,%)= X% %+ X% X+ XX

Veta. Kazda Boolova funkcie (x,x, ,...,x ), ktor& sa identicky nerovna nuleoze
byt Specifikovana ako $in suma&nych klauzul (KNF tvar)

f(4.% %) =[]( (&8 .ogt X+ R+ + %)
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Priklad

Vyjadrite f (x,%)= %( x+ %) v KNF tvare.
V prvom kroku zostrojime taliku funkénych hodnot tejto Boolovej funkcie

# e e eter| eetey)
1/0/0 © 0
21011 1 0
310 1 1
4111 1 1

Pouzitim (8.9) dostaneme vyjadrent Boolovu funkEiw,,x,) = x( x+ %) v KNF

f(&,&)=£w+&+ XZJEEL(?_% &+‘&JEEL(£9+‘4+ &J[Eiiﬁ_#_)%

0 0 1 1

1 1

= (% %)X +%) = X K+ X%+ %X+ %% =% (X +%+ %)= X
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Priklad

Zostrojte  KNF  Boolovej funkcie f(x.,%,%)=(%+ %){%+7). Tabuka

funkénych hodnot ma tvar

#le,]ees8 BB+ B +8|(g+6)dB+T8)
1101001111 1 1 1
210/0/1/1/0] 1 1 1
31001/0/1/1| 1 1 1
41011111/ 0| 1 1 1
511/0/ 0/0(1 O 1 0
6|1/ 0/1/0 0| O 0 0
/712/1/0/ 01 1 1 1
8/1/1/1/0 0 1 0 0

KNF ma potom tvar (vyuzivame len tri riadky s nuavvyslednou funénou

hodnotou)

F (%% %) =(%+ %+ g) {0k %+ 0 75+ 7y
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C. Shannon (1916 — 2001)

Spinacie obvody

Mnohé elektronické zariadenia, akymi suU naprcijade, telefonne Ustredng,
zariadenia na riadenie dopravy, obsahujudg spinancie obvody. Ich teoria bor

vypracovana v r. 1938 C. Shannonom v ramci jeho .M&ertacie. Spiramoze by
chapany ako taky spoj v obvode, ktory ak je uzavreiotom nim prechadz
elektricky prud, v opgnom pripade, ak je otvoreny, elektricky prad nimneehadza.
Spin& mbzeme znazortitakto:
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A

Predpokladajme , Ze v spinacom obvode mame &pMaStav tohto spinm
ozn&ime premennoy, akx = 1 k = 0), potom spinaA je uzavrety (otvoreny).
O trochu zlozitejSi pripad spinacieho obvodu obgatlva spinge A a A

Hovorime, ze v tomto pripade suU sgmaapojenderiova Nechx; ax, su premenng
popisujuce stavy spitiav A; resp. A, tieto premenné ak sa rovnaju 1 (0) , potom
dany spin&je uzavrety (otvoreny). Nechx.x) je funkcia, ktorej hodnota sa rovna|l
(0) pre tie hodnoty; ax,, ktoré umoauju (znemo#uju) tok pradu. Tato funkcig
mbdZe by chapana ako binarna funkcif:{0,4° - {03}, ktorej funkné hodnoty s
urcené tabikou
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#ix | X f(x.%)
1 0|0 0
2 01 0
3110 0
411 1 1

Z tejto tabuiky vyplyva, ze funkcid je vyjadrena ako $in premennych; ax,
f %)= %%

Novy druh spinacieho obvodu, ktory je podobny sé&nmu obvodu, ale v paralelnom
zapojeni, ma tvar

C—

—
—
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Podobne ako v predchadzajucom priklade (9.11), spamge A; a A su popl'sané|
premennymix; ax, , tento obvod je popisany funkciayx;,x) nad Boolovou
algebrougos +mo4, ktora je specifikovana tabkou

# %) % g(%,%)
1 0|0 0)
2101 1
3'1/0 1
411|1 1
Potom funkciag (% ,x,) je Specifikovana ako gt premennych
g(%.%)= %+ % (9.14)

Funkcie popisuju vlastnosti spinacieho obvodu pmuostavov spinav, ktoré su
siktag’ou daného obvodu. Takéto funkcie sa nazywsginacie funkcie Majme n
spin&ov, ktorych stavy su Specifikované premennymix,, ..., X,. Spinacia funkcia
f:{0,3" - {03 popisuje spravanie sa spinacieho obvodu pre vEetiiné 2 stavy
spin&ov. Ako uz bolo ukazané na predchadzajucich ildegreh prikladoch, funkciagl
f mGze by reprezentovana Boolovou formulou a teda aj Bamlowinkciou.
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Nasledujuci priklad spinacieho obvodu bude zloZitsgpinaci obvod, ktory obsahuje
tri spoin&e v seriovo-paralelnom zapojeni

yd yd
A, A,
7

A,
Nech jednotlivé spiri@ A;, A, a Az sU Specifikované premennymi, X, resp.Xa.
Celkovy obvod potom moézeme zl6zz dvoch paralelnych podstruktar, horna |je
reprezentovand funkciouf,(x,,%,)= xx adolnd je reprezentovana funkcigu

f,(%;) = %. Spojenim tychto dvoch funkcii pomocou (9.14) dosme Boolovu

funkciu celého spinacieho obvodu (9.15)
fx%%)= 6(x.%)+ & x)= xx >
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Priklad

Zostrojte spinaciu funkcitispinacieho zariadenia

e e

A,

C—

A
_/Ag
B
Nech X ,% , % a X, su premenné oztiajuce stavy spir@v A ,A ,Aresp.A. Potom
celkova spinacia funkcia zariadenia ma tddix ,x, % ,%). V prvom kroku uime
pomocné spinacie funkcid,(x,,x,) a f,(x;,x,), ktoré st priradené hornépsti
obsahujucej spida A ,A resp. dolnegasti obsahujucej spit@ A,,A,. Tieto funkcie
st ukené spinacimi funkciamif, (x,,%,) = %% resp. f,(X;,%,) = %+ x, Hradana
spinacia funkcia ma potom tvar
f(xo%%.%)= 8059+ § %.9= xx ¥
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Priklad

Budeme riegi vel'mi praktickl ulohu, ktord pre mnohych z nas je d#aako
vlastne funguje. Predstavme si schodisSte, gattal a konci ktorého su umiestnené
stenoveé vypinge § a S, pomocou ktorych zapneme alebo vypneme svetlo jha
schodi$om. Hlavna poziadavka je taka, aby sa na jednoncikmohlo svetlo bd
vypnt, ak na druhom konci je zapnuté, alebo zapnak je na druhom konc
vypnuté. Tuto podmienku mézeme formulé\aternativne tak, ze ak st oba spi
S; a S vypnuté alebo zapnuté, potom zariadenim nepreigk# ale sté, aby bolo
zapnuté prave jedno, potom zariadenim preteka pioidnézeme vyjadti touto
tabu’kou

Si S |prud
zapnuté zapnuté nie
zapnutévypnute ano
vypnuté zapnuté ano
vypnuté vypnuté nie
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Predpokladajme, ze vypit® S a S su realizovany pomocou dvoch spioa A; a
A,. Ak pouzijeme premenng ax, , ktoré oznauju stavy spinéov A; a A, potom
vySSie uvedena tabka mo6ze by prepisana do tvaru

f(Xl,Xz)

R R O o|X
P O R O
Ok FkO

Tato tablika Specifikuje Boolovu funkciu v DNF
f(X%)=X%+ XX
Spinaci obvod so spinacou funkciou takto Specifikou ma tvar

e yd
A, A,
e S
A, A,
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Tanto diagram znaztwje realizaciu tohto spinacieho obvodu, kde wiianeée
oblasti tvoria stenové vypite, ktoré su spojené dvojvlaknovym kablom.

svetlo

mm— 7dr0j

A, 5 dvojvliaknovy kabel z As (9.26)
4 \7

prvy druhy
vypina vypina’

VyrieSili sme prakticky priklad, ako realizavazapinanie a vypinanie svetla
schodisti (alebo na dlhej chodbe) tak, ze kazdypinggom mdzeme svetlo zaphl
alebo vypni, nezavisle od polohy druhého vypiaa
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Priklad

Ustredné kurenie v rodinnom dome je riadené troraemdstatmi, ktoré s
umiestnené v kazdej izbe domu. Termostaty su naséama 18C, pricom z dovodu
Setrenia energiou sa pozaduje, aby systéem ustredki@tenia bol zapnuty len arlt
teplota aspd v dvoch izbach je menSia ako A8, v op&nom pripade je systé
vypnuty. Navrhnite spigavy systém, ktory prijima signaly z termostatovtari
riadi Ustredné klrenie. Pokuste sa minimalizowmavrhnuty systém, aby bdlo
najjednoduchsi.

&

F (%,

il =l el ella]ps
R R OOk R OO

P Ok OR OR| oKX

olo|olr|olr|k|k|x
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Boolova funkcia Specifikovana touto tdkou ma tvar
F %% 06) =300+ 0% %+ X 5% XX F

=X XXt X%
Potom spinaci obvod pre automatické zapinanie enagpe Ustredného kurenia né
podobu

s 7
Al AZ
A
A, A,
s~ 7~
A, A,
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Logické obvody

Na tomto mieste je vhodné pripomérsl pioniersku pracu McCullocha a Pittsa Zr.
1943, v ktorej boli formulované teoretické zakladguronovych sieti s logickym
neuronmi a ktora je v gasnosti pokladana za jednu prvych prac, na zalkemgch
vznikol novy informaticky vedny odboumela inteligencia Autori dokazali, ze
lubovd’na Boolova funkcia mo6ze Bysimulovana pomocou obvodu (neurdnovyej
siete) obsahujucej elementarne obvody — neuréongtéksimuluju disjunktivne
a konjunktivne klauzuly. V pripade logickych obvedsa jedna o abstrakciu, ktorg
ignoruje vnutornu architektiru neurénov a postulggistenciu elementarnyc
logickych bran pre operacie disjunkcie, konjunkazieegacie.

V tejto kapitole sa budeme zaobétagickymi obvodmi, ktoré tvoria zakladn
funk¢né jednotky v poitacoch. Logické obvody obsahuju logické brany typu
disjunkcie, konjunkcie a negacie
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Logické brany

logicka brana konjunkcie Logicka brana Logicka brana
disjunkcie exkluzivnej disjunkcie
X1 X2 X1 X2 X1 Xo | Xg+Xo X1 X2 X1 +Xo
0 0 0 0|0 0 Ol 0 0
0 1 0 0|1 1 0| 1 1
1 0 0 10 1 110 1
1 1 1 111 1 1| 1 0

logicka brana negéacie

- ol
OI—“X|
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Priklad
Zostrojte Boolovu funkciu pre logicky obvod

m—( S
Pouzitim tabiky logickych bran jednotlivé spoje tohto logickéhobvodu

ohodnotime takto
XX

X
X,

X X+ X3 X S—
::D R > XXX,

X3
X, 4

To znamena, ze Boolova funkcia priradena tomutmdb ma tvar
f(X0%.%.%)= %%+ %X
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Priklad

Zostrojte logicky obvod, ktory simuluje Boolovu fkmiu f (x,,%,% ,%) =% %+ X

Pre ilustraciu zostrojime syntakticky strom tepiocie

xl——\

xz/ | \
"

Logicky obvod zostrojime jednoducho ztohto syntdé&ho stromu, ktory
interpretuje Boolovu funkciuf (x,%,% ,%)="%%+ X» tak, Ze jednotlivé vrcholy|
znazonujuce algebraické operacie nahradime prislusnygnckymi branami

+

‘\ X, X+ X, X5

X%
2_'_%_\ X
[\ XX

XS /
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Sumator dvoch binarnych¢isel (polosumator)
Technika logickych obvodov je aplikovdéitea ku konstrukcii sttu dvoch kladnych
celych cisel, ktoré su prezentované v binarnej reprezdntdcato konsStrukciu
obsahuje tri etapyPrva etapaspcaiva v navrhu logického obvodu (nazyvaného

polosumatoy ktory ita dve jednobitovéislax ay
X

y

CsS
Uvedieme tabiku vSetkych pripadov tejto schemy, ktoré mézu masta

vstup| vystup

X C| S — —

SotoTo sEH(x) =3 mE(or Y Y=( x N )
O 1 O 1 C:g(x,g: X)

110[{0] 1

111/1/0

3—»32 X+ (X)) X S
= i S S o
—[>o—

> C=Xxy
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Sumator troch binarnych ¢isel (dvojity sumator)
Konstrukcii logického obvodu (nazyvanéhtvojity sumatoy pre <itanie troch
jednobitovychcisel

n< x

uv
VSetky mozné pripady tejto schemy su uvedené Wkabu

vstup | vystup

X|ylz/lu|v

0/0/0[ 0] 0] u=Xyz+t xyz xyz xyz(~ ¥y ky+z (Xy+2) z
0/0/110[ 1] —(xOv) s+

0100 1 O oo
011 110 V=XyztXyzr Xyz xyz(~ %y Xy+ %y )x
1000 1 :(XDy)DZ

1/0/1/1]0

1/1/0/ 10

1/1/1/1 1
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Vystupné veliiny uav mézu by reprezentované pomocou spiiecj Boolovej
funkcie, ktora je reprezentované obvodom

X
y

V4

=) >t

=

}

N
g

—V
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Optimalizacia logickych obvodov

Efektivnog logickych obvodov zavisi na p@ a prepojeni jej logickych bran. Proces
navrhu logického obvodu Zma navrhom taldiky Specifikujucej Boolovu funkciu,
ktord transfomuje vstupneé binarne vely na vystupné binarne veéiny. Boolova
funkcia je zostrojena pomocou ¢sul konjunktivnych klauzul. Tato konstrukcia
nezarwduje optimalnos zostrojenej funkcie (minimalny get literalov).

Uvazujme logicky obvod, ktory ma vystup 1 vtedyen itedy, akk =y =z=1 alebo
akx = z=1 ay = 0. Boolova funkcia, ktora simuluje tento logic&fvod ma tvar
f(X,y,2 = xyz zy, moze by podstatne zjednodusena takto

f(x,y,2= xyz Xyz (X ¥ )y 2z k=
To znamenda, ze tato funkciez , ktord obsahuje dva literaly, je ekvivalentha
s povodnou funkciou obsahujlucej 6 literalov; mozeteda poveda ze optimalny
tvar Boolovej funkcief (x,y,2 = xyz zyje nova funkciag(x,2) = x;, ktora aj ke’
je s povodnou ekvivalentna, ma podstatne meneglae.
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Tento jednoduchy priklad dostate jasne ukazuje dolezitbBlada optlmalnyJ
tvar Boolovej funkcie, ktory moze v Specialnychpadoch podstatné zjednodus
navrhovany logicky obvodu. Ako ilusthay priklad budeme Studowéogické obvody
priradené Boolovej funkeif (x,y,2) = xyz zy a jej optimalnej formyg(x,2) = x:

proces
optimalizacie

1

XyZ+XyZ X
Y —>o0— ) | : :D > ‘
Logicky obvod zostrojeny pomocou optimalneho tvdkpravo), obsahujucehg

minimalny paet literalov je podstatne jednoduchsi ako logickyar (Wavo), ktory
obsahuje Se’dogickych hradiel.

B
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Optimalizacia Boolovych funkcii pomocou Quinovej
a McCluskeyove] metody

W.V.QUINE

‘Willard VanOrman Quine
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llustra ény priklad

Quinovu a McCluskeyho metdoda bude ilustrovana keimgym pripadom
optimalizacie jednoduchej Boolovej funkcie:

R Ok O R O O|N
R OR OR OR K|

NG WNRF|H
R RPRPRPPOOOO|IX
PR OOREFPOOIK

f(x,y,2 T2+ TXYE T XYE TXYZ

[
>
<
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Kazda klauzula moZe byeprezentovana bitovymti@zcome = (e, ,g) {0 3}

(XY, =Ry 2 - (g.£ 8
kde&°=%,ake=1 & =&, ake=0, preE=x,y,z

f (x,y,2=(000)+(003+( 01)+( 10m+( 11

Pre takto definovanu binarnu reprezentaciu mézemei) metriku Hammingovej

vzdialenosti ku kvantifikacii podobnosti medzi binarnymi vektar Nech
e :(efi),é) é)) a e :(el(j) &) é)) s dve binarne reprezentacie klauzfil,

potom

d, (e.,q)=géi)-é”\

Tato vzdialenas pre binarne vektory nam Specifikuje g@d poldh v ktorych sg
binarne vektory vzajomne odlisuju.
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Pre ilustrgny priklad Boolova funkcia je reprezentovana ponuogonoziny 5

binarnych réazcov dzky 3

U, ={(111),(101),(011),(001),(00F

ak ich vzajomna Hammingova vzdialefigs rovna 1.

Dve klauzuly z mnozinyJ; mozu by vzajomne &itané do jednej klauzuly
vtedy a len vtedy, ak sa liSia ich binarnéazee prave v jednej poloh&z
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Proces gitania klauzul

Z mnoziny Us vyberieme prvua a druhud klauzulu, ich binarne repreéacie (111) 4
(101) sa liSia len hodnotou binarnej premennejuhef polohe,d, (111,103 = ..
Tieto dve klauzuly sucgtané takto

Xyx+ Xyz= X y Y z >
1

V binarnej reprezentacii tento proces zjednoduseEmimaalne vyjadrime takto

(119 +(103 = sur{( 11} ( 109 =( %)

,prazdny symbol “# reprezentuje prazdne miesto v binamegrezentacii novej
klauzuly xz
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Nove klauzuly obsahujuce jeden symbol "#" tvoriaominu

U ={(1#1),(#11),#01),(0#1),(00K
V daldej etape vytvarame z mnoziy! novi mnozinuU!?, ktora obsahujel
klauzuly s dvoma prazdnymi symbolmi “# a ktoréihgftvorené operaciou stu
klauzul z mnozinyJ !

U3 ={ (w1}

Proces &tania klauzul obsahujucich symboly “# musi t byodrobnejsSie
Specifikovany:

(a) Kita mdézeme len take dve klauzuly, ktoré obsahuju rkynpocet
symbolov “#°, pdom tieto symboly v oboch pouzitych klauzulach musia
byt umiestnené v rovnakych polohach v oboch binarmgpinezentaciach.

(b) Klauzuly, ktoré vyhovuju podmienke (1) mézenta’ len vtedy, ak ich
binarne komponenty sa liSia len v jednej polohe.
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Zavedieme operatar , ktory Specifikuje prechod mnoziny!® na mnozinuu
pomocou rekurentnej formuly

U$k+1) :A(ng))
Rekurentna formula je inicializovana mnoiinwo) =U,. Musi existova take

kladné celé&cislo n, ze tento proces tvorby novych mnozin je weamy, t. j. plati
U™ =Aul)=0.

« V1. etape vytvorime procesontitania dvoch klauzul z mnoziny $°) =U,
klauzuly s jednym prazdnym symbolom “#7,
e v 2. etape vytvorime z mnoiirlnyﬁl) klauzuly s dvoma symbolmi #.

* Tento rekurentny proces je ukmamy vtedy, ak operatod aplikovany na mnozinu

U™ produkuje prazdnu mnozinu, t.A'l.(U ﬁ”)) =0.
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0. etapa 1. etapa 2. etapa
1| (111) 1 (1,2) (1#1) 1(1,4) | (##1)
2 | (101) 2| (1,3) (#11) 2 (2,3) | (##1)
3| (011) 3| (2,4) (#01)

4 | (001) 41 (3,4) (0#1)
5 | (000) 5/ (4,5) (00#)

V stipcoch pre prva adruhG etapu su uvedené aj dvojimexov klauzdl
z predchadzajucehalgta, ktore boli pouzité v sur@@om procese.

Uloha: ako vybra taky minimalny péet klauzil zostrojenych v prvej alebf
v dalSich etapach, ktoré su odvotirié zo vSetkych povodnych klauzul z mnozihy

ul9=u,.
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Mnozina klauzul, ktora vznikne zjednotenim mndﬂﬁﬁ?, U ﬁl), U $3),...

U, =u@guPoul?®o..
je ¢lastaine usporiadana a je znazornena Hasseho diagramom

u°®  (111)

~
~
-
e

Z tohto diagramu vyplyva, ze ma 5 maximalnych kiduglauzuly patriace do|
mnozinyU ff’)) a dve minimalne klauzuly (##1) a (00#), ktorénslHasseho diagram

vysvieteneé.

(101) (011) (001)

#11) (#01)  (O#1)

\

.
.
.
.
.
\d
.
.
.
*
.
.
.
.
.
.
.
A\ d
.
.
o
.."

(#4#1)

(000)

(00#)

o)

—

Priesvitka 51




Uloha: Vybrat také minimalne klauzuly, ktoré pokryvaju povodndéauzuly
z mnozinyU!”. Pre kazdu klauzuleOUY OU!? O ..., ktora obsahuje aspgeden

prazdny symbol, zostrojime mnozinu
U(e)={¢;(e0u,)O( e 8} Ou,

ktord obsahuje vSetky pévodné klauzuly (neobsaleujitazdne symboly #), ktore su

pokryté klauzulowe

Nech mnozina minimalnych klauzul je ozeaa V, potom Kfadame taku jej
podmnozinw OV, ktorej klauzuly plne pokryvaju mnoiimhff’)

Ju(e)=u

PodmnoZinaV je urend podmienkou minimalnosti @a literalov, [V], ktoré
obsahuje N
V = arg min[ V]

v'av
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* RieSenie tohto optimalizaého problému je pre maly ¢t premennych (cca do
p&) obvykle zvladnutiny rucéne tak, ze preberieme vsSetky moznosti, ktdré
pokryvaju mnozinws.

* Pre v&Sie problémy mobze Wypouzitd metodaspatneho preladavania ktora
systematicky preskima vsetky moznosti.

e Zial, tento pristup je nepouzitey pre niekdéko desiatok premennych, v déslediu
exponencialneho rastu zlozitosti. Potom nastupeppblu'né metody ktoré
poskytuju v realnoméase kvalitné suboptimalne rieSenie, ktorécgsto rovne
optimalnemu rieSeniu.
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V tomto konkrétnom pripade sa jedna o jednoducloplpm, musime vybtaobe
minimalne klauzuly (##1) a (00#), ktore pokryvafivpdné klauzuly.

Potom mGzeme pisaBoolovu funkciu
f(X,y,2= xyz Xyz~ xyg XyZ X

v ekvivalentnhom tvare
f(x,y,2= z+7X"

¢o reprezentuje podstatné zjednodusSenie (optimalix@ovodne] Boolovej funkcie
ktorej paiet literalov z 15 klesol na 3.
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f(X,y,2= Xyz Xyz Xyg X¥Z Xyz f(x,y,2= z+ Xy

B L
B
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Uvazujme Boolovu funkciu

Priklad

f(W,X,y,2= WXyZ WXy~ WXYZ ~WXyZ “WXYZ WXYZ \

V nasledujlucej tadike je znadzorneny postup vytvarania vSetkych mozrstohacii
medzi klauzulami (v binarnej reprezentacii) k tepimolovej funkcie

0. etapa 1. etapa 2. etapa
1| (1110) 1| (1,4)(1#10) (4,7),(5,6) (0##1)
2 | (1011) 2| (2,4)(101#%)
3 | (0111) 3 (2,6)(#011)
4 | (1010) 4| (3,5)(01#1)
5| (0101) 5 (3,6)(0#11)
6  (0011) 6| (5,7)(0#01)
7 | (0001) 7| (6,7)(00#1)
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Hasseho diagram

U® (1110) (1011) (0111) (1010) (0101) (0011) (0001)

R

U® (1#10) [(101#) ((#011) (01#1) (O#11) (0#01) (0O#1.

(OF#1)

Teraz stojime pred problémom ako vytbtaky minimalny poet klauzul, ktoré

nam budu pokryvacell pévodnd mnozinu klauzul.
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,Greedy” metdda

hVAN

3. krok

4. krok

5. krok

6. krok

7. krok

8. krok (konecné riesenie)

Pouzitie jednoduchej “greedy” heuristiky pre koogktriu cesty obchodného cestujuceho. Algoritmus |je
najdeme vbny vrcholx a hranuy,z) tak, aby veliina d(x,y)+d(x,2-d(y,2 bola minimalna. Aktualny cyklus rozSirime
o hrany ky) a ,2), pricom pdévodnu hranuy(z) odstranime. Tento proces opakujeme tak dlho,a&d¥ vrchol je
zapojeny do vytvoreného cyklu. NaSe sindnka vypd@ty naznéuju, ze takto vytvorena uzavreta cesta obchodneho
cestujuceho poskytuje kvalitné suboptimalne ries¢kiioré v mnohych pripadoch je totozné s optimalmgsSenim).
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V prvom kroku vyberieme takd minimalnu klauzulu, ktora pokryvajvacsi paet
maximalnych klauzul. V pripade, ze existuje nigm rovnocennych minimalnyc
klauzul, ktore pokryvaju rovnaky pet maximalnych klauzul, tak vyberieme taﬂu
minimalnu klauzulu, ktora ma minimalny ¢t literalov. V tomto prvom krok

vyberieme minimalnu klauzulu (0##1), ktora pokngrgri maximalne klauzuly. Téatc
Mozno$ je znadzornena na nasledujlce] e

minimalneg maximalne (povodne) klauzuly
klauzuly {(1110)(1011)(0111)(1010)(0101)(0011)(0001)
(1#10) 1 1
(101#) 1 1
(#011) 1 1
(O##1) 1 1 1 1
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V druhom kroku mame dve alternativne moznosti, a to vyber mimajalauzuly

(1#10) alebo vyber minimalnej klauzuly (101#). Voah pripadoch tieto mimimaln

klauzuly pokryvaju dve maximalne klauzuly, pretahaju rovnaky poet literalov,

tak suU rovnocenné. Predpokladajme,

predchadzajuca tabka ma tvar:

minimalneg maximalne (povodne) klauzuly
klauzuly [(1110)(1011) (1010)
(1#10) 1 1
(101#) 1 1
(#011) 1
(O##1)

Ze vyberiemeu pmoznos, potom
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Ak z tejto tabliky odstranime vybranu klauzulu, potom sa t&ad’ale] zjednodusi
do tvaru:

minimalne maximalne (povodne) klauzuly
klauzuly (1011)
(1#10)
(101#%) 1
(#011) 1
(O##1)

Na zaverv tre'om kroku mame dve rovnocenné moznosti vyberu minimalnych
klauzul (101#) resp. (#011), vybrali sme prvi ma&nd01#), tym sme dokazali, z
sedem maximalnych klauzal mbéze tbypokrytych pomocou troch minimalnyc
klauzul (0##1), (1#10) a (101#), ktoré maju dohrdynasem literalov. Ekvivalentn
(minimalna) Boolova funkcia, ktora jedana tymito klauzulami ma tvar

f,(w,X,y,2="wz wyz W
Ak by sme vybrali druht alternativhu mozrog#011), potom alternativny tvar
minimalnej Boolovej funkcie je

f,(W,X,y,2 =Wz wyz X

Priesvitka 61




Optimalizacia Boolovej funkcie sviacerymi
funk ¢nymi hodnotami

f:{0,4" ~{03" kden=2

4 ™
o X; =
> Yi
m binarry ch< X, > Boolova : n binarry cl
vstupov : funkcia : Vystupov
. : s Yo
- J

Poznamka Optimaliz&na metoda Q-M skahko zovSeobecni aj pre tento
pripad. Jednotlivéleny Boolovej funkcie budu oztané hornym indexom vystupt
ktory Specifikuje kazdu klauzulu.
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Tabul’ka sSpecifikujuca Boolovu funkciu

fg

fa

0

Xa

1

X3

O/ 0 00 O

X2

O 0] 0f 0 O

0 O

1

X1

1
1

1
1
1

#
9

10

1111, 0, 1,01 |1

12
13
14

15111101 1
161111, 1]11,0

fg

1

0

fa

1

0

X4

O] 0 O

X3

O 0f 0 O

1

X2

1

X1

O/ 0, 0, 0 O] O

#
1

210/ 0/0]1f1 1
31]0/,0,1]0]1]|1

610 1]0]|1
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Poznamka Budeme vybenado procesu ,sttu” len také dva riadky, ktoré

(1) maju jednotkovu Hammingovu vzdialemps

(2) prienik indexov funknych hodndét je neprazdna mnozina,cpm

vysledny sdet je oznéeny tymto prienikom.

Vybrané riadky s jednotkovou
funké¢nou hodnoto

H 1 X1 | X | X3 | X4 fx

2 o] o] o] 1] AB #l Ni-n | X X | X | X | fx
3o/ 0] 1| o]l AB 1{ 2-6 | oj#]0| 1| AB
6|0 1] o] 1] AB 2| 3-11(#[0] 1] 0] AB
1111 0] 1] o| AB 3| 11-15] 1. #/1| 0| AB
15/ 11 1] 0| AB| [a|15-16| 1| 1| 1 #| A
16|11 1] 1] 1] A
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000r"° 0010  0101°

f, =O#0D+# 01D+ #1 Dr 11#

f, = 0#O1+#010+ #10

Kox X

X

1014 1110° 11171

AB #OloAB
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