10. kapitola

Viachodnotové logiky— Zadehova fuzzy logika

10.1 Zadehova fuzzy logika

Nas svet je plny nejasne ohr&mych pojmov, s ktorymi vSak vieme pomerne dobre
intuitivne narabé prostrednictvom nasho prirodzeného jazyka. Predstasi situaciu, ze
niekto od nas pozaduje, aby sme presne Specifikpapem ,mlady”. Okamzite by sme
zistili, Ze obsah tohto pojmu je silne zavisly adbjektivnej interpretéacie a lenRrai tazko by
sme nasli uplnd zhodu v interpretacii tohto pojmii dvoch réznychrudi. Prave takéto
a podobné problémy su Studované pomocou fuzzy mnp&ibra ponuka teoreticky aparat,
ktory umozuje jednoduché modelovanie tychto problémov a ichplémentaciu na
pocitatoch.

Termin ,fuzzy logika“ vznikol ako vet@jSi produkt rozvoja teérie fuzzy mnozin, ktoréibol
zavedené americkym (narodenym v azerbajdZanskonu)Bakbernetikom a informatikom
Lotfi A. Zadehom, k& vroku 1965 publikoval slavnu prackuzzy setsvcasopise
Information and Control Fuzzy mnoziny tvoria neobgjne efektivny teoreticky ramec pre
modelovanie vagnosti pojmov, pomocou ktorého je mdoZpecifikové nejasne ohradene
pojmy, akymi su napriklad vySka, vek a podobne. magriklad, ak nejaki osobu ozirae
za ,mladu”, tak ako uz bolo diskutované vySSieptadjektivum nema ostro vymedzeny
vyznam, je pozngené silnym subjektivnym vplyvom uZivéte Zadehove idey sa rychlo ujali
a stali sa Standardnou ¢a@’ou nielen informatiky ale aj kybernetiky (vedy adeni
a regulécii procesov) ako efektivny inZiniersky gireedok pre formalizaciu, modelovanie a
riadenie systémov, ktoré su popisané pomocou vagomyenov.

Obrazok 10.1. Americky kybernetik
a informatik Lotfi Zadeh[{1921)

10.1.1 Fuzzy mnoziny

V prednaska "Algebra a diskrétha matematika" [xsipe podrobne Studovali délezitu
matematicku Struktdru nazyvana “"teéria mnozin". éf formulacii sme pouzili klasicky
pristup, kde mnozZina bola definovana ako subor eteav, ktoré su dobre navzajom



odlisita’né, prtom ich vyskyt sa neopakuje. Ako alternativnu defininnoziny sme pouZzili
pristup zaloZeny na charakteristickych funkciach, tA:{X;uA(X)=J}. Charakteristicka

funkcia p,(x) je definovana nad univerzalnou mnozinby tak, ze ak platipt, (x) =1,
potom elemen patri do mnozinyA, xO A (v opa&nom pripade, amA(x):O, potom

elementx nepatri do mnozinyA, x A). Hlavnou vyhodou tohto pristupu zaloZzenom na
pouZziti charakteristickych funkcii je mozmwgsriamaiarej generalizicie tohto pristupu tak, Ze
funkéné hodnoty charakteristickej funkcie uz nie su bieaale s zovSeobecnené na interval

(0,1), pa:U - (0,1). Tymto jednoduchym trikom bol Zadeh [xx] schoprgfidova’ tzv.
fuzzy mnoziny, v ktorych prislusnbsybraného elementuje Specifikovana prave hodnotou
charakteristickej funkcieO< uA(x)sl. Pomocou fuzzy mnozin uz mbdZeme pomerne
elegantne ries§i zname paradoxy klasickej tedrie mnozin, akymi sjprn Specifikacie

"hromady" alebo "plesatosti".
Studujme jednoduchy ilustrativny priklad situaéied’ klasicka tedria mnozin je

nepouziténa. NechU je univerzum tvorené zo zrniek piesklu,:{zl,z2 4 } kdez je
i-te zrnko piesku. Rekurentne budeme vytvgradmnoZinu "kopu'K :{z1 A g} tak, ze

k nej budeme prida¥gedno zrnko pieskuK ~ K D{zp+1}. Od ukiteho p@tu zrniek piesku

(kardinality), mnozinlK m6zeme nazyvakopa Problém je v tom, Ze mnoziivytvarame
rekuretne, zvéSujeme ju po jednom zrnku piesku. Pridanim jedré&h&a piesku sa mnozina
K nepremeni na kopu piesku. Z tychto Uvah vyplyeapdjem kopa piesku nemdzeme dobre
charakterizova pomocou klasickej te6rie mnozin, museli by smdestitaxativne kritérium,
ak paet zrniek piesku je W&i ako nejaka prahova hodnota, potom mnozinu nagJapa.
AvSak takto Specifikovana kopa piesku je silnéazana subjektivnym péadom jej tvorcu
na toco, aké mnozstvo zrniek piesku sa povazuje za kopu.
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Obrazok 10.2 Priebeh charakteristickej funkcLeA(x) fuzzy mnozinyA ,mlady“. Definiény obor tejto funkcie

je univerzumU tvorené uzavretym intervalofi©,100 a obor funknych hodnét je uzavrety intervf,1] .

ESte naliehavejSie vystupuje tento problém do pbpreak by sme sa pokusili
taxativne Specifikowamnozinu mladyciudi napr. tak, Ze by bola tvorena vSetkyiud’mi
s vekom mensim alebo rovnym 25 rokov. Kazdy istengonejaky priklad zo svojho okolia.
ked’ osoba podstatne starSia ako 25 rokov sa cftinigdym (napr. nestarnici fesiatnici
alebo pédesiatniky).

Koncepcia fuzzy mnozin ndm poskytuje mozhako formalizové ,nejasny“ pojem

mladosti. Nech U je univerzum tvorené prirodzenyislami od 1 do 100U ={1,2,...,10(} .

Fuzzy mnozina A vyjadrujuca adjektivum ,mlady” je Specifikovana achkteristickou
funkciou s oborom funihych hodnét z uzavretého interve[mj,]]



U - [0 (10.8)
s kvalitativnym priebehom znazornenym na obr. 18I8rnativny nazov charakteristickej
funkcie uA(x) je stupé prislusnosti prvku - argumenkudo fuzzy mnoziny ,mlady”

Formalna definiciduzzy mnoziny A definovanej nad univerzom j& uskut@nena
pomocou terminoldgie klasickej tedrie (crisp) mmopfostrednictvom usporiadanych dvojic

(.14 (X)), ktoré obsahuja prvok univerzeJU a jeho stupieprislusnostip, ().

Definicia 10.3 Fuzzy mnoZina je definovana
A={(xp, (%) xa Y (10.9)
kdeU je univerzum au,(x) je charakteristicka funkcia (stuperislusnostk do A).

Poznamka Pojem fuzzy mnoziny splyva s pojmom jej charakteristickej funkqu;\(x),
ktord ju spolu s univerzord jednoznéne utuje. Zapisx[1 A (¢itame akoa je A) sa v teorii
fuzzy mnozin interpretuje pomocou prislusnej chemadtickej funkciep, (x) tak, Ze stupe
prislusnosti elementudo fuzzy mnozinyA je weny hodnotoyt, (x).

V tejto kapitole pouzijeme jednoduchy spbsob Sjieuife operacii nad fuzzy
mnozinami, ktory je bezprostrednym zovSeobecnenirch idefinicii pomocou
charakteristickych funkcii pomocou fahov pouzivanych v Kklasickej tedrii mnozin.
V klasickej tedrii mnozin charakteristické funkaé dichotomné, ich furdké hodnoty moézu
nadobudé len bindrne hodnoty 0/1. V tedrii fuzzy mnozin tfgo podmienka nahradené
novou podmienkou, pdd ktorej funkné hodnoty charakteristickych funkcii su z uzavreté
intervalu [0,1] (pozri obr. 10.8). Zakladné mnozréo operécie zjednotenia, prieniku
a komplementu st potom pre fuzzy mnoZiny definovakéo*

(1) Zjednoteniduzzy mnoiinAz{(x,uA( x)); X0 U} aB :{(x,uB ( x)); xOJ U}
AD B={(xpy5( %) X0 Y (10.10a)
Mass (X) = max{pa( ¥ we( 3 (10.10b)

(2) Prienik fuzzy mnoiinAz{(x,uA( x)); X0 U} a B:{(x,uB(x)); X0 U}

An B:{(prHB( X)) ;x0 U} (10.10c)
Mare (X) = min{p (%) pe( X} (10.10d)
(3) Doplnokfuzzy mnozinyAz{(x,uA( x)); X0 U}
ﬂ:{(x,uﬂ( x)) :xO U} (10.)0e
M (X) =1-pa(x) 10(10f)

(4) Podmnozinduzzy mnoiim:{(x,uA( X); xJ U} a B:{(x,uB(x)); X U}

! Pouzili sme pévodny Zadehov postup [xx] pre zawiezdkladnych mnoZinovych operéacii nad fuzzy
mnozinami, ktory je priamym a jednoduchym zovSeokedém podobnych operacii nad klasickymi (crisp)
mnoZinami.



AOB=y, O(xOU)(na( ¥ <pa( %) (10.10g)

Mézeme si teraz polaZiotazku, ktoré zo wahov platnych pre klasické ,crisp”
mnoziny platia aj pre fuzzy mnoziny? Upo#oeme, Ze zakon sporu a zakon wgaia
tretieho pre fuzzy mnoziny neplatia. Charakterigti¢unkcielavej strany zakona vyténia
tretieho AD A= U ma tvar

Masa (X) = max{pa (3 wa( 3} = mafara( kirma( k=1 (10.11a)
Tato podmienka evidentne nie je splnena pre fuznozimy, kde méze nastapripad
0<H,(x) <1, potom napr. pret, (x) =0.9 dostaneme.9=1, ¢ize vaah AD A=U neplati
pre fuzzy mnoziny .

Podobnym spdsobom sa da dokéazze aj zakon sporuAn A=0 je pre fuzzy
mnoziny neplatny

Mana (%) = min{p, (% 1a (%) = mifua( 3 1-ma( ¥ =0 (10.11b)
Podobne ako v predchadzajucom priklade tenttalvzneplati pre fuzzy mnoziny, kde

oO<p, (x) <1.
AL AH:(0)
A > B g
AM:(X) AHs(X)
C > b g
AMcs(¥) g
E > F ~

Obréazok 10.3. Diagramy A a B znazéuju priebehy dvoch charakteristickych funkgif (x) a pg (X), ktoré
definuju fuzzy mnozinyA resp.B. Diagramy C a D znazwju priebehy charakteristickych funkciiﬂ(x) a
Mg (X), ktoré Specifikuju komplementarne fuzzy mnoZidy resp. B. Konetne, diagramy E a F znazog
priebehy charakteristickych funkcii fuzzy mnoz&il B resp. An B.

10.3.2 Fuzzy relacie

Binarna relacia v klasickej (crisp) tedrie mnozéndefinovana akdubovolna podmnoZzina
kartezianskeho $inu dvoch mnozin. UvaZzujme dve zakladné mnoz#kgB, relaciaR
definovana vziadom k tymto mnozinam j& 0 Ax B

R={(x,y); x0 A0 yJ B (10.12)

Priklad 10.5.Nech A={1,2,3 a B={p,q , potom karteziansky sin

AxB={(LD) (2.9 (3.0 (L4 (2 h(3 )

RelaciaR je T'ubovolnd podmnozina tejto mnoziny (pozri obr. 3ngpr.

R={(1.p) (3.9 (1.9 (3.9



,Crisp“ relaciaR je definovana pomocou charakteristickej funkcigdak
R={(x,y) ;X0 AD YO BJpg( x,y=1 (10.13)
Inverzna relaciaR™* (k relaciiR) je definovana pomocou usporiadanych dvojic
(y,X)O R*, ktorych inverzia patri do relaciec,y) 0 R

R =((y) {x )0 & 04
Diagramaticka reprezentacia (diagram A na obr. )10r®verznej relacie sa zostroji

jednoduchym spésobom z diagramatickej reprezentirednejR tak, Ze jednotlivé hrany
(zobrazenia) zmenia svoju orientaciu.

Obrazok 10.4. Diagram A znazawje karteziansky sin medzi dvoma mnozinamAaB, Jednotlivé
usporiadané dvojicéAxB sU znazornené pomocou orientovanyhr. Diagram B reprezentuje relaci
definovanu ako podmnozinu@du AxB z diagramu B.

Majme tri mnozinyA, B aC, pre tieto mnoziny nech su definované dve relacie
PO AxB a QL BxC, potomzloZena relacigkompozicia R= Po Q je definovana ako
novy relaciaR [0 Ax Ctakto (pozri obr. 10.10)

R=P-Q={(x,2; 0 A 2 €0y H x)y B( y)z } (10.15)

Obrazok 10.5.Znazornenie kompozicie dvoch reldeiaQ (diagram A) do novej relaci@ (diagram B).

Charakteristicka funkcia kompozicke= P- Q je ukena vfahom
Hpo(X,2) = %éaxmil{mp( X Yol Yk (10.16)

Vyznam tohto v#ahu priamo vyplyva z definicie kompozicie dvochacdlP aQ, pozri obr.
10.10.

Obrazok 10.7. Znazornenie konsStrukcie charakteristickej funkk@mpozicie relaciP aQ. V prvom kroku

(diagram A) pre dany elememt zostrojime ohodnotenia priamej hranypdo a ako minimalnu hodnotu
ohodnotenia medzihram,p) a (p,a). V druhom kroku (diagram B), vysledné ohodnotemimej hrany a do

o je vybrané ako maximum moznych priamych hran agetiych v predchadajicom medzikroku. .



Nech POAxA je diagonélna relacia ktorej charakteristickd funkcia pre nediagonélne
elementy je nulovéup(x,y) =0, pre x# y. Tento typ relacie je formalne daany vz’ahom

P={(x,%); x0 AOps( x.¥=H,( ¥=1 . Potom kompozicia diagonalnej relagtel] AxA
s relaciou @1 AxB je urena takto (porovnaj s obr. 10.12)
Mp.o () = maxmiis (¥ kol x.) (10.17)

min{L(¥), Ko(X, )}

relacia P relacia Q

Obrazok 10.8 Znazornenie konstrukcie charakteristickej funkaenpozicie diagonalnej relackea relacieQ.

V prvom kroku pre dany elememt zostrojime ohodnotenia priamej hranx do y ako minimalnu hodnotu
ohodnotenia medzihram,) a .y). V druhom kroku (ktory na obrazku nie je znazamnge podobny diagramu
B na obr. 10.11), vysledné ohodnotenie priamej yi@y) je vybrané ako maximum moznych priamych hran
zostrojenych v predchadajiicom medzikroku. .

Definicia 10.4 Fuzzy relacier je definovana

Rz{((x,y) Mg ( X)))( x,yO A F (10.18)
kde A, B s dané mnoziny ﬂR(x,y)je charakteristicka funkcia (stup@rislusnosti dvojice
(x,y) do relacieR).

Obrazok 10.9 Znazornenie relack aQ a ich charakteristickych funkcii.

Priklad 10.6. Nech fuzzy relaci® a Q su definované nad dvojicami mnoZB resp.B,C,
pricom tieto mnoziny maju tvarA={x,% %}, B={y.,%}, C={z.2 .,z aprislusné
charakteristické funkcie sudané tab. 10.6

Taburka 10.6 Specifikacia charakteristickych funkcii relaciaf®)
up(x,y)| Y1 Yo uQ(x,y)| 7 n

X1 0.4 05 V1 0.7 0.3 0.9
X2 0.9 0.2 Yo 1.0 0.8 04
X3 0.7 05



Pomocou formuly (10.17) zostrojime element charadtiekej funkcie

Meo (%2) = maf mifu.( x .9 mo( ¥ mima( o oyuo( Ly B
=ma{ mi{0403 mifo51P = mdx04 0= 05
Podobnym postupom zostrojime aj ostatné elemengyakteristickej funkciepi, o (X,2),

vSetky elementy tejto charakteristickej su uvedertah. 10.3. Konstrukcia tabky moéze by
podstatne zjednoduSena pomocou diagramu na olk3.1Bre kazdu dvojicx azurcime
vSetky mozné orientované cestydemé pre

Taburka 10.7. Vysledna charakteristicka funkcia
relacieR= Po Q

“‘R(X!y)lzl L B

X1 05 05 04
X2 0.7 0.3 0.9
X3 0.7 0.5 0.7

PretoZe fuzzy relacia (10.17) bola definovand &kazy mnoZina, mbéZzeme nad
mnozinou fuzzy relacii, ktoré su Specifikované naxynakou dvojicou mnoZirA aB
definova’ operacie zjednotenia a prieniku fuzzy relacii. INée,Q[] Ax B su dve fuzzy

relacie s charakteristickymi funkciami, (x,y) resp. a pgy(x,y), potom ich prienik
a zjednotenie su definované v suhlase s definidigghto operacii pre fuzzy mnoziny
Mo (X,Y) = mlr{u X,y Mol X }} (10.19a)

Hpoo (X, Y) = ma>{u (%Y Ho( x )} (10.19b)
pre kazdg(x,y)O Ax B.

Veta 10.2 Nech P, Q aR su fuzzy reldcie definované nad takymi mnoZinaaby
nasledujuce operacie boli pripustné, potom plati

(PoQ)"=Q*e P* (20a)
(PeQ)eR=P(Q R (10.20b
Po(QUR=(P-QO( P R (10.20c)
(QOR)oP=(Qx PO(R P (10.20d)
Po(Qn R=(P-Qn( P R (10.20e)
(QnR)eP=(Qx Pn(R B (10.20f)

Dokaz prvej vlastnosti (10.20a) priamo vyplyva fimieii kompozicie ainverznej relacie.
Nech P 0 AxB a QO BxC, potom(P-Q)™" 0 Cx Aa pre kazd{z,x 0 Cx A plati

Mg (29 =Heg (%3 = maxmifu( xymg( vz

=maxmir{i,. (Vo) Hos ( 2} =Hgu (2}

Dbkaz asociativnosti (10.20b) vyplyva priamo z &stienosti operacienax min Vztah
distributivnosti (10.20c) dokazeme takto



Hp.(o R) maxmll{mp X, Y bor( y)k

yoB

=r51Dalemir{up( , ma{’“Q Y2 y),}%
=maxmi mafp, ( xYuo( Vi mb( Aual W

=min max ma{<up( X, Y Ho ( y)k yl,]anaxn”{ep»g( X Wkl )}'2

HPOQ(XyZ) Hp.r(X.2)

—mm{l.po( )UPR( j}zuRQ]RR( X,?

10.3.4 Fuzzy spojky

Vztah medzi klasickou dvojhodnotovou logikou a klasickeoriou (crisp) mnozin je imi
blizky, jednotlivé mnozinové operacie mézu’lwyjadrené pomocou fuzzy spojok (pozri obr.
10.14):

(1) konjunkcia -An B=,, { x;(xO A O(x3 3} (10.21a)
(2) disjunkcia -A0 B=, { x;,(x0 A O( xJ B} (10.21b)
(3) negécia -A = { x;= (xO A)} (10.21c)
(4) implikacia - A B=, { x;(x0 A= (x0 B} (10.21d)

A B A B

AnB ALB
§ r|| C
(ADB)=,, (AU B) A

Obrazok 10.10. Priradenie medzi mnozinovymi operaciami a vyrokovyspojkami konjunkcie, disjunkcie,
impolikacie  anegacie. Pre interpretaciu  implikaciesme  zaviedli mnozinovd  operaciu
LJimplikacie* AC B=,, A0 B, ktora je definovana ako prienik medzi komplememta aB.

Tieto tesné vazby medzi klasickymi spojkami konjiek a disjunkcie a medziciisp-)
mnozinovymi operaciami prieniku a zjednotenia sunifiegtované existenciou 1-1 fehu
medzi mnozinovymi operaciami a logickymi formulaaisahujicimi konjunkciu, disjunkciu
a negaciu.



Fuzzy logika je zaloZzend na predpoklade, Ze kawmdénroku p je priradena
pravdivostna hodntaal ( p) 0[0 1] z uzavretého intervalu [0,1]. Postupne budemeastaid
pre takto definované ,fuzzy“ vyroky zakladné logéc&pojky.

Fuzzy negéacia
Definicia 10.5 Fuzzy negacia je unarna operaeial0,1] - [0,1], ktora vyhovuje tymto

podmienkam
aap=Ep (10.22a)

val(p)<val(g= va- g= va(- g (10.22b)
Pre takto definovanu fuzzy negaciu (ktora je néi@sfunkcia) da sa jednoducho dokazze
vyhovuje okrajovym podmienkaml=0 a -0=1. Pre kazd§ existuje takdy, Ze p=-q,

k dokazu tejto vlastnosti stiavzia’ g =-p a pouZf involutivnos’ (10.2b).

Definicia 10.6.Standardna fuzzy negécia je definovanéaiom
val (- p) =1-val( p) 10(22c)

V d'alSom texte budeme pouzivien tato Standardnd negéciu.
Fuzzy konjunkcia

Definicia 10.7 Fuzzy konjunkcige binarna operacial:[0,1]* - [0,1], ktora vyhovuje tymto
podmienkam

(1) komutativnog pLig=qll p (28a)

(2) asociativnas pO(qOr)=(pOqg)Or (10.23b)
(3) okrajova podmienka - identifa] =1p (20.23c)
(4) val(q) < val(r)= val( pOg< val @ § (10.23d)

Definicia 10.8.Standardné fuzzy konjunkcia je definovanéarom (pozri obr. 10.2)
val(pOg) = mir{ va( f) ,va( ¢ (10.23€)

V d'alSom texte budeme pouZzivatandardnu fuzzy konjunkciu, ktora je jednoduchym
zovSeobecnenim klasickej vyrokovej spojky konjuekaitaktieZ je tesnej v suvislosti so
zavedenim operécie prieniku pre fuzzy mnoziny (p@d#.8c-d) a (10.1)).

Alternativne utenie konjunkcie, ktoré vyhovuje podmienkam (26gedyv. sdinova
konjunkciaval( pOg) = val( pOval g.

Fuzzy disjunkcia

Definicia 10.10.Fuzzy disjunkcige binarna operacial:[0,1]° - [0,1], ktor& vyhovuje tymto
podmienkam

(1) komutativnog pLiq=qll p (20a)
(2) asociativnas pO(qOr)=(pOqg)Or (10.24b)
(3) okrajova podmienka - identifel] =0p (10.24c¢)



(4) val(q) < val(r)= val( p0 g < val @ 1§ (10.24d)

implikacia ekvivalencia

Obrazok 10.10.Znazornenie priebehov pravdivostnych hodndét Stahach fuzzy spojok konjunkcie,
disjunkcie, implikacie a ekvivalencie.

Definicia 10.10.Standardna fuzzy disjunkcia je definovanéalom (pozri obr. 10.15)
val(pOq) = ma>{ va( p ,vd )} (10.24e)

Alternativne uwenie disjunkcie, ktoré vyhovuje podmienkam (10aje tzv.
sinova disjunkcia val( pOq)=val( g+ va( g- va( pOval . Standardné operacie
konjunkcie a disjunkcie st dualne Vakdom k operacii Standardnej negacie (10.2c) (pabri
10.1, De Morganove ¥ahy).

Fuzzy implikacia

Definicia 10.10.Fuzzy implikaciaje binarna operacia=:[0,1]° - [0], ktora vyhovuje
tymto okrajovym podmienkam
1 re(val( p)= 0 alebgval( g) =
val(p= q) = (p ( (p) q (é (9 )]) ~ (10.25a)
0 (preval(p)=1aval(q) =

Definicia 10.12.Standardna fuzzy implikacia je definovana fmd ukasiewicza pomocou
vztahu znameho z 3-hodnotovej logiky (pozri obr. 10.2)

10



min{ll— va( g+ va( ¢

val( p= q)
(10.25b)

—_
N— -c
N—
IN
<
L
—_
=
S—

_{1 (val
B 1-val(p)+val(q) (in&

F(p.a)=((PHa=(r1q) G(p,a=((A19=(A19)

Obrazok 10.12. Povrchy vyrokovych funkciF(p,g) aG(p,q) pre spojité argumentp,q[0,1]. Z priebehov
tychto funkcii vyplyva, Ze funkci&(p,q) je tautoldgia, zatiaco, funkciaG(p,q) nie je tautolégia.

Poznamenajme, Ze implikacia bola pévodne Zadehoth §gecifikovana pomocou
negacie a disjunkcie,(p= q) =4 (-pO ). Zial tento jednoduchy pristup je skoro
nepouzitény, pretoze produkuje fuzzy logiku Rrei chudobnu, kde skoro neexistuju
tautoldgie. Tento nedostatok je odstraneny tynpagivane implikaciu zavedenu do logiky
tukasiewiczom v jeho 3-hodnotovej logike (pozri.tab.1).

DalSi zavazny problém pred ktorym stoji fuzzy logi@asystematické a Uplnédenie
pravdivostnych hodnét formul pre dve alebo viacokgvych premennych. Nech formula
fuzzy logiky obsahuj& premmenych (atomarnych formalp, , p, ,..., p, potom tato formula
sa mbze chapaako funkcian premennych definovana na hyperkodkgl]". Funkcia —
formula sa nazyvatautoldogia ak sa rovna 1 préubovolnd hodnotu argumentov,
F(p.p,.-R)=1pred( p,p ..., 0 O [01]. Pripomeéime si, Ze tvar vyrokovej formuly je

ohranteny tym, Ze musi byreprezentovana syntaktickym stromom, ktorého Jsclsul
interpretované ako logické spojky (pozri obr.1Nasledujuce dva priklady ilustruja pouZzitie
metddy sémantickych tabiel k vygia vyrokovej formuly vo fuzzy logike a jej verifikée, Ci

je tautologiou.

Priklad 10.7. Pre ktoré hodnoty vyrokovych premennychq funkcie su pravdivé
F(p.a)=(pO0g=(p39
G(p.9=(plg=(plqg

Priebehy tychto funkcii si znadzornené na obr. I0t8hto obrazku priamo plynie, Ze funkcia
F(p,a)=(p09=(pd g je tautolégia, tj.F(p,q)=1 pre kazdé(p,q)0[0 1J*. Druha
vyrokova funkcia G(p,q)=(pdg=( pJ ¢ ma jednotkové hodnoty len na tke

s koncovymi bodmi (0,0) a (1,1). Tato Gka je analyticky utena vZahomp=q.

Priklad 10.8. Zistite,¢i formuly zname v klasickej logike ako modus ponens
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F(p.a)=(pO(p= g)= c

G(p.9=(p=((r= 9= g)

su vo fuzzy logike tautologiami. Pripotimae si, Zze v klasickej vyrokovej logike su tieto
formuly tautolégie.

Sémantické tablo formul su znazornené na obr. 1kdl@ je taktiez znazorneny aj graf
funkénych hodnét . Prvéa formulépD( p= q)):> g je pravdivd len na trojuholnikovej
oblastiO< p< q<1 a na Usé&e p=1. Tato ,netautolognog™ tejto formuly nie je na zavada
jej pouzitia ako pravidla modus ponens, pretoZejgiib pouziti sa vzdy predpoklada, Zze
predpokladp je pravdivy. Druha formulap = (( p= q) = q) je pravdiva na celej oblasti

chg

oo S S S SOS TS OOSS
CSSTSSOS SOS SIS
S S SOSES
"‘“¢’

oS
1
05

0 0
Fp,)=((pArq)=(pVvq)) G(p,)=((pvg)=(pArq))

Obrazok 10.13 Povrchy vyrokovych funkciF(p,q) aG(p,q) pre spojité argumenty,qC[0,1]. Z priebehov tychto funkcii
vyplyva, Ze funkcid(p,0) je tautoldgia, zatiaco funkciaG(p,q) nie je tautoldgia.

10.3.5 Fuzzy usudzovanie

V klasickej logike je jednym zo zakladnych modowd®sovania pravidlomodus ponens
(pozri (2.1))

p
p=q (10.264)

q
Tato schéma moze byerbalne formulovana takto
akp je pravdivy vyrok a
akp = q je pravdiva implikacia, (10.26b)
potomgqje pravdivy vyrok
Modus ponens méze bylternativne vyjadreny pomocou vyrokovej formubautolégie
p= (( p= 0 = q) (10.26¢)
o ktorej bolo dokazané v &eéni 10.3, Ze je tautologiou.
Pri fuzzy odvodzovani dolezitym pojmom jgzykova premennétory bol zavedeny
Zadehom [xx]. Jazykova premenna je taky typ preragnktorej hodnoty su slova

z prirodzeného jazyka. Ako ilustiay priklad jazykovej premennej uvediemek ktorej
hodnoty su Specifikované slovnymi hodnotamady, strednyastary.

Definicia 10.10.Jazykov§lingvistickg premennaje ukena usporiadanou Stvoricou
(X, T(X).U,m) (10.27)
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kde X je meno jazykovej premenndj,( X) ={ A,B,.}. je mnozina slovnych hodnét jazykovej
premennej, U je univerzum jazykovej premennej, fm kazda slovna premenna
AOT(X)je 3pecifikovana fuzzy mnoiinOLA:{(x,pA(x)); xa U}, stbor tychto fuzzy
mnozin tvori mnoziniv.

Priklad 10.10. Studujme jazykovl premenn¥=vek definovani nad univerzom rokov
reprezentovanym mnozinou — uzavretym intervaldmx[0,100]. Mnozina slovnych hodnét

obsahuje tri slovné hodnotyT (vek) ={ mlady,stredny,stdr. Kazda slovna hodnota je

Specifikovana fuzzy mnozinou s charakteristickomkitiou s priebehom znazornenym na

obr.10.18.
H(X)
A

1m -/ “stredny~ ﬁtar—y

— 7 T r 7 T ———P> 0Ky
90 100

10 20 30 40 50 60 70 80

Obrazok 10.14 Priebeh troch charakteristickych funkcii slovnyaunét jazykovej premenneyek.

Mbzeme teda konStatotjaZze jazykova premennd je reprezentovana mnozindd,
ktord obsahuje fuzzy mnozZiny nad rovnakym univerzom pricom tieto su priradené
jednotlivym slovnym hodnotam jazykovej premenngjX).

Obrazok 10.15. Znazornenie zovSeobecneného modus ponens, ktoryzakéade analdgie s relaciou
xO A~ x[O B vytvara zo vstupnej slovnej premeniéjvystupnu slovna premenrii, pricom sa predpoklada,

Ze slovné premenn®aA’” resp.B aB’su si podobné.

Fuzzy formulédcia pravidla modus ponens pochadzaZadeha, ktory ju nazval
zovSeobecneny modus poneBsdeme prezentovateoreticky pristup k zovSseobecnenému
modus ponens pomocou fuzzy relécii, ktorych tebala podrobne popisand v kapitole 10.4.
UvaZzujme dve slovné premen®&IT(X) a BOT(Y) reprezentované prislusnymi fuzzy

mnozinami A={(x,uA(x)); xO ><} a B={(y,uB(Y)); xJ \} Stup& pravdivosti fuzzy
vyroku ,x je A, formalne vyjadreny wahom xOA", je popisany charakteristickou funkciou
uA(x); podobne stupe pravdivosti vyroku yrB* (,y je B) je charakterizovany

charakteristickou funkcioyu, (x) . Tieto dva fuzzy vyroky x[0A* a ,,y(OB* sU vo vzajomnej
(mbéZeme povedapricinnej alebo asoctaej) relacii x(O A~ x[0 B, pod’a ktorej vliastnas

.XUA" je doprevadzana vyskytom vlastnostyl]B* . ZovSeobecneny modus ponens
v relathom tvare je (pozri obr. 10.19)
xOA
xO A~ xO B (10.28)
xOB
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kde A’ OOT(X) a B'OT(Y) st nové slovné premenne, Budeme predpoKlaia nova slovna
premenn@” (fuzzy mnoZzina) je podobna pévodnej slovnej premegA, o0 mdzZzeme vyjadfi

pomocou charakteristickych funkcii napr. taktcaﬂuA( X =y ( >§‘ <3, kded je dané malé

kladnécislo. Tento predpoklad je i dblezity k odévodneniu pouZivania zovSeobecnenéh
modus ponens ako nastroja pre odvodenie vystumwej islovnej premennd}” zo vstupnej
slovnej premenne)” pomocou relacix] A~ x[O B(analogie), pozri obr. 10.7.

T

B’ . (XOA~YIB = RJ A E

— x
A!

Obrazok 10.16.Znazornenie zobrazenia fuzzy slovnej premeriapja slovnd premennB’ pomocou fuzzy
relacieR(x,y).

ZovSeobecneny modus ponens (10.28) reprezentowany frelaciouR (pozri obr.
10.20), ktora transformuje charakteristickti funkgig (y) pomocou kompozicie (10.5)

charakteristickej funkciep, (x) a charakteristickej funkcieps(x,y) fuzzy relacie R
(priradend veahu xO A~ x[ B):

He (V)= rPD%xmir{uA( ¥ Hg( x,)} (10.29a)
alebo v zjednoduSenom tvar8! = Ao R. PoZadujeme, aby kompozicia (10.9a) vyhovovala
»okrajovej podmienKektora pozaduje, Ze ak'=A , potomB’=B, t.j.

g (Y) = rpufixmir{uA( ¥ Kl x,)} (10.29b)

KonsStrukcia charakteristickej funkcie relacR patri medzi zakladné teoretické
problémy pribliZného usudzovania vo fuzzy logikelitératlire existuje mnozstvo tychto
konStrukcii relacidr, vyberieme z nich iba Specifikaciu g@Mamdaniho:

R= 1, (%) Okt (Y) = mieu, (3 wa( 3} (10.30)
Diagramaticka interpretacia pouzitia tejto Mamdarsipecifikacie je znazornena na obr.
10.21.

B
10 4 A
0-8 /_\/\ ﬂ)\

0.6

0.4

8 10

Obrazok 10.17. Schematické znazornenie kompozic® = A- R pre Mamdaniho Specifikaciu relacie@ pomocou
Standardnej konjunkcie. Pre tito Specifikaciu jimspa okrajova podmienka kompozicie, BE B preA=A".

14



Pre Mamdaniho Specifikaciu relaci® pomocou Standardnej konjunkcie je mozné
dokaza jednoduchymi Uvahami, Ze okrajova podmienka korfg@z10.9) je splnena. Tak
napr. pre Mamdaniho kompoziciu dostaneme

Mo () = maxmidi, (3 mifu, ( kue( (10.31)
Tato formula méze hyjednoducho upravena pouzitim asociativnosti operam

Mg (y) = miny maxmifin, (X pa( } Hal )}
= min{ v, ()

kde w sa nazyvavaha pravidla alebo stupe: zapalenia pravidla Takto ziskana
charakteristicka funkciau, (y) vyhovuje podmienkeu, (y)<p,(y), pre A=A" dokonca plati

He (V) =Hg(y), pozri obr. 110.21. Implicitne sa ale predpoklab&éy, (x) pre nejakéxd A
nadobdda hodnotu 1.

(10.32)

Dokaz prvej vlastnosti (9.20a) priamo vyplyva zidiii kompozicie ainverznej relacie.
Nech P 0 AxB aQO BxC, potom(P-Q)™" 0 Cx A a pre kazd4{z,x 0 Cx A plati

Mg (29 =Heg (%3 = maxmifu (- xymq( vz

=maxmir{i,. (V. ¥ Hos ( 2} =Hgu (2}

Do6kaz asociativnosti (9.20b) vyplyva priamo z astienosti operacienax min Vzt'ah
distributivnosti (9.20c) dokazeme takto

Hegqun ( maxm“{‘“P X, Y Koo ( y)}i

yoB

:r)rIIDanmir{pP( : ma{>11Q y)zH ),}%
= max mir{ ma{<up( X, Ho ( k m{aqx X, Wel )}}z

= min) max ma{<up( X, Y o ( y)}z y,Dgnaxn'{a»g( el W
Hpoq(X.2) Hp.r(x,2)

= min{uPoQ(x,z) Mo g( X?} “Haged Xf

Literatlra

Cvicenia
Cvi¢enie 9.1. Pomocou talikove] metody preverteii formule su tautolégie 3-hodnotovej

tukasiewiczovej logiky:

@¢=>--¢
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(b) ~-~d =0,
(©) ¢ U0,

d) o= ((0=w)=> ),
@ o=(w=9).

Cvi¢enie 9.2 Pomocou sémantickych tabiel preverteformule su tautolégie 3-hodnotovej
Lukasieviczovej logiky:

@ -¢=(0=>u)
0) (b= w)=(~v="9¢)
© (~wu=-9)=(o=0),
(d) (6 0-0)=u.

Cvi¢enie 9.3 Pomocou sémantickych tabiel prevetteyybrané zakony (1-10) uvedené na
str. 4, su tautolégie 3-hodnotovej Lukasiewiczdogjky.
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