Fuzzy logika a fuzzy mnoziny

Lotfi A. Zadeh ([11921), University of California Berkeley

priesvitka 1




Uvodné poznamky

* NA&S svet je plnyejasne ohranfenych pojmoys ktorymi vSak vieme
pomerne dobre intuitivne naraba prostrednictvom nasho
prirodzeného jazyka.

« Specifikacia pojmu ,mlady*. Okamzite zistime, Zesah tohto pojmu
je silne zavisly odsubjektivnej interpretaciea len vémi tazko by
sme nasli uplnu zhodu v interpretacii tohto pojmidvoch réznych
Tudi.

 Prave takéto podobné problemy su Studované pomocou fuzzy
mnozin ktora ponuka teoreticky aparat, ktory urge jednoduche
modelovanie tychto problémov a ich implementaciypastacoch.
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« Termin jfuzzy logik&d vznikol ako vedajSi produkt rozvoja teorie
fuzzy mnozin ktoré boli zavedeneé americkym (narodeného
v azarbejdzanskom Baku) kybernetikom Lotfi A. Zadkél’ v roku
1965 publikoval practruzzy sets ¢asopisdnformation and Control

 Fuzzy mnoziny tvorianeoby’ajne efektivny teoreticky amec pre
modelovanie vagnosti pojmov, pomocou ktorého je maoz
Specifikova nejasne ohratené pojmy.

« Zadehove idey sa rychlo ujali a staligandardnou sdas’ou nielen
iInformatiky ale aj kybernetiky(vedy o riadeni a regulacii procesov)
ako efektivny inziniersky prostriedok pre formatza modelovanie
a riadenie systémov, ktoré su popisané pomocouweagrojmov.
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fuzz-y (f¥z"Y ) adj.fuzz-i-er, fuzz-i-est. 1. Covered with fuzz2. Of or
resembling fuzz3. Not clear; indistincta fuzzy recollection of past events.
4. Not coherent; confused: fuzzy plan of actiofjPerhaps from Low German
fussig spongy. Sepu- below.]--fuzz* i-ly adv.--fuzz*i-ness n.
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Fuzzy girl
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Fuzzy mnoziny

llustrativny priklad kopy piesku

NechU je univerzum tvorené zo zrniek piesku={z,z ,....z }, kdez je i-té
zrnko piesku. Rekurentne budeme vytvgoadmnozinuK :{z1 \Z, g} tak, ze
k nej budeme prida¥ajedno zrnko pieskuK — K D{zp+1}. Od ugitéeho p@tu
zrniek piesku (kardinality), mnozirki mézeme nazyvakopa

(1) Taxativne kritérium kopy
K|=z9% = K jekope

(2) Taxativne kritérium pre kopu piesku je siln€éazaené subjektivnym pdadom
jej tvorcu na tato, aké mnozstvo zrniek piesku sa povazuje za kopu.
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Priebeh charakteristickej funkcie p, (x) fuzzy mnoziny A ,mlady*.

KA (X)

roky
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Koncepcia fuzzy mnozin nam poskytuje mozh@ko formalizové ,fuzzy”
pojem mladosti. Nech U je univerzum tvorené priedanicislami od 1 do 100
U={12,..10Q. Fuzzy mnozina Avyjadrujica adjektivum ,mlady* je
Specifikovana charakteristickou funkciou s oboronunkinych hodndt
z uzavretého intervalld,1]
ua:U - [0/1]

s kvalitativnym priebehom znazornenym na obrazkuerAhtivny nazovj
charakteristicke] funkciQJA(x) je stup@ prislusnosti prvku - argumentx do

fuzzy mnoziny ,mlady”
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Definicia
Fuzzy mnozind je definovana
A:{(x,uA(x)); X(] U}
kde Uje univerzum ap,(x)je charakteristicka funkcia (stupe
prislusnostk do A).

W, (X), ktord ju spolu s univerzotd jednoznane uguje. Zapisxd A (¢itame ako

X je A) sa v teorii fuzzy mnozin interpretuje pomocouwshsnej charakteristick
funkcie u, (x) tak, Ze stupeprislusnosti elementudo fuzzy mnozinyA je ueny

hodnotoup, ( x).

Poznamka Pojem fuzzy mnoziny splyva s pojmom jej charakteristickej funk]'e
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Operacia na fuzzy mnozinamy

A:{(x,uA(x)); X(] U} aB:{(x,pB(x)); X[ U}

(1) Zjednoteniduzzy mnozin
ADB={(xHus(X) xa U

Haos (%) = max{ (3 ke ( 3}

(2) Prienik fuzzy mnozin
An B={(Xpa (%) ;x0 U}

Mans (X) = min{p, (% pg( %)
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(3) Doplnokfuzzy mnoziny

(4) Podmnozinduzzy mnozin
AOB=,, O(xOU)(p.( X<
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Priebehy charakteristickych funkcii fuzzy mnozin Aa B, ich komplementov ,
prieniku a zjednotenia.

AH:(X)
A
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Ktoré vztahy platné pre klasicke ,crisp* mnoziny
platia aj pre fuzzy mnoziny?

(1) Zakon vylienia tretiechoAO A= U pre fuzzy mnoziny j@eplatny.

“ADA(X):ma){“A( X bl ))} = ma{yA( KL Ha )*:1

Tato podmienka evidentne nie je splnena pre fuzmpzimy, kde méze nastal
pripad0<p,(x) <1, potom napr. pret, (x) = 0.9 dostanem®.9=1, o je spor.
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(2) Zakon sporuAn A=0 je pre fuzzy mnozinyeplatny

Manz (X) = min{p, (X b4 ( R} = migp( ¥ 1-pa( ¥ =0

Podobne ako v predchadzajucom priklade tentalvneplati pre fuzzy mnoziny,
kdeO<p,(x)<1

(3) Distributivny zakonAl (B C) =( AD B/ Cje platny pre fuzzy mnoziny.

UAD(BOC)(X :ma>{UA >§Hsnc {‘“ X”C( )}}
—mln{ma>{uA PRI | >)} mapyl )><u,C }(}

:mln{uADB “ADC }
= u(A[IB)m(AEIC) (X)
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Fuzzy relacie

Binarnarelacia v klasickej (crisp) tedrie mnozin je definovanaodkibovolna
podmnozina kartezianskehocgiu dvoch mnozin

R={(x,2; x0 A y1 BO A ‘

,Crisp® relaciaR je definovana pomocotharakteristicke| funkcietakto

R={(x,y) ;x0 AO yO Blpg( x,y=1
Priklad
(123 (.4 ={(1A (2.8 (3. (1H(2 h(.3

RelaciaR je 'ubovolna podmnozina tejto mnoziny , napr.

R={(L.p) (3.9 (1.9 (3.0 A
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Inverzna relaciaR™ (k relaciiR) je definovand pomocou usporiadanych dvojic
(y,x)0 R*, ktorych inverzia patri do relac(ex,y)O R

| R ={(v.) (x 90 RO B |

Diagramaticka reprezentacia inverznej relacieasdraji jednoduchym sposoboin

z diagramaticke] reprezentacie povodRejak, ze jednotlive hrany (zobrazeni
zmenia Svoju orientaciu.

A
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Zlozena relacia

Majme tri mnozinyA, B aC, pre tieto mnoziny nech su definované dve relgcie
POAxBa QUBxC,
Zlozena relacia (kompozicida R=Po Q je definovana ako novy relacia
R Ax Ctakto

R=P-Q={(x,2; X0 A @ @Oy H x)@ B( )2 }

A C
R

1 > a

2 B

3 [ Y
B
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Charakteristicka funkcia kompozicke= P- Q je uena vZahom

Heg (X,2) = maxmifis (XY ko )}ZI

Vyznam tohto v#ahu priamo vyplyva z definicie kompozicie dvoclacdlP a Q.

min{p(a, p) Ho(p,0)}
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Diagonalna relacia
Nech PUAXxA je diagonalna relacia ktorej charakteristicka funkcia pé’F
nediagonalne elementy je nulovid, (x,y)=0, pre x#y. Tento typ relécie ]
formalne uteny vz'ahom P:{(x,x); X AW (X3 =Hp ):]} Potom
kompozicia diagonalnej reladrel] AxA s relaciou Q1 AxB je ucena takto

Hp.o (Y maxmn{u (¥ Ko x )}

xUA

mm{up(X) Ho(X,))}

relacia P relacia Q
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Definicia
Fuzzy relaciar je definovana

R={((x.%) Ma( x.9);(

x.y0 A F

kde A, B st dané mnoziny ai,(x,y)je charakteristickd funkcia (stupe

prislusnosti dvojicex,y) do relacieR).

Kompozicia dvoch fuzzy relaci 0 Ax B a QL Bx C je ukena analogickymi
vztahmi, ktoré boli pdvodne definované pre ,crisplacse

X,2) maxm|{1
T s Mo

X, Y Kol )}Z
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Priklad
Nech fuzzy relacid® a Q su definované nad dvojicami mnoz#B resp.B,C,
pricom tieto mnoziny maju tvarA={x,x .,x}, B={y..y}, C={z.,2 .3
a prislusné charakteristické funkcie steame tab. 10.2 (pozri taktiez obr. 10.8)
Specifikacia charakteristickych funkcii relacii ®a

e (X,Y)| v1 V2 Ho(XY)|2r 2 2
x, |0.40.5 v |0.70.30.9
x, [0.90.2 v, |1.00.80.4
xs |0.70.5
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Moo (%.2) = mak mifua( X9 wo( ¥} mfima( X ol Ly
:ma><{mir{0407} ,m|{1051§)}: mdx04 0= 05

Vysledna charakteristicka funkcia reladte= Po Q

UR(X’Y) L L Z3
X; [0.50.50.4
X, 10.70.30.9
X3 10.70.50.7
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Pretoze fuzzy relacia bola definovana ako fuzzyamma, mézeme nad mnozinc
fuzzy relacii, ktoré su Specifikované nad rovnakdwojicou mnozin A aB

definova operacie zjednotenia a prieniku fuzzy relacii. N€GQ L Ax E su dve
fuzzy relacie s charakteristickymi funkciamj (x,y) resp. ay, (x,y), potom ich
prienik a zjednotenie su definované v suhlasefiaidami tychto operacii pre
fuzzy mnoziny

quQ(X’y): mir{u X1)}
}

o %Y Mol
Hono (%.¥) = ma{pe( .Y Ho(

pre kazdg{x,y)0 Ax B.
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Veta.
Nech P, Q aR su fuzzy relacie definované nad takymi mnozinawby

nasledujuce operacie boli pripustne, potom plati

(PoQ) =P Q"
(PoQ)oR=Po(Q R
Po-(QUR=(P-QO(P R
(QUR)o P=(Q AO(R B
Po(Qn R=(P-Qn( P R
(QnR)eP=(Q An(R B

priesvitka24




Logickeé spojky

Vztah medzi klasickou dvojhodnotovou logikou a teodrforsp) mnozin je Vani
blizky, jednotlivé mnozinove operacie mozut'byyjadrené pomocou logickych
spojok:

(1) konjunkcia -An B=4 { x;(x0 A O( xJ B}
(2) disjunkcia -A0 B=, { x,(x0 AO(>0 B}
(3) negacia A=y, { x;~ (xO A)}

(4) implikacia -A0 B=4, { x;x0 A= xJ B
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Priradenie medzi mnozinovymi operaciami a vyrokovgpojkami

konjunkcie, disjunkcie, implikacie a negacie.

A B A B
(ALB)=4 (AN B (ALB)=,,(AU B
G x| C
(A:> B) —def (AD B):def (AD 3 'E‘:def (_' A)
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Predpoklad fuzzy logiky

Fuzzy logika je zalozena na predpoklade, ze kazdeymaku p je priradena
pravdivostn& hodntaal ( p) J[0 1] z uzavretého intervalu [0,1].

Fuzzy negacia.

Fuzzy negaciaje unarna operacia-:[0,1] - [0,1], ktora vyhovuje tymto
podmienkam
“apPEP
val( p)<val(g)= val- g= va(- g

val(-p)=1-val( p)

priesvitka27




Fuzzy konjunkcia

Fuzzy konjunkcige binarna operacial:[0,1]° - [01], ktord vyhovuje tymto

podmienkam

(1) komutativnog pLq= quU [

(2) asociativnas pO(qOr)=(pOqg) Or
(3) okrajova podmienka - identipe 11= p
(4) val(q) < val(r)= val( p0 g < va( pJ 1

val(pdq) = mir{ va( p ,va ()‘
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Fuzzy disjunkcia

Fuzzy disjunkciaje binarna operacial:[0,1)° - [0,1], ktord vyhovuje tymto
podmienkam

(1) komutativnog pLIg= gLl [

(2) asociativnas pO(qOr)=(pOqg) Or

(3) okrajova podmienka - identipd 10 = p

(4) val(q) < val(r)= val( pO g < va( @ 1

val( pOq) = ma>{ val p va(l)}

Operéacie konjunkcie a disjunkcie su dualne 'edlom k operacii Standardneg]
negacie (De Morganove tahy).
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Fuzzy implikacia

Fuzzy implikaciaje binarna operacia>:[01]° - [0,1], ktord vyhovuje tymto

okrajovym podmienkam

|1 (pre(val(p)= 0 alebdval(q)= JI
val( p= q) = 0 (preval(p)= 1aval(g)=
val(p= g) = mi{11- va( p+ val §

£

val( p)+val( g (in

(val( p) < val( q))

&)
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3D grafy logickych spojok vo fuzzy logike

disjunkcia

konjunkcia

7

ekvivalencia

acia

implik
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* Implikacia bola povodne Zadehom Specifikovana panomegacie
a disjunkcie,(p= ) =, (- p0 ). Tento jednoduchy pristup je skoro
nepouzitény, pretoze produkujduzzy logiku v&mi chudobn(g kde
skoro neexistuju tautologie. Tento nedostatok jstrdgeny tym, ze
pouzivane implikaciu zavedenu do logiky tukasiewitz v jeho 3-
hodnotovej logike.

o Zavazny problem fuzzy logiky jesystematickeé a uplné uéenie
pravdivostnych hodn6t formul pre dve alebo viac vyrokovych
premennych. Formula fuzzy logiky 1 premmenymip,,p,,...,p Sa
moze chapa ako funkcian premennych definovana na hyperkocke
[0,1]".

* Funkcia — formula sa nazyvautologia, ak sa rovna 1 prBubovolnu
hodnotu argumento\ (p,,p, ,....n) =1 pred( p,p ... 0 [01].
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F(p,a)=((pJd=(A19) G(p,a)=((A19=(11q)

Povrchy vyrokovych funkciiF(p,q) aG(p,q) pre spojité argumentyp,q[0,1].
Z priebehov tychto funkcii vyplyva, ze funkck(p,g) je tautoldgia, zatiaco,
funkciaG(p,q) nie je tautologia.
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Sémanticke tabla pre formuly fuzzy logiky

(pUg)=(pL)=1

(ptig)=(pg

ming p,g < max Biq
p= P>q
P=q a=p

P>q

(pLio)=(pg=1

(pLig)=(pg

max p,g < min giq

= P>q
QTP qu
P=q [
B

G(p.9=(pIg=( g
G(p.g)=1(len pre p= ¢
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Priklad

(PU(p=q)=0)=1 (P=(p=0=0))=1
pO(p=>0)<q p<(p=0)=4q
(r=0)<q (P=0)>q

min{ p,p=> §< g p<1 p<1-(p=0)+q
Wq p< /q/\p>q
min{pl}<q  min{ pl -p+d <q pJ‘rqso g=0

: -0

1-p+qsq p’sq L)

1<p [
-y
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Usudzovanie vo fuzzy logike

V klasickej logike je jednym zo zakladnych modowd®ovania pravidlonodus
ponens
P
P={q

q
Tato schéma moze Byerbalne formulovana takto

ak p je pravdivy vyrok a
akp = qje pravdiva implikacia,
potomq je pravdivy vyrok

Modus ponens mdéze bylternativne vyjadreny pomocou vyrokovej formuly -
tautoldgie

pO((p=d)= g
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Pri fuzzy odvodzovani dolezitym pojmom jgzykova premennaktory bol
zavedeny Zadehom. Jazykova premenna je taky typegmmeej, ktorej hodnoty sii
slova z prirodzeného jazyka. Ako ilustny priklad jazykove] premenng]
uvediemevek ktore] hodnoty su Specifikované slovnymi hodnatanlady;

strednyastary.

Definicia.

Jazykovdlingvistickd premennaje uena usporiadanou Stvoricou
(X, T(X).U.m)

kde X je meno jazykovej premennéf,( X)={ A,B,.}. je mnozina

slovnych hodn0Ot jazykovej premennd), je univerzum jazykovej

premennej, ptiom kazda slovna premenndAOT(X) je

$pecifikovana fuzzy mnoiinoA:{(x,uA( X); X0 U}, stibor tychto
fuzzy mnozin tvori mnozin.
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Priklad

Studujme jazykova premenndX=vek definovani nad univerzom rokaoyv
reprezentovanym mnozinou — uzavretym intervaldm =[0,100]. Mnozina
slovnych hodn6t obsahuje tri slovné hodnofy,vek) ={ mlady,stredny,stdg.

Kazda slovna hodnota je Specifikovana fuzzy mnazirsocharakteristickoL
funkciou

H(X)
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Znazornenie zovseobecneného modus pongnktory na zaklade analdgi
s relaciou xJ A~ x[0 BY vytvara zo vstupnej slovnej premenrf] vystupnu

slovnu premenn®’, pricom sa predpoklada, ze slovné premedaA” su Si
podobné.
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 Uvazuijme dve slovné premennBT(X) a BDT(Y) reprezentované
prisluénymi fuzzy mnozinami { ,uA ; X X} a

a={(yu () 0}

o Stuper pravdivosti fuzzy vyroku x je A, formalne vyjadreny wahom
,XUOA", je popisany charakteristickou funkciow, (x); podobne stupe

pravdivosti vyroku y[IB* (,,y je BY) je charakterizovany charakteristickou
funkciou p (X)

» Tieto dva fuzzy vyroky x[JA“ a ,y[IB* su vo vzajomnej (mézeme poveada

pricinnej alebo asocémej) relacii xJ A~ x[J B, pod’a ktorej vlastnas
,XLA" je doprevadzana vyskytom vlastnostiB“ .
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ZovSeobecneny modus ponewsela&nom tvare je
xOA

X1 A~ X[ B

xOB
kde A" OT(X) aB'OT(Y) su nové slovné premenné, Budeme predpoK|askanova
slovnha premennd” (fuzzy mnozina) je podobna povodnej slovnej premegA,

¢co mobdzeme vyjadfi pomocou charakteristickych funkcii napr. takto

maxi, ( )~k (% <8, kded je dané malé kladnéslo.

Tento predpoklad je Veni dolezity k oddévodneniu pouzivania zovSeobecnen
modus ponens ako nastroja pre odvodenie vystumpagjrslovnej premenndg’
Z0 vstupnej slovnej premenn&j pomocou relacixJ A~ x[J B(analdgie).

Okrajova podmienkaA= A = B= B
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Znazornenie zobrazenia fuzzy slovnej premenné)\’ na slovnu premennuB'
pomocou fuzzy relacieR(x,y).

B’ . (XUA~YWIB =, Rd X Y

’A‘)
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Rezultujica charakteristickd funkciaug (y)je urena ako

charakteristickej funkcigt, (x) a charakteristickej funkcigy (X, y) fuzzy relécie
R, ktora reprezentuje vah x[J A~ x(1 B (kde symbol~ znazoiiuje fuzzy

relaciuR)

He () = maxmifp, (3 we( x,})

xUA

alebo v zjednoduSenom tval® = A - R. Pozadujeme, aby kompozicia (11.¢
vyhovovala pkrajovej podmienKektora pozaduje, ze ak'=A , potomB’=B, t.].

He () = maxmifp, (3 He( X))

xXJA

kompozicia
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Ebrahim Mamdani, University of London

Realizacia relacieR

Kompozicie B' = A~ R pre Mamdaniho Specifikaciu relacieR

R=p, (%) Oug(y) = mir{BuA( ¥ Wl 3)'}

1.0 A A

0.8
0.6
0.4

0.2
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Dokazeme, ze pre tento typ relacie je okrajova pedha kompozicie splnena.

Mg maxmn{uA (X m|{1u )}}

Tato formula mo6ze hyjednoducho upravena pouzmm asociativnosti operm

e

\XDX

=min{ wy, ( )}
kde w sa nazyva vaha pravidla alebo stupe: zapalenia pravidla Potom
rezultujica charakteristicka funkcigg (y) vyhovuje podmienkel, (y) < g (),

pre A=A" dokonca platjig (y) =g ().

Hg (y) = mind maxmifip, (X pa )}JHB( )Y
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