9. kapitola

Viachodnotové logiky

e frojhodnotova tukasiewiczova logika a

e Zadehova fuzzy logika
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Uvodné poznamky o viachodnotovych logikach

e V Kklasickej logike existuju pripady, ked’ dichotomicky pravdivostny charakter
nepostihuje vSetky situdcie naSho kazdodenného zivota. Nie kazdy vyrok sme
schopny jednoznacne klasifikovat’ ako pravdivy alebo nepravdivy. Uvazujme
vyrok ,,na Marse existuje zivot®, ktory méze byt Castou zlozené¢ho vyroku —
implikacie: ,,ak na Marse existuje zivot, potom musi byt podobny Zivotu na
Zemi®,

e Snaha dosiahnut’ ¢o najvicsiu zhodu medzi beznym jazykom a logikou, viedli
k vytvoreniu celej rady novych netradicnych logik, ktoré si nazyvané
neklasické logiky, v ktorych su bud’ zavadzané nové logické spojky, alebo st
skiman¢ vyroky o ktorych nemo6zeme s urCitostou povedat’, ¢1 su pravdivé
alebo nepravdivé a ktorym pripisujeme d’alSie pravdivostné hodnoty.

priesvitka 2




e Obor pravdivostnych hodndt je v klasickej logike reprezentovany dvoj-
prvkovou mnoZinou {0,1}, mozeme rozsirit’ o d’alSie hodnoty, ktorych pocet
nie je zhora ohrani¢eny. Povodna formulacia viachodnotovych logik bola
zaloZena na principu trojhodnotovosti. Jej tvorca, pol'sky logik t.ukasiewicz,
ukazal, ze vbeZnom zivote Casto pouZivame legitimne vyroky , ktore
nemoZzno ohodnotit’ pomocou jednej z dvoch pravdivostnych hodnot a preto je
Specifikovana tretou pravdivostnou hodnotou, ktori interpretujeme ako
,heviem',

e NeskorSie dokonca bola zostrojend viachodnotova neklasickd logika
s rozSirenym oborom pravdivostnych hodndt na cely uzavrety interval [0,1].
Tento pristup nazyvame "fuzzy" logika, ktora bola formulovand koncom 60.
rokov americkym kybernetikom a informatikom L. Zadehom.
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Trojhodnotova Lukasiewiczova logika

B e
s N

Pol'sky filozof a logik
Jan tukasiewicz (1878-1956)
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e Pol'sky filozof a logik Jan tukasiewicz v r. 1920 poukazal na skutoCnost’, Ze
v prirodzenom jazyku sa Casto stretdvame so zmysluplnymi vyrokmi, ktorych
pravdivost’ nevieme dobre vyhodnotit’ (ako priklad takého vyroku je ,,na
planéte Mars existuje Zivot* alebo ,,buduci tyzden bude pekne pocasie®).
Y ukasiewicz navrhol tato situaciu rieSit’ tak, Ze mnoZina pravdivostnych
hodnot {0,1} je rozSirend na trojhodnotovi mnozinu {0,2,1}, kde nova
pravdivostna hodnota % je interpretovana ako ,,neviem*.

e V informatike takéto rozSirenie klasickej vyrokovej logiky moze byt
vyznamné v pripadoch, ked’ objekty si popisané binarnymi udajmi,
v niektorych pripadoch nam bud chybaju potrebn¢ udaje alebo existuju
principidlne dovody pre ich neexistenciu, takze chybajuce tdaje doplnime
neutralnou pravdivostnou hodnotou Y.
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Funkc¢né vyjadrenie pravdivostnych hodnot logickych spojok
v 3-hodnotovej Lukasiewiczovej logike

logicka spojka |funk¢né€ vyjadrenie pravdivostne] hodnoty
—p val(—lp)zl—val(p)
PAQ val(p/\q)=min{val(p),val(q)}
pVvq val(pvq)=max{val(p),val(q)}
pP=q val(p:>q)=min{1,1—val(p)+val(q)}
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Pravdivostné hodnoty logickych spojok pre trojhodnotovu
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Priklad

Zistite pomocou tabul’kovej metody, ¢1 formula ( PAQ= p) A ( p=>pVv q) je

tautologia.
# |l p | ¢q PAG PAG=P| pVg | p= pVg (PAGPIN(Pp= pVq)
110 |0 0 1 0 | 1
210 %1 O 1 ) 1 1
310 1 0 1 1 | |
4 1% | 0 0 1 ) 1 1
5172 | %] % | ) 1 |
6 | % | 1 5 1 | 1 1
7111 0 0 1 1 | |
811 | %] % | 1 1 |
91 1 1 1 1 1 | |
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Platnymi formulami v trojhodnotovej Lukasiewiczovej logike su
tieto formuly:

(1) Zakon totoznosti (p = p).

(2) Zakon dvojitej negacie (——p = p).

(3) De Morganov zékon pre konjunkciu (—.( prq)=(—pv —.q)).

(4) De Morganov zakon pre disjunkciu (—|( pVv q) = (—|p A —q)).

(5) Zakon tranzitivnosti implikacie (p = r) = ((r =q)=>(p=> q))
(6) Distribucia konjunkcie ((p v (q A r)) = ((p Y q) A (p v r)))

(7) Distribucia disjunkcie ((p A(gv 7)) =((pAg)v(p A7)

(8) Zékon kontrapozicie (( p= q) = (ﬂq — —|p))

(9) Zakon modus ponens p = (( p=>q)= q)

(10) Zakon modus tollens —g = (( p=>q)= ﬁp)
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Priklad

Dokazte pomocou tabulkove; metody, ze formuly pre zdmenu implikacie

disjunkciou (ktor¢ platia v klasickej vyrokovej logike)
(p=9)=(-rvq) a (-pve)=(p=4q)

nie su tautologie (t. j. nemoZu sa vyuzivat’ v tejto logike).

M (p=4q)=>(-prVvq)

#lplalp=9q| v | -va (p=q9)=(-pvq)
1 oo 1 1 1 1
2 o lw] 1 1 1 1
3ol 1] 1 1 1 1
4 |wnlol w | v | v 1
5 |wulwnl 1 | v
6 |-l1] 1 v, 1 1
71170 0 0 1
s 1wl » | o v 1
o111 1 0 1 1
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2)(-pvq)=(p=7q)
#lp | g |-»| »va p=q (-pve)=>(pr=79q)
110 0| 1 1 1
210l w1 1 1 1
3ol 11 1 1 1
41wl o | w v, v, 1
sl »n| w» v, 1
6lwl 1| w 1 1 1
7111 0] o0 0 1
s |11 %] o v, v, 1
ol1 1 1] o 1 1 1

To znamend, ze druhd formula (—p v g)=(p = q) je tautologia, zatial' Go prva
formula (p = g) = (—p v ¢) nie je tautologia, potom formula (—p v ¢)=(p = ¢q)
nie je tautoldgia. Hlavny doésledok tejto skutoCnosti je, ze formula
(-pvq)=(p=¢q) sa nesmie poufivat’ pri uprave formul 3-hodnotove;
b ukasiewiczovej logiky.
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Sémantickeé vyplyvanie

Nech @ ={¢,,9,,...¢,} je tedria trojhodnotovej Lukasiewiczovej logiky, ktora
obsahuje a formul, ktoré maju n premennych. Modelom tejto tedrie je¢ mnoZina
interpretacii premennych x,,x,,...x,, [®]={1.1,,...7,}, kde 1, €{0,1/2,1}"(pre i
= 1,2,...,b), pre ktoré plati, ze pravdivostna hodnota kazdej funkcie ¢, € ® je
nenulova, (V*c S [[CD]D(W S {1,2,...,61})(%1!1T (¢,)> O). Minimalnu hodnotu tychto

pravdivostnych hodnot pre danu interpretaciu <o) oznacime
val ([[CD]D val (@, Ay A A, )= _if}fzin}{vazlT ((pl.)}

i{l,...a

Tieto tvahy st zosumarizovane pomocou tejto definicie.
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Definicia. Lubovolnd neprdazdna mnozZina formul, ® = {(pl,(pz,...,(pa}, sa nazyva

teoria. Ak pre teoriu ® existuje taka interpretdcia t, pre ktoru vsetky formuly
vyhovuju podmienke val_ ((pl.) >0, pre i=1,2,...,a, potom tato interpretdacia T sa

nazyva model teorie. Teoria ® sa nazyva konzgistentnd, ak md model. Ak tedria
nemd model, potom sa nazyva nekonzistentnd

Podl'a teoria ® je konzistentnd, ak pre kazda interpreticiu te [[CD]] plati

valr([[d)]]) >(; alebo, ak teoria @ je nekonzistentnd, potom existuje aspon jedna
interpretacia t pre ktoru plati val_ ([[CD]D =
(CD je konzistentd teo’ria) = V(r € [[CD]Dval ([[CD]]) >0
(® je nekonzistentd teéria) = = 4ef EI(T €{0,%,1 )val ([[CD]])
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Definicia. Hovorime, ze formula v sémanticky vyplyva z teorie ®, ® =y,
vtedy a len vtedy, ak pre kazdu interpretaciu 1 € [[CD]] plati

(CD = \|]) =4y VTE [[(I)]}(valT ([[(I)]]) <val_ (\V))

Predpokladajme, ze ® =, t. j. funkcia y sémanticky vyplyva z konzistentne;
teoric @ ={¢,,9,,....¢,}, potom formula y =@, AQ, A..AQ, =y je tautologia,
o ¢om sa mdzeme priamo presvedCit’ vypoctom pravdivostne] hodnoty funkcie y.
Nech t€{0,1/2,1}" je T'ubovolna interpretacia premennych, potom

(pre val (¢, A...A @, )< val, (\|1))

1
valr(x) = valr((p1 AN AP, = \|1) —{
0 (ind(f)
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To znamena4, ze funkcia y je tautoldgia (t. j. Vr(valT (%)= 1)) ak pre kazdé te||®|
je splnend podmienka val (@, A...A@,)<val (y), tito podmienka musi byt

splnena, pretoze vyplyva z predpokladu sémantického vyplyvania ® F . Tieto

vlastnosti mdézeme zosumarizovat’ do formy nasledujicej vety.
Veta.

(1) Ak je teoria @ konzistentnd, potom existuje taka formula y, Ze zteorie @
sémanticky vyplyva bud’ ® F y alebo ® = -y, ale nie sicasne oboje, formalne

® je konzistentnd = (H\V)((CD - \|1) @ (CI) - —.\p)).
(2) Ak je tedria @ nekonzistentnda, potom pre kazdu formula y plati, Ze
sémanticky vyplyva z teorie ®©, @ F y, formalne
® je nekonzistentnd = (‘v’\p)((l) = \|/)

Podobne, ako v dvojhodnotovej vyrokovej logike, plati aj v trojhodnotove;j
L ukasiewiczovej logike plati ekvivalencia

(CD = \|/) = (CD - \|!)
t. J. tato logika je uplna.
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Ohodnotené sémantické tabla pre trojhodnotovu Lukasiewiczovu
logiku

Metoda ohodnotenych sémantickych je aplikovatelnda aj v ramci 3-hodnotovej
vyrokovej logiky. Tato metdda moze byt pouzitd na zistenie toho, €1 existuju take
pravdivostné hodnoty premennych, aby formula ¢ mala pravdivostni hodnotu
rovni pozadovanej hodnote val(¢)=o€{0,'4,1}, ¢o budeme znalit o:¢.

V sémantickom table sled hran medzi vrchol tabla a koncovymi vrcholmi (listami)
sa nazyvaju vetva. Ak vetva obsahuje vyrokoveé premenné, ktoré nemaju
kontradiktorne ohodnotenie, potom danil vetvu nazyvame otvorenu; v opacnom
pripade, ak obsahuje dvojicu rovnakych premennych, ktoré st ohodnotene
roznymi pravdivostnymi hodnotami (napr O : p a '2 : p), potom vetvu nazyvame
uzavreta.
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Veta. Formula ¢ je tautologia, ak sémantické tablo priradené ohodnotene;

formule {0,%} : ¢ obsahuje len uzavreté vetvy.

0:|—|qi 1/2: —p 1: —p

Ly 12: @ 09

(A) Negdcia

172: pay

K /]\ liw ){W\
a: W .

@ 0 1229 1/2:9p Lo 1:g ¢ 12:9 12:9 I: 0:
iy 12:¢ 12y 1:y Ly 172:y 1}‘2:$ ¥
(B) Konjunkcia Iy

T yw\ /\ %
g 1/2: Oo 1: 0:
0:$ {0,1!2}{P\|r le:Ir ¥ o, lr‘Z} y 0 tr 172
(C) Disjurkcia
o cp|=>tr ?’:MF\ I: p=w 0,12} : o>y
1:9 1/2; l: 0: 172 Iiy 12:9 1I:
0: 0 vy 172: AT 9 vy 6% 17%
(D) Implikdcia

Zékladneé moddy tvorby  stromu
sémantického tabla, kde kazda
formula je ohodnotena pravdivostnou
hodnotou. Tieto expanzie
jednotlivych logickych Spojov
vyplyvaji bezprostredne z tabuliek
pravdivostnych  hodn6t  vSetkych
logickych ~ spojok  3-hodnotove]
logiky.
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tvar

Priklad

Pre lepSie pochopenie postupu konStrukcie sémantického tabla Studujme
jednoduchu formulu ¢ = ( pPNVg=>PpA q) , ktorej tabul’ka pravivostnych hodn6t ma

Pravdivostné hodnoty formuly pvg = pAg

P | 49 | pvqg | pAg | pVg=DPAq
1o 0] 0 0 1
2010 % | % 0 v,
3.0 1 1 0 0
4 1% 0| v 0 v
50 % % | v v, 1
6| | 1 1 v, v,
701 0 1 0 0
8| 1 | % | 1 A v,

ol 1| 1 1 1 1
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0:pvq:|>p/\q

l:pvg
0:pag

Ya:pvg=> png

/\

Ya:pvag l:pvyg
O:prg “ipAag
‘/zp Op ‘/2p ‘/zp l:p Y:p
0:g 0:p 0:q O:p 0:q l:g 1:p 0:q 1:p l:g
X X 0 X X 0 X X o X X 0
B
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l:pvg=pAag

Il

O:pvg ://23PV9 l:png
’ 2. pAgG ‘
0:p ‘ I:p
O:q9 zsz l:g
o 2,4 o
C

Tr1 sémantické tabla priradené¢ ohodnotenym formulam a:pvg= pAg, kde
o E {0,1/2,1}. Vetvy, ktoré obsahuji rovnaki vyrokovi premenni ohodnotenu

dvoma r6znymi sposobmi su uzavreté; v opaCnom pripade, ked’ rovnaké premenné
st ohodnotené rovnakou hodnotou, vetvy si otvorené. Kazda otvorena vetva sa
I'ahko identifikuje s prisluSnym riadkom v tabulke pravdivostnych hodnot.
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Priklad

sémantického tabla, 1 formula

Zistite pomocou metody
ohodnotené¢ sémantické tablo

(pArg=p)A(p=pvq) je tautologia,
{0,%}(pArq= p)A(p= pVq) produkuje tablo

{0,172} : (pAq=p)A(p=pVq)

{0,172} : (p=pvq)

{0,1/2} : (K\
/‘\ /llp\lp

12:png  1:p1g 1 pA 1/2:

/i:p\ O0:p 1/2:1@ 1 Oiqu in\/q 172 : pvg
12:p12:p 1:p 1l:p l:p O:p O:p 1/2:1/2:/‘19\0:
12:q l:q12:q 1:q L:q 0:q 0:q 1/2;5 O:ql/Z:g
X X X X X X

X X X X
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Priklad
Zistite, ¢i formule (—pvq)=(p=¢q) a (p=q)=(—pVvq) st tautologie.

{0,1/2} : (=prq)=>(p=9)

172 : (—pAg) 1: (—pAq) 1: (—pAg)
0:(p=9q) 0: (P‘:W) 172 : (p=q)
1:p 1:p ‘
0:¢q O‘q ?g
12:p 12:p l:p 0:p /\
1/2 : 1- 1/2:¢q l:q 12:p 1:
q - q X 0: P
% 9 X 5 J 1/2xq
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Fuzzy logika a fuzzy mnoziny

Lotfi A. Zadeh (¥1921), University of California Berkeley
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Uvodné poznamKy

e Nas svet je plny nejasne ohranicenych pojmov, s ktorymi vSak vieme
pomerne dobre intuitivne nardbat’ prostrednictvom  naSho
prirodzené¢ho jazyka.

e Specifikacia pojmu ,,mlady“. Okamzite zistime, Ze obsah tohto pojmu
je silne zavisly od subjektivnej interpretdacie alen velmi tazko by
sme nasli uplna zhodu v interpretacii tohto pojmi od dvoch réznych
ludi.

e Prave takéto apodobné problémy su Studované pomocou fuzzy
mnoZin, ktord ponuka teoreticky aparat, ktory umoznuje jednoduché
modelovanie tychto problémov a ich implementaciu na pocitacoch.
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e Termin ,fuzzy logika®“ vznikol ako vedl'ajSi produkt rozvoja teorie
fuzzy mnoZin, ktor¢ boli zavedené americkym (narodeného
v azarbejdZzanskom Baku) kybernetikom Lotfi A. Zadeh, ked’ v roku
1965 publikoval pracu Fuzzy sets v Casopise Information and Control.

e Fuzzy mnoZiny tvoria neobycajne efektivny teoreticky ramec pre
modelovanie vagnosti pojmov, pomocou ktorého je moZné
Specifikovat’ nejasne ohrani¢ene pojmy.

e Zadehove 1dey sa rychlo ujali a stali sa Standardnou sucast’ou nielen
informatiky ale aj kybernetiky (vedy o riadeni a regulacii procesov)
ako efektivny inziniersky prostriedok pre formalizaciu, modelovanie
a riadenie systémov, ktoré st popisané pomocou vagnych poymov.

priesvitka 26




AMERICAN

HERITAGE
=1 § E =t § o B
4 L_' h‘*"t .= | T TAs

dic-Hoi - ar I

fuzz-y (t%z**Y) adj. fuzz-i-er, fuzz-i-est. 1. Covered with fuzz. 2. Of or

resembling fuzz. 3. Not clear; indistinct: a fuzzy recollection of past events.
4. Not coherent; confused: a fuzzy plan of action. [Perhaps from Low German
fussig, spongy. See pU- below.] --fuzz*“i-ly adv. --fuzz*‘i-ness n.

Fuzzy girl
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Fuzzy mnoziny
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Ilustrativny priklad kopy piesku

Nech U je univerzum tvorene zo zrniek piesku, U = {zl,zz,...,zn...}, kde z; je 1-té
zrnko piesku. Rekurentne budeme vytvarat’ podmnozinu K = {zl,zz,...,z p} tak, ze

k nej budeme pridavat’ jedno zrnko piesku, K < K u{z } Od urciteho poctu

p+l
zrniek piesku (kardinality), mnozinu K méZeme nazyvat kopa.

(1) Taxativne kritérium kopy

‘K‘ZS = K je kopa
(2) Taxativne kritérium pre kopu piesku je silne zat'azené subjektivnym pohl'adom
jej tvorcu na to ¢o, aké mnoZzstvo zrniek piesku sa povazuje za kopu.
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Priebeh charakteristickej funkcie i, (x) fuzzy mnoZiny A ,,mlady*.

1, (X)

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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Koncepcia fuzzy mnozin nam poskytuje moznost’ ako formalizovat ,fuzzy*
pojem mladosti. Nech U je univerzum tvorené prirodzenymi ¢islami od 1 do 100,
U={12,..,100}. Fuzzy mnozina A vyjadrujica adjektivum ,mlady* je

Specifikovana  charakteristickou funkciou soborom funkénych hodnot
z uzavretého intervalu [0,1]

n,:U—|[01]
s kvalitativnym priebehom znazornenym na obrazku Alternativny nazov
charakteristickej funkcie p, (x) je stupen prislusnosti prvku - argumentu x do
fuzzy mnoziny ,,mlady“

Definicia
Fuzzy mnozina A je definovana

A:{(x,uA(x));er}
kde Uje univerzum a p,(x)je charakteristickd funkcia (stupent

prislusnosti x do A).
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Poznamka. Pojem fuzzy mnoZiny 4 splyva s pojmom jej charakteristickej funkcie
u, (x), ktora ju spolu s univerzom U jednoznaéne uréuje. Zapis x € 4 (¢itame ako

x je A) sa v teorn fuzzy mnoZin interpretuje pomocou prislusnej charakteristicke)
funkcie p (x) tak, Ze stupen prislusnosti elementu x do fuzzy mnoziny 4 je uceny

hodnotou p , (x).

Operacia na fuzzy mnozinamy

Az{(x,uA(x));er} aBz{(x,uB(x));er}

(1) Zjednotenie fuzzy mnozin
AU B = {(x,uAuB (x));x S U}

Haos (x) = max{“A (x)’lle (x)}
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(2) Prienik fuzzy mnozin
{ X, “AmB U}

injp, (x ) s (x)}

Mg\ X ( )

(3) Doplnok fuzzy mnoziny

(4) Podmnozina fuzzy mnozin
AcB=,, V(xeU)(n,(x)<p(x))
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Priebehy charakteristickych funkcii fuzzy mnozin A a B, ich komplementov ,
prieniku a zjednotenia.

ALL()
N R

yns(X)
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Ktoré vzfahy platné pre klasické ,,crisp* mnoziny
platia aj pre fuzzy mnoziny?

(1) Zdkon vyliiéenia tretiecho AU A =U pre fuzzy mnoziny je neplatny.

82 (6) = ma i () ()] = mar i ()1, ()} =1

Tato podmienka evidentne nie je splnend pre fuzzy mnoziny, kde moéze nastat’
pripad O <p, (x) <1, potom napr. pre p (x) = 0.9 dostaneme 0.9 =1, Co je spor.
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(2) Zdakon sporu AN A= je pre fuzzy mnoZziny neplatny
ez (%) = min{p, (), g (x)} = min{p, (x). 1=, (x)f =0

Podobne ako v predchadzajicom priklade tento vzt'ah neplati pre fuzzy mnoziny,
kde O<p,(x)<1.

(3) Distributivny zakon 4 U(BUC)=(A4uU B)UC je platny pre fuzzy mnoziny.
“Au(BmC) (x) - max{“/l (x)’MBmC ( )} max{uA ( ) mm{uB ( )’MC (x)}}
= mzn{max{uA( )1 (x)} max{uA( )1 (x)}}

= min {“AUB l"lAuC )}
= “(AUB)(\(AUC) ()C)
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Fuzzy relacie

Binarna reldcia v klasickej (crisp) tedrie mnozin je definovand ako l'ubovolna
podmnoZina kartezianskeho su¢inu dvoch mnozin

‘Rz{(x,z);xeA/\yeB}gAxB

,,Crisp* relacia R je definovana pomocou charakteristickej funkcie takto

R:{(x,y);xeA/\yeB/\;,tR(x,y)zl}

Priklad
{123} x{p.a} ={(1.p).(2.P).(3.P).(14).(2.0).(3.9)}

A B
Relacia R je 'ubovolna podmnoZina tejto mnoziny , napr.

R={(1.0).(3.0).(L9).(3.0)} < Ax B
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Inverznd reldcia R (k relacii R) je definovana pomocou usporiadanych dvojic
(y.x)e R, ktorych inverzia patri do relacie (x,y) € R

‘ R_lz{(y,x);(x,y)eR}ngA ‘

Diagramaticka reprezentacia inverznej relacie sa zostroji jednoduchym spdsobom

z diagramatickej reprezentacie povodnej R tak, ze jednotlive hrany (zobrazenia)
zmenia svoju orientaciu.
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Zlozena relacia
Majme tr1 mnoziny A, B a C, pre tieto mnoziny nech su definované dve relacie
PcAxBa Qc BxC,
ZloZena relacia (kompozicia) R=P-(Q je definovana ako novy relacia
R — Ax Ctakto

R=PoQ:{(x,z);xeA/\zeC/\EIyeB:(x,y)eP/\(y,z)eQ}
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Charakteristicka funkcia kompozicie R = P o Q je urCena vztahom

Mp.p (x,z) maxmm{up (x y) uQ(y,z)}

yeB

Vyznam tohto vzt'ahu priamo vyplyva z definicie kompozicie dvoch relacii P a Q.

min {1,(a, p) Ho(p,00)

max mln{up(a x),1o(x,00)
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Diagonalna relacia

Nech PcAxA je diagondlna relacia, ktorej charakteristickd funkcia pre
nediagonalne elementy je nulova, p,(x,»)=0, pre x=y. Tento typ relacie je

formalne uréeny vztahom P = {(x,x) s xeAAp, (x,x) =W, (x) = 1}. Potom

kompozicia diagonalnej relacie P < AxA s relaciou Q < AxB je urCena takto

HPOQ(J’) = maxmin{up (X),HQ (X:J/)}

xeA

min {p,(x), (X, ) §
»

H(x)
|

reldacia P relacia Q
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Definicia
Fuzzy relacia R je definovana

R ={((x,y),uR (x,y));(x,y)e AxB}

kde 4, B su dané mnoziny a p,(x,y)je charakteristickd funkcia (stupef
prislusnosti dvojice (x,y) do relacie R).

Kompozicia dvoch fuzzy relacii Pc AxB a Q< Bx(C je urena analogickymi
vztahmi, ktoré boli povodne definovane pre ,,crisp* relacie

Hpoo (x,z) = maxmin{up (x,y),uQ (y,z)}

yeB
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Priklad

Nech fuzzy relacie P a QO su definované nad dvojicami mnozin 4,B resp. B,C,
priom tieto mnoZiny maju tvar A={x,x,, x|, B={y.»}, C={z.z,,z}

a prislusn¢ charakteristicke funkcie st urené tab. 10.2 (pozri taktieZ obr. 10.8)
Specifikacia charakteristickych funkcii relacii P a Q

Hp (X’J’) Y1 W
X1 0.4 0.5
x; 10.90.2
X3 0.7 0.5

Ho (X’J’) Z1 22 Z3
Vi 0.7 0.3 0.9
b2 1.0 0.8 0.4
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“POQ (x1’Z1): max{min{up ('xl’yl)’“’Q (yl’Zl )}’min{up (xl’yZ)’uQ (yz’Zl )}}
= max{min{0.4,0.7},min{O.S,l.O}} = max{0.4,0.5} =0.5

Vysledna charakteristicka funkcia relacie R=PoQ

Re(x.9)|z1 2 23
X1 0.50504
X 0.70.30.9
X3 0.7 0.50.7
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PretoZe fuzzy relacia bola definovana ako fuzzy mnoZina, méZeme nad mnozinou
fuzzy relacii, ktoré st Specifikované nad rovnakou dvojicou mnozin 4 aB
definovat’ operacie zjednotenia a prieniku fuzzy relacii. Nech P,O < Ax B su dve

fuzzy relacie s charakteristickymi funkciami p, (x,y) resp. a p, (x,y), potom ich

prienik a zjednotenie su definované v suhlase s definiciami tychto operacu pre
fuzzy mnoziny

Hpno (x,3)= min{},lp (X,J/)’”Q (x,y)}

Hpoo (x,y) = max{“p (x’y)’“Q (x’y)}

pre kazdé (x,y) € AxB.
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Veta.
Nech P, O aR su fuzzy relacie definované nad takymi mnozZinami, aby
nasledujuce operacie boli pripustne, potom plati

Po(QUR)=(PoQ)uU(P-R)
(OUR)oP=(QoP)U(RP)
Po(QNR)=(PoQ)n(PR)
ONR)oP=(QoP)N(R-P)
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Logickeé spojky

Vztah medzi klasickou dvojhodnotovou logikou a tedriou (crisp) mnozin je vel'mi
blizky, jednotlivé mnozinove operacie mozu byt vyjadrené pomocou logickych

spojok:

(1) konjunkcia - AN B=,, {x;(xe A)r(xeB)}
(2) disjunkcia - AU B =, {x;(x cA)v(xe B)}
(3) negécia - A=, {x;—(xe 4)|

(4) implikacia- 4> B =, {x;x ed=>xe B}
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Priradenie medzi mnozinovymi operdciami a vyrokovymi spojkami

konjunkcie, disjunkcie, implikacie a negacie.

A B A B
(AAB)=,(ANB) (AvB)=,,(AUB)
x| C
(A4=B)=,,(4>B)=,, (AUB) A=, (=4)
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Predpoklad fuzzy logiky

Fuzzy logika je zaloZend na predpoklade, Ze kazdému vyroku p je priradena
pravdivostna hodnta val( p)€[0,1] z uzavretého intervalu [0,1].

Fuzzy negacia.

Fuzzy negdcia je unarna operacia —:[0,1]—[0,1], ktord vyhovuje tymto
podmienkam
——p=p
val(p) < val(q) — val(—lp) > val(—.q)

val(—|p) =1- val(p)
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Fuzzy konjunkcia

Fuzzy konjunkcia je binarna operacia A:[0,1]7 —=[0,1], ktord vyhovuje tymto

podmienkam

(1) komutativnost pAg=g A p

(2) asociativnost’ p A (q A r) = (p A q) AT

(3) okrajova podmienka - identitap Al= p

(4) val(q)ﬁval(r):val(p/\q)Sval(p/\r)

val(p Ag)= min{"“l(p)’ml(q)
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Fuzzy disjunkcia

Fuzzy disjunkcia je binirna operacia A:[0,1]° —=[0,1], ktord vyhovuje tymto

podmienkam
(1) komutativnost pvg=qgvVv p
(2) asociativnost pv(gvr)=(pvg)vr
(3) okrajova podmienka - identitap v 0= p
(4) val(q)ﬁval(r):val(pvq)Sval(pvr)

val(pv q)= max{val(p),val(Q)}

Operacie konjunkcie a disjunkcie st dudlne vzhladom k operacii Standardnej

negacie (De Morganove vztahy).
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Fuzzy implikacia

Fuzzy implikdcia je binarna operacia = :[0,1] —=[0,1], ktorda vyhovuje tymto

okrajovym podmienkam

val(p:>q)=<

i (pre (val(p) = O) alebo (val(q)
\O (pre val(p) =1la val(q)

val(p=q)= min{l,l—val(p)+val(9)}
(val

l—val(p) + val(q) (iné

p) Sval(q))
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disjunkcia

0

konjunkcia

3D grafy logickych spojok vo fuzzy logike

ekvivalencia

implikacia
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e Implikacia bola pdvodne Zadehom Specifikovana pomocou negacie
a disjunkcie, (p = ¢q)=,, (—pVv ¢). Tento jednoduchy pristup je skoro
nepouzitel'ny, pretoze produkuje fuzzy logiku vel’mi chudobnu, kde
skoro neexistuju tautoldgie. Tento nedostatok je odstraneny tym, Zze
pouzivane 1mplikaciu zavedeni do logiky bLukasiewiczom v jeho 3-
hodnotovej logike.

e Zavazny problém fuzzy logiky je systematické a uplné wurcenie
pravdivostnych hodnot formul pre dve alebo viac vyrokovych
premennych. Formula fuzzy logiky s »n premmenymi p,,p,,...p, sa

moze chapat’ ako funkcia n premennych definovana na hyperkocke
[0,1]".

e Funkcia — formula sa nazyva tautologia, ak sa rovna 1 pre 'ubovolnu
hodnotu argumentov, F(pl,pz,...,pn) =1, pre V(pl,pz,...,pn ) e[0,1]".
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0

0
F(p,q)=((prq)=(pvq)) G(p,q)=((pvg)=(prq))

Povrchy vyrokovych funkcii F(p,q) a G(p,q) pre spojit¢ argumenty p,ge[0,1].
Z priebehov tychto funkcii vyplyva, Ze funkcia F(p,q) je tautoldgia, zatial Co,
funkcia G(p,q) nie je tautologia.
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Sémantické tabla pre formuly fuzzy logiky

(PAq)=(pvg)=1

(PAQ)<(pVvq)

min{p,q}<max{p,q}

Ps ~q
P=q q<p
p>q
A

F(p.g)=(prq)=(pvq)
F(p,q =1‘v’p,qe[0,1]

(pvg)=>(prg)=1

(pvg)<(prq)

max{p,q}<min{p,q}

Ps >q
qu p‘ﬁq
pP=q %)

B

G(p.q)=(pva)=(prq)
G(p,q) =1(len pre p = q)
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Priklad

(PA(p=g)=>q)=1 (r=(p=9)=q))=1
PAP=9)<q P(p=>9)=4q
r=9)=q P=>9>q
min{p,p=>q}<q psl Pl-(p=9)*q
p%\lpq P Sq/\»q
min{p,1}<q  min{p,1-p+q}<q pw‘LqSO q=0
P<q l-ptq<q p<q 5:2(9

1<p %)
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Usudzovanie vo fuzzy logike

V klasickej logike je jednym zo zakladnych modov usudzovama pravidlo modus
ponens

P
P—=4

N

Tato schéma moze byt’ verbalne formulovana takto

ak p je pravdivy vyrok a
ak p = ¢ je pravdiva implikacia,
potom ¢ je pravdivy vyrok

Modus ponens moze byt alternativne vyjadreny pomocou vyrokovej formuly -
tautologie

pr((p=4q)=q)
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Pri fuzzy odvodzovani ddlezitym poymom je jazykovd premennd, ktory bol
zavedeny Zadehom. Jazykova premenna je taky typ premennej, ktorej hodnoty st
slova z prirodzené¢ho jazyka. Ako 1ilustracny priklad jazykovej premenne)
uvedieme vek, ktorej hodnoty su Specifikované slovnymi hodnotami mlady,
stredny a stary.

Definicia.
Jazykova (lingvisticka) premenna je urCena usporiadanou Stvoricou

(X.7(X).U.M)
kde X je meno jazykovej premennej, 7(X)={4,B,...} je mnoZina
slovnych hodnoét jazykovej premennej, U je univerzum jazykove]
premennej, pricom kazdd slovna premenna AeT (X ) je

Specifikovana fuzzy mnoZinou 4 = {(x U, (x)) ;xelU } , subor tychto

fuzzy mnoZzin tvori mnoZinu M.
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Priklad

Studujme jazykovii premenni X=vek, definovanti nad univerzom rokov
reprezentovanym mnozinou — uzavretym intervalom U =[0,100]. MnoZina
slovnych hodnét obsahuje tri slovné hodnoty, T'(vek)={mlady,stredny,stary}.

Kazda slovna hodnota je Specifikovand fuzzy mnozinou s charakteristickou
funkciou

H(x)

40 50 60 70 80 90 100
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Znazornenie zovSeobecneného modus ponens, ktory na zaklade analogie
s relaciou x € A~» xe BY vytvara zo vstupnej slovnej premennej] A" vystupnu
slovni premennu B, pricom sa predpoklada, Ze slovné premenné 4 a A" su si

podobné.

xeA’

» xeA~»yeB YES >

priesvitka 61




e Uvazuyme dve slovné premenne AeT(X) a Bel(Y) reprezentované
prislusnymi fuzzy mnozinami A= {(x u, (x)) cxe X } a

B:{(y,uB(Y));xeY}.

e Stupen pravdivosti fuzzy vyroku ,x je A%, formalne vyjadreny vztahom
,XEA“, je popisany charakteristickou funkciou p,(x); podobne stupeii

pravdivosti vyroku ,,yeB* (,,y je B*) je charakterizovany charakteristickou
funkciou p, (x).

e Tieto dva fuzzy vyroky ,xeAd*“ a ,yeB* su vo vzdjomnej (mdzeme povedat’
pri¢innej alebo asociacnej) relacui xe 4~ xe B, podla ktorej vlastnost’

W eA“ je doprevadzana vyskytom vlastnosti ,,ye B* .
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ZovSeobecneny modus ponens v relaCnom tvare je
xe A

xeA~~xeB

x€ B
kde A" e T(X) a B'€T(Y) st nové slovné premenné¢, Budeme predpokladat’, Ze nova
slovnd premenna 4" (fuzzy mnoZina) je podobna povodnej slovnej premennej A,
¢co modZzeme vyjadrit pomocou charakteristickych funkcii napr. takto

max‘uA (x)—p, (x)‘ <3, kde & je dané malé kladné &islo.

Tento predpoklad je vel'mi dodlezity k odovodneniu pouzivania zovSeobecneného
modus ponens ako nastroja pre odvodenie vystupnej novej slovnej premennej B’
zo vstupnej slovnej premennej A" pomocou relacu x € 4 ~~ x € B(analogie).

Okrajova podmienka: A=A'"= B=5
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Znazornenie zobrazenia fuzzy slovnej premennej 4’ na slovni premennu B’
pomocou fuzzy relacie R(x,y).

Y

B’ . (xed~~yeB)=,, Rc XxY

A)
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Rezultujuca charakteristicka funkcia p, ( y)je urCena ako kompozicia
charakteristickej funkcie p, (x) a charakteristickej funkcie p, (x,y) fuzzy relacie

R, ktora reprezentuje vztah xe A~»xe B (kde symbol ~~ znazornuje fuzzy

relaciu R)

hy ()= maxmin{uAr (x), 1y (x,y)}

xeAd

alebo v zjednodusenom tvare B'= A'oR. Pozadujeme, aby kompozicia (11.9a)
vyhovovala ,,okrajovej podmienke*, ktora pozaduje, ze ak A'=A4 , potom B =B, t.j.

Hp (J/) = maxmin{”A (x)’“R (x,y)}

xeA
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Ebrahim Mamdani, University of London

Realizacia relacie R

Kompozicie B’ = A' o R pre Mamdaniho Specifikaciu relacie R

R=p, () Ay () = minfu, ()., ()]
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Dokazeme, Ze pre tento typ relacie Jz e oléraj 06Vé pgodnlqoienka kompozicie splnena.
Ly (y) = maxmin{uA, (x),min{uA (x),uB (y)}}

xeX
Tato formula moZe byt jednoducho upravena pouzitim asociativnosti operacie min

L (y) = Min maxmin{uA, (x),uA (x)},uB (y) .

xeX
o J

~
w J

= min{w,uB (y)}
kde w sa nazyva vdha pravidla alebo stupen zapdlenia pravidla. Potom
rezultujiica charakteristickd funkcia i, () vyhovuje podmienke p, (1)<, (»),

pre A=A’ dokonca plati p, (¥)=p,(»).
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