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Uvod

Tato kniha — uéebnica ,,Uvod do matematiky pre informatikov* je venovana zakladnym
elementdirnym pojmom matematiky, ktoré su potrebné pre zvladnutie bakaldrskeho Studia
informatiky v zimnom semestri 1. ro¢nika (v ramci 2-hodinovej prednaska). V 12 kapitolach
je obsiahnuty uvod do logiky (menovite rozne typy dokazov), tedriu mnozin, komplexné Cisla,
linearnu algebru a zakladné partie diferencidlneho a integralneho poctu spolu s ivodom do
teorie diferencidlnych rovnic. Kazd4 kapitola je sprevddzand mnozstvom jednoduchych
ilustraénych prikladov, z ktorych vybrané sa rieSia na 2-hodinovom cvi¢eni. Odporu¢ame
Citatel'om venovat’ tymto prikladom pre samostidiu dostato¢nt pozornost’, podobné priklady
sa budu vyskytovat’ aj pri kontrolnych pisomkach v priebehu a na zaver semestra.

Dakujeme oponentom doc. RNDr. Marie MarkoSovej, PhD. (z FMFI UK) a doc.
RNDr. Michalovi Sabovi, PhD. (z FChPT STU) za vypracovanie posudkov na tento u¢ebny
text.
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1. kapitola

Metody matematického dokazu — deduktivny dokaz, zakladné
pravidla usudzovania, matematicka indukcia

1.1 Vyznam dokazu v matematike

V matematike, podobne ako aj v informatike, vystupuju do popredia dve otazky: (1) Za akych
podmienok je matematicky dokaz korektny a (2) aké metdody mozu byt pouzité pri konstrukeii
matematickych dokazov. V tejto kapitole budeme hladat’ odpovede na tieto dve otdzky,
budeme Specifikovat’ rézne formy matematickych dékazov.

Veta (teorém, vyrok, skutocnost, fakt, argument, alebo vysledok) je vyrok o ktorom
modze byt ukazané pomocou metdd logiky, Ze je pravdivy. V tejto suvislosti hovorime
0 dokaze vety, ktory spociva v postupnosti jednotlivych ,,medzikrokov®, ktoré st odvodené
bud’ z mnoziny jednoduchych postulatov, nazyvanych axiémy, alebo z predchadzajucich viet
(pomocnych viet, ¢asto nazyvanych lemy) danej postupnosti. Komplikované dokazy st
obvykle jasnejsie formulované, ked’ ich dokaz je rozdeleny na jednotlivé medzikroky, ktoré
st formulované ako samostatné vety. Tieto medzikroky - vety v postupnosti st vytvarané
pomocou pravidiel odvodzovania (pravidiel usudzovania), ktoré z niekol’kych pravdivych
tvrdeni - argumentov vytvori nové pravdivé tvrdenie - argument.

Metody dokazu diskutované v tejto kapitole su dolezité nielen pre tvorbu korektnych
dokazov matematickych viet v matematike, ale aj v samotnej informatike. V teoretickej
informatike sa napr. Studuji roézne metody verifikacie korektnosti programu, alebo ¢i
operaény systém je bezpec¢ny. V umelej inteligencii pri odvodzovani novych faktov z danej
databazy poznatkov (mnoZiny vyrokovych formul, ktord sa vo vyrokovej logike nazyva
teoria) je dolezité mat’ zabezpecené, aby danad databaza bola konzistentna (korektnd), teda aby
z nej sucasne nevyplyval nejaky vyrok a taktiez aj jeho negacia. Mozeme teda konStatovat’, Ze
zvladnutie metdd matematického dokazu je dolezité nielen v matematike, ale aj v informatike.

Niz8ie uvedena forma dokazu sa nazyva deduktivny dokaz, ktory obsahuje:

o systém elementdrnych pojmov, ktoré si pouzivané pri formulacii zdkladnych zloziek
deduktivneho dokazu

o systém axiom (zakladné elementarne poznatky, ktoré su pokladané za evidentné),

o pravidla odvodzovania (pomocou ktorych sa uskutociiuje dokaz).

o vety (deduktivne poznatky - argumenty), ktoré boli odvodené zaxiom pomocou
pravidiel odvodzovania a ktoré podstatne zjednoduSuju a skracuju dokazy d’alSich
novych deduktivnych poznatkov.

Poznamenajme, ze tak v matematike, ako aj v informatike, sa v ojedinelych pripadoch
pouziva aj induktivne usudzovanie (dokaz), ktoré je zalozené na pozorovani urcitych
skutocnosti, ktoré sa Casto opakujui v analogickych situaciach. Tieto pozorované skutocnosti
su ,,induktivne* zovSeobecnené. Nové pojmy, ktoré boli zavedené tymto ,,induktivhym*
sposobom sa neskorSie bud’” dokazu deduktivne v ramci daného systému pojmov, alebo sa
postuluji ako nové Specidlne axiomy. Tieto ojedinelé situacie v dejinach matematiky vzdy
znamenali vznik novych oblasti matematiky, ktoré nie su striktne deduktivne dokézatel'né zo
znamych pojmov a reprezentuju akty kreativnosti v matematike, ktoré taktiez znamenajua, ze



matematika nie je len veda deduktivneho charakteru, kde sa d4 kazdy pojem odvodit’ z inych
jednoduchsich poznatkovl.

1.1.1 Tustrativny priklad axiomatického systému
Uvazujme jednoduchy axiomaticky systém, ktory obsahuje tri elementdrne pojmy — "vrchol’,
‘hrana’, ‘lezat’ na” a dve axiomy

A;. Kazdy vrchol lezi aspon na jednej hrane.

Ay,. Pre kazdu hranu existuji prave dva vrcholy, ktoré na nej lezia.

As. Mame prave 5 vrcholov.
Tento axiomaticky systém moéze mat’ rdzne interpretacie. Interpretacia, v ktorej su axiomy
pravdivé vyroky, sa nazyva model axiomatického systému. Uz pouzitda terminoldgia
navodzuje zavedenie modelu grafu, kde vrchol je bod a hrana je ¢iara obsahujuca na svojich
koncoch dva vrcholy, pozri obr. 1.1. Dokazeme tieto dve vety, ktoré vyplyvaju
z axiomatického systému.

Veta 1.1. Kazdy graf ma aspon tri hrany.

Podla axiomy A; kazdy vrchol lezi aspon na jednej hrane, Cize pre l'ubovolny vrchol V;
existuje takd hrana Hj, na ktorej dany vrchol lezi. Tymto médme zabezpecen existenciu hrany
Hi, ktora podla axiomy A; lezi na dvoch vrcholoch, tento druhy vrchol oznac¢ime V,. Pre
zostavajuce tri vrcholy V3, V4 a Vs musia existovat’ asponi dve hrany Hj a Hs, ktoré lezia na
tychto troch vrcholoch.

Veta 1.2. Kazdy graf ma jeden vrchol, ktory lezi aspon na dvoch hranach.

Dokaz tejto vety priamo vyplyva zo sposobu dokazu vety 1.2. Pretoze v druhej Casti grafu
mame tri vrcholy a dve hrany, musi existovat’ asponn jeden vrchol, ktory lezi na dvoch
hranach, ¢o bolo potrebné¢ dokazat (QED). Model , ktory ilustruje tieto dve vety je
znazorneny na obr. 1.1.

Obrazok 1.1. Grafovy model jednoduchého axiomatického systému z vety 1.1. Diagram znazorfiuje model,
ktory obsahuje 3 hrany, pricom prave jeden vrchol lezi na dvoch hranach.

Z nasich predchadzajucich vysledkov vyplyva, Ze mézeme deduktivny systém rozsirit’
0 novy elementarny pojem ,.komponenta®, ktory popisuje taku cast’ grafu, z ktorej vrcholy
nie st spojené cestou pozostavajucou z postupnosti hran svrcholmi z ostatnych casti.
Z obrazku 1.1 vyplyva jednoducha veta.

Veta 1.3. Ak ma graf dve komponenty, potom jedna z komponent obsahuje len jednu hranu.
Z definicie komponenty vyplyva, Ze mnoZina vrcholov je separovanid na dve disjunktné

podmnoziny vrcholov, ktoré nie si prepojené spolo¢nou hranou a pre kazdu hranu existuja
prave dva vrcholy, ktoré na nej lezia. Z tychto dvoch skuto¢nosti vyplyva, Ze toto disjunktné

! To Ze matematika nie je veda &isto deduktivna ma aj iné hlboké dévody.



rozdelenie mnoziny vrcholov je mozné len na dve podmnoziny, ktoré obsahuji dva a tri
vrcholy. Podmnozina s dvoma vrcholmi reprezentuje komponentu.

1.2 Pravidla usudzovania vo vyrokovej logike

Pravidla usudzovania vo vyrokovej logike tvoria schému

predpoklad,

predpoklad
zaver

(1.1)

ktora obsahuje n predpokladov ajeden zdver. Tato schéma usudzovania je totozna so

symbolom logického dokazu [XX]
{ predpoklad, ,..., predpoklad, } - zaver

Tabul’ka 1.1. Schémy usudzovania vyrokovej logiky

Schéma . , Cr . .
usudzovania Teorém vyrokovej logiky Nazov schémy
P dici
VG p= ( Y q) adicia
pAq simplifikacia
Y ( pA q) —P (zjednodusenie)
p . .
q p:>(q:>(p/\q)) konjunkcia
pAq
P
p=7q p:((p:q):q) modus ponens
q
—q
p=q —.q:>((p:>q):>_,p) modus tollens
—p
P=4 hypoteticky
4=r |(p=0a)=((a=r)=(p=r)) sylogizmus
p=>r
Pva disjunktivny
;p (pva)=(-p=0q) sylogizmus
—p|q:>:S—|p ( p= q) — (_|q — _,p) inverzia implikécie
P=4 reductio ad
pp:ﬁq (qu):((p:_.q)j_,p) absurdum
alebo formalne
{CRGH Ly

Tato formula logického dokazu méze byt prepisand do formy

(1.2)

(1.2b)



FO AN, =@ (1.3a)
alebo v ekvivalentnom tvare, kde konjunkcie su nahradené implikaciami

o = ((p2 = (:> (0, = (p))) (1.3b)

Tabulka 1.1 obsahuje 8 obvyklych schém usudzovania vyrokovej logiky, pricom
kazda schéma je doprevadzand aj zadkonom (tautoloégiou) vyrokovej logiky (v tvare formuly
(1.3b)) a obvyklym historickym nazvom. Hovorime, ze predpoklady st konzistentné vtedy
alen vtedy, ak existuje asponl jedna interpretacia pravdivostnych hodnét vyrokovych
premennych, pre ktora su vsetky predpoklady pravdivé. V opacnom pripade je mnozina
predpokladov nekonzistentnd (kontradiktorna) aje charakterizovana tym, ze z nej sucasne
logicky vyplyva nejaky zaver a aj jeho negacia.

Priklad 1.1. Majme dva predpoklady: prvy predpoklad je vyrok 'prsi” a druhy predpoklad je
implikacia “ak prsi, potom je cesta mokra’ . Pouzitim pravidla usudzovania modus ponens,
z pravdivosti tychto dvoch predpokladov vyplyva pravdivy zaver 'cesta je mokra’, ¢o
modzeme formalne vyjadrit’ pomocou schémy

prsi

ak prsi, potom cesta je mokra .

|cesta je mokra

Priklad 1.2. Pouzitim schémy usudzovania adicie k pravdivému vyroku ‘teplota je pod
bodom mrazu” mézeme pomocou disjunkcie priradit ubovolny vyrok (pravdivy alebo
nepravdivy), napr. ‘prsi’, dostaneme pravdivy zaver "teplota je pod bodom mrazu alebo prsi’

| teplota je pod bodom mrazu

| teplota je pod bodom mrazu alebo prsi

Priklad 1.3. Uvazujme dva vyroky "ak dnes bude prsat, potom sa nepéjdem kupat” a "ak sa
nepojdem kupat, potom navstivim pribuzného’. Pouzitim schémy usudzovania nazvanej
hypoteticky sylogizmus dostaneme z tychto dvoch predpokladov zaver ‘ak dnes bude prsat,
potom navstivim pribuzného’

ak dnes bude prsat’, potom sa nepdjdem kupat
ak sa nepdjdem kapar', potom navstivim pribuzného

| ak dnes bude prsat’, potom navstivim pribuzného

Tuato schému mdézeme sformalizovat’ pomocou vyrokov
p="dnes prsi’
q="kupem sa’
r="navstivim pribuzného’
potom schéma ma4 tento formalny tvar mierne modifikovaného hypotetického sylogizmu
p=-—q
—q=r
p=r
ktord je odvodena z povodnej schémy hypotetického sylogizmu substituciou, kde vyrokova
premenna q je substituovana negaciou —(.

V poslednom priklade 1.3 boli uz pouzité vyrokové premenné, ktoré nam umoznia
vykonat’ formalizaciu celého procesu dokazu pomocou postupnosti elementarnych krokov.
Obratime naSu pozornost’ na formulu (1.2b) logického vyplyvania vyrokovej formuly ¢
z predpokladov, ktoré st reprezentované formulami @i, @2,..., @n. Logické vyplyvanie
ilustrujeme jednoduchym prikladom.



—PAQ

implifikavi
q
modus|tollens
=r —I'=S
modus|ponens
S S>>t

modus|ponens

t
Obrazok 1.2. Strom odvodenia pre logicky dokaz z prikladu 1.4.

Priklad 1.4. Postulujme, Ze mnozina predpokladov obsahuje tieto formuly — zloZené vyroky:
@1 = 'dnes poobede nie je sinecno a je chladnejsie ako véera’
@2 = 'pojdeme sa kupat len vtedy, ak bude slnecno’
03 = 'ak sa nepdjdeme kupat, potom sa budeme clnkovat na rieke’
04 = "ak sa budeme clnkovat na rieke, potom sa vratime domov podvecer’
pozadovany zaver ma tvar
¢ = "budem doma podvecer’
Pomocou vyrokovych premennych
p = ‘dnes poobede je slnecno’
q = je chladnejsie ako vcera’
r = "pojdeme sa kupat’’
s =" budeme clnkovat na rieke’
t = "vratime sa domov podvecer’
vykondme formalizaciu schémy logického vyplyvania do tvaru
{-pAqr=p-r=ss=t}t

Ukézeme, ze tato schéma je platna pomocou postupnosti elementarnych krokov, kde budeme
pouzivat’ schémy usudzovania z tab. 1.1.

1.| —pAaq predpoklad;

2.l r=p predpoklad,

3. - r=s predpoklads

4.1 s=t predpoklad,

5.1 —p simplifikacia predpokladu;

6.1 q simplifikacia predpokladu;

7. —r medzivysledok 5 a modus tollens na predpoklad,
8. medzivysledok 7 a modus ponens na predpoklads
9.1t medzivysledok 8 a modus ponens na predpoklad,

V uvodnej casti kapitoly 1.1 bolo poznamenané, ze dokaz je mozné charakterizovat’
ako postupnost’ formul, kde posledna formula sa rovna pozadovanému zaveru, mézeme teda
pisat’

(=pAg)—>(r=p)>(-r=s)>(s=t)>(—p)—>(a)>(=r)—>(s)—>(t)

Tato postupnost’ formul moézeme reprezentovat’ aj pomocou ,,stromu dokazu“ znazornené¢ho
na obr. 1.2.



P=q

|

—0=-p —p=r

hypoteticky| sylogizmus

—q=r r=s

hypoteticky| sylogizmus

—|q:>S
Obrazok 1.3. Strom odvodenia pre logicky dokaz z prikladu 1.5.

Priklad 1.5. Nech mnozina predpokladov obsahuje tieto zlozené vyroky:
@1 = "ak mi posles email, potom program dokoncim’
@2 = "ak mi neposles email, potom pojdem spat véasnejsie’
03 = 'ak pojdem spat véasnejsie, potom sa rano zobudim odpocinuty’
pozadovany zaver ma tvar
¢ = "ak nedokoncim program, potom sa rano zobudim odpocinuty’
Pomocou vyrokovych premennych
p = ‘posles mi email
q = 'program dokoncim’
r = 'pojdem spat’ véasnejsie’
s = "rano sa zobudim odpocinuty’
vykoname formalizaciu schémy logického vyplyvania do tvaru
{(p=>0-p=rr=sl-—g=s

Pomocou postupnosti elementarnych krokov, kde budeme pouzivat schémy usudzovania
Z tab. 1.1, ukdzeme, Ze tato schéma je platna

1.1 p=¢ predpoklad;

2. p=>r predpoklad,

3. r=s predpoklads

4.1 9= —p inverzia implikacie na predpoklad;

S.| —q=r hypoteticky sylogizmus na medzivysledok 4 a predpoklad,
6.| q=s hypoteticky sylogizmus na medzivysledok 5 a predpoklads

Diagramaticka interpretacia tohto logického dokazu je vykonana pomocou stromu dokazu
znazorneného na obr. 1.3.

Uskutocnenie logického dokazu {@,,...,,} - ¢ mdZe byt podstatne zjednodusené. Ak
mnozinu predpokladov {(pl , ...,(pn} roz§irime o novy ,,pomocny* predpoklad y, potom vo
vyrokovej logike plati veta o dedukcii, ktord ma tvar

({(pl,...,(pn} Uiy} k (p) = ({(pl,...,(pn} Fly= (p)) (1.4)

To znamena, ze logicky dokaz formuly ¢ pomocou rozSirenej mnoziny predpokladov
{0y, 0, } U{w}je rovnocenny logickému dokazu formuly y=>¢ pomocou pdvodne;

mnoziny predpokladov.



p=4 p-..

veta\c')‘d,e‘dukcii
modus|ponens "

q g=r

modus|ponens

veta 0 E{edukcii r veta o,dédukcii

p=r

(P==((q=1)=(p=T))

Obrazok 1.4. Strom odvodenia pre logicky dokaz z prikladu 1.6.

Priklad 1.6. Pomocou logického dokazu zalozeného na (1.4) dokdZeme zdkon hypotetického
sylogizmu vyrokovej logiky

{(p=q.0=>r}u{p}r
kde mnozina { p=q,0=> I’} obsahujuca povodné predpoklady je rozSirend o pomocny
predpoklad p.

1.| p=q predpoklad;

2. | q=>r predpoklad,

3.1p pomocny predpoklad

4. 1¢ modus ponens na predpoklad; a pomocny predpoklad

51r modus ponens na predpoklad, a medzivysledok 4

6. | p=>r pouzitie (1.4) na vysledok 5 a pomocny predpoklad

7.1 (a=r)=(p=>r) pouzitie (1.4) na vysledok 6 a predpoklad,

8. | (p=aq)=((a=r)=(p=r)) pouzitie (1.4) na vysledok 7 a predpoklad;

V krokoch 7 a 8 sme opakovane pouzili vztah (1.4), kde sme z mnoziny predpokladov vzdy
vyeliminovali jeden predpoklad. Findlny vysledok uz plati pre prazdnu mnozZinu
predpokladov, ¢o znamena, Ze formula je zdkonom (tautolégiou) vyrokovej logiky.

V kapitole 1.1 bolo zdoraznené postavenie viet vo formalnom logickom systéme ako
efektivnej skratky logickych dokazov, kde sa uz nemusi opakovat’ to, ¢o uz raz bolo
dokazané. Tento pristup vystavby formalnych systémov pomocou viet a ich vyuZivania patri
medzi zékladné ¢rty formalnych systémov, ktorych vystavba sa uskutociiuje hlavne pomocou
prepojenej siete viet, ktoré st dokazované pomocou uz dokdzanych viet v predoslych
krokoch.

Nech v je veta (tautologia) , potom logicky dokaz {(pl,...,(pn} ¢ modze byt rozsireny
0 vetu y takto

({(pl,...,(pn}l—(p):>({(pl,...,(pn}u{w}l—(p) (1.5)

Vyznam tohto rozSirenia spoCiva vtom, ze zahrnutie vhodnej vety moze podstatne
zjednodusit’ dokaz vety.



Priklad 1.7. Dokazte zakon rezolventy
(pva)=((=pvr)=(avr))
pomocou zédkona hypotetického sylogizmu
(P=a)=((a=r)=(p=T))
a pomocou vety o disjunktnom tvare implikacie
(p=a)=(-pva)

formalne

{(p=a)=((a=r)=(p=r))u{(p=0)=(-pva)l-((pva)=((-pvr)=(avr)))

Logicky dokaz pozostava z tejto postupnosti medzivysledkov:

Ll (p=a)=((g=r)=(p=r)) predpoklad;

2. (p=0q)=(—pva) pomocny predpoklad - veta

3. (=pva)=((—avr)=(-pv r)) prepis 1 pomocou vety 2

4.1 (—qvp)= ((—|p vr)=(—qv I’)) prepis 3 pomocou zdmeny p &
5 (pva)=((-pvr)=(qv I’)) prepis 4 pomocou substiticie —(/q

Uplne analogickym spdsobom by sme mohli dokazat, Ze zakon rezolventy je mozné prepisat’
na zadkon hypotetického sylogizmu, z ¢oho plynie, Ze tieto dva zdkony st navzajom
ekvivalentné

(r=a)=((a=r)=(p=r1)))=((pva)=((-pvr)=(avr)))

1.2.1 Chybné pravidla usudzovania

Existuji jednoduché modifikacie schém usudzovania modus ponens a modus tollens, ktoré
nie su korektné. Prva nekorektnd schéma sa nazyva potvrdenie dosledku

q
P=d (1.6a)
p
Druha sa nazyva popretie predpokladu
—p
P=q (1.6b)

—q



Prva schéma ,,popretie predpokladu je ilustrovana prikladom
vydala som sa

ak som peknd, tak sa vydam

| som pekna

Zaver nie je korektny, moze sa vydat’ aj vtedy, ked nie je pekna. Druha schéma ,,potvrdenie
dosledku méze byt ilustrovand podobnym prikladom
nie som pekna

ak som pekna, tak sa vydam

| nevydam sa

Chyba v usudzovani je podobnad ako v predchadzajucom priklade. O nekorektnosti schém

usudzovania (1.6a-b) sa l'ahko presved¢ime tak, ze im priradime formuly vyrokovej logiky
q9=((p=0)=p) (1.7a)
—p=((p=0)=>-0) (1.7b)
Pre prvu formulu existuje interpretacia premennych t = ( p/0,q/ 1) , pre ktoru ma prva formula
(1.7a) pravdivostni hodnotu "0’. Tato interpretacia moze byt pouzitd aj pre druht formulu
(1.7b) k ukazaniu, ze formula ma pravdivostni hodnotu '0". To znamend, ze obe formuly

(1.7a-b) nie su tautoldgie, ¢ize nemdzu byt zakonmi vyrokovej logiky.

Ako sved¢ia mnohé kognitivno-psychologické vyskumy [xx], obe tieto schémy, aj ked’

su chybné, sa Casto vyuzivaju v beznom usudzovani, mozno ich teda pokladat’ za ,klasické
chyby* ndsho kazdodenného uvazovania.

1.3 Pravidla usudzovania v predikatovej logike
Predikatovd logika moéze byt chdpand ako zovsSeobecnenie vyrokovej logiky o tzv.
kvantifikatory (vSeobecny a existen¢ny). Zakladné schémy usudzovania v predikatovej logike

st uvedené v tab. 1.2.

Tabulka 1.2. Schémy usudzovania predikatovej logiky

Schéma usudzovania Teorém predikatovej logiky | Nazov schémy
vx P ( X) Konkretizacia univerzalneho
P(C) (VX P(X)) = P(C) kvantifikatora
P(c) pre kazdé c P v P Zovseobecnenie pomocou
vx P (X) (C) = ( X (X)) univerzalneho kvantifikatora
P (X) Konkretizacia existencného

P(c) pre nejaky element ¢ (HX P(X)) =P(c) kvantifikatora

P(c) pre nejaky element c

Ix P(x)

Zovseobecnenie pomocou
existen¢ného kvantifikatora

P(c)=(3xP(x))




Konkretizacia univerzdlneho kvantifikdtora.
Ak nejaku vlastnost’ P(X) ma kazdy objekt (individuum) z univerza U, potom Vx P (x) , potom

tito vlastnost’ musi mat’ aj l'ubovolny konkrétny objekt ¢ z tohto univerza,
(WX P(x))=>P(c) (1.8)
Tato formula je priamym ddsledkom intuitivnej interpretacie univerzalneho kvantifikatora ako
konjunkcie vlastnosti P(x) pre kazdy objekt X z konen¢ného iuniverza
VX P(X)=¢ AP(X)=P(a)AP(b)A..AP(u) (1.9)

xeU
Ak na tato formulu (predpoklad) pouzijeme schému usudzovania simplifikacie z tab. 1.1,
potom vlastnost’ P ma menovite kazdy objekt z U

Vx P(x)
P(a
P(b) (1.10)

Potom musi platit’ aj implikacia (1.8). Ako ilustraény priklad tejto vlastnosti univerzalneho
kvantifik4tora uvedieme klasicky priklad konkretizacie zo stredovekej logiky

kazdy clovek je smrtelny

Sokrates je clovek

| Sokrates je smrtel/ny

kde Sokrates patri do univerza U (obsahujuceho vsetkych l'udi) platnosti kvantifikatora V.
Toto schéma usudzovanie moézZeme zovSeobecnit takto

V(xeU)P(x)
ceU (1.11)

P(c)

ZovSeobecnenie pomocou univerzalneho kvantifikatora

Ak sa nam podari dokazat, Ze vlastnost P ma kazdy objekt z nejakého univerza U, potom
vzhl'adom k tomuto univerzu moZeme definovat’ univerzalny kvantifikator V

P(2)A..AP(C)A..= V P(X) =4 VXP(X) (1.12)

Ak pouZzijeme na tito formulu schému usudzovania konjunkcie z tab. 1.1, potom

P(a)
P(c) (113)
Vx P(x)
potom musi platit’ aj
P(t)=(vxP(x)) (1.14)

S poznamkou, Ze t je 'ubovolny objekt z univerza U. ZovSeobecnenie pomocou univerzalneho
kvantifikatora sa ¢asto pouziva v matematike implicitne, pretoze dokaz vlastnosti P(c) bol
vykonany pre l'ubovolny objekt € a nie len pre urcity Specificky objekt.

V mnohych pripadoch mimo matematiku pouzitie zovSeobecnenia podla schémy
usudzovania (1.13) (alebo predikatovej formuly (1.14)) tvori zaklad tzv. induktivneho



zovSeobecnia, V ktorom sa snazime parcidlne poznatky zovSeobecnit’ pre kazdy objekt
postulovaného univerza U. V tejto suvislosti potom vystupuje do popredia podla rakusko-

anglického filozofa Karla Poppera problém falzifikacie vieobecného vyroku Vx P(X). Staci
najst’ jeden objekt 0eU pre ktory neplati vlastnost’ P, —P(O), potom vseobecny vyrok
VX P(X) je neplatny, —VX P(X).

Ako ilustracny priklad budeme Studovat’ univerzum U , ktoré obsahuje vsetky labute
na nasej planéte. Experimentdlnym pozorovanim zistime, ze pre velki podmnozinu
U’ cU plati, ze kazda labut’ z nej je biela (tGto vlastnost’ oznaéime predikatom B). Tato
skutocnost moézeme ,,poctivo* zovSeobecnit pomocou univerzalneho kvantifikatora Vv’
definovaného vzhl'adom k ,,poduniverzu* U’

VX B(X) =4 /\B(X)

xeU
V désledku urcitej netrpezlivosti, pozorovatel’ zovSeobecni tento poznatok pre celé univerzum
U, postuluje platnost formuly VX B(X). Falzifikacia tejto vlastnosti spociva v tom, ze
najdeme taku labut’ (napr. pod sklenenym mostom v Piestanoch alebo pod vySehradskym
zelezni¢nym mostom v Prahe), ktora je Cierna, potom automaticky plati —Vvx B (X) .

V tejto suvislosti moézeme hovorit aj o verifikdcii vlastnosti V'x B(x), dal$imi
a d’alsimi pozorovaniami rozsirujeme univerzum U’ o d’alSie objekty X, ktoré maju vlastnost’
B(X). Avsak je potrebné poznamenat’, Ze toto rozsirovanie platnosti V'x B (X) o d’alSie objekty

nam neprindsa novy poznatok, neustale plati, ze ,labute su biele”, len mame stale
rozsiahlejSie vedomosti 0 evidentnosti tohto poznatku. Preto falzifikdcia, na rozdiel od
verifikacie, je zasadne ddlezitd pre induktivne zovSeobeciiovanie, napoméaha ndm pri vzniku
novych poznatkov (¢o ako prvy zdoéraznil Karl Popper).

Konkretizacia existencného kvantifikatora
Ak nejaka vlastnost’ plati pre niektoré objekty z univerza U, potom musi platit’ aj implikacia

(3xP(x))=P(e) (1.15)
alebo pomocou schémy uvazovania
|3x P(x)
(1.16)

| P(e) pre nejaky element e

Tato vlastnost’ konkretizacie existenéného kvantifikdtora vyplyva priamo z jeho intuitivnej
interpretacie pomocou disjunkcie predikatov nad kone¢nym univerzom

IXP(X) =4 VP(x)=P(a)v..vP(c)v.. (1.17)

xelU
Disjunkcia vyrokov je pravdiva vtedy alen vtedy, ak aspont jeden jej vyrok je pravdivy,
potom existuje aspon jeden objekt ¢ pre ktory je vyrok P(C) pravdivy, t.j. plati implikacia
(1.15).



ZovSeobecnenie pomocou existencného kvantifikatora

Podla tejto ,,skromnej* schémy usudzovania, ak nejaka vlastnost’ P plati asponi pre jeden
objekt ¢ z univerza U, potom tuto skuto¢nost’ moézeme zovseobecnit’ pomocou existenc¢ného
kvantifikatora 3

P(e)= V P(x)=4 3xP(X) (1.18)

xeU
kde sme pouzili schému usudzovania s ndzvom adicia z tab. 1.1. Tato implikaciu mdzeme
vyjadrit’ pomocou schémy usudzovania

|P(e) pre nejaky element e
|3x P(x)
Spojenim (1.15) a (1.18) dostaneme

(1.19)

P(e)=3x P(x) (1.20)
Podla tejto formuly, pravdivost vyroku P(e) je ekvivalentna pravdivosti vyroku
S existencnym kvantifikdtorom 3x P (X)

Priklad 1.8. Ukazte, ze predpoklady a zaver
o1 = ‘kazdy kto navstevuje prednasky z diskrétnej matematiky je
Studentom informatiky*
@2 = ‘Maria navstevuje prednéasky z diskrétnej matematiky’
¢ = ‘Maria je Studentom informatiky’
su spravne.

Tieto tri vyroky prepiSeme do tvaru

¢, = VX (P(x)=1(x))
@, = P(Maria)

¢ =I(Maria)

kde P(x) je predikat ‘objekt x navstevuje prednasku z diskrétnej matematiky’ a I(X) je predikat
‘objekt x je Studentom informatiky’. Korektnost’ rieSenia overime postupnostou formul

L | vx(P(x)=1(x)) predpoklad;
2. | P(Maria) predpoklad,

P(Maria) = (Maria) konkretizacia 1

4. | I (Maria) modus ponens na 2 a 3

Priklad 1.9. Ukazte, ze dva predpoklady a zaver
@1 = ‘niektori Studenti navstevujuci prednasku necitali
predpisanu ucebnicu
©2 = ‘kazdy Student navstevujuci prednasku vykonal skusku’
¢ = ‘niektori Studenti, ktori vykonali skusku, necitali
predpisanu ucebnicu’
su spravne.



Tieto tri vyroky prepiSeme do tvaru
¢, =3X(P(x) A=N(x))
¢, = VX(P(x)= S(x))
‘(p = 3x(S(X) A =N (x))
kde P(x) je predikat ‘objekt x navstevuje prednasku’, N(X) je predikat ‘objekt x Ccital

predpisant ucebnicu’, S(X) je predikat ‘objekt x vykonal skusku’. Korektnost’ rieSenia overime
postupnost'ou formul

3x (P(x) A=N(x)) predpoklad;
2. | vx(P(x)=5(x)) predpoklad,
3. | P(c)a=N(c) konkretizacia predpokladu;
4. | P (C) simplifikécia 3
5 | =N (C simplifikacia 3
6. | P (C) =S (C) konkretizacia predpokladu,
7.1S(c) modus ponens na 4 a 6
8. | S(c)A—=N(c) konjunkcia5a7
9. | 3x (S (x)A=N (X)) zovseobecnie 8 pomocou existenéného kvantifikatora

Ako vidiet' z uvedenych prikladov, dokazy formul obsahujicich kvantifikatory su
zmesou aplikacii schém usudzovania tak z vyrokovej, ako aj predikatovej logiky. Téato
skutoCnost’” vyplyva z faktu, ze predikatova logika je vlastne zovSeobecnenim vyrokovej
logiky, ktord je ,,vnorend* do predikatovej logiky; vSetky zakony vyrokovej logiky su aj
zakonmi predikatovej logiky.

1.4 Metédy dokazu viet

Dokaz vety je vo vSeobecnosti obtiaZzny a netrividlny problém, ktory len v ojedinelych
pripadoch méze byt vykonany priamociarym mechanickym postupom. Preto v matematike
vznikli rézne metddy dokazu viet, zktorych uvedieme najddlezitejSie: priamy dokaz,
nepriamy dokaz, dokaz sporom a dokaz vymenovanim pripadov.

Priamy dokaz

Implikacia p = qmoze byt dokdzani tak, ze ukazeme, Ze z predpokladu pravdivosti vyroku
p vyplyva taktiez aj pravdivost vyroku q. Tuto jednoduchu formulaciu priameho dokazu
modZeme upresnit’ tak, Ze pri dokaze vychddzame z axiom a z uz dokazanych viet {\yl,...,\ym} ,
potom dokaz p = g mdzeme charakterizovat’ vztahom logického dokazu

TN TOT (AR TOTS (1.21)
V tejto schéme mame na lavej strane vSetky axiomy systému, dokazané potrebné vety
(tautologie) a predpoklad p, pouzitim pravidiel odvodzovania (modus ponens, pravidla
substitucie,...) z tychto ,,predpokladov* odvodime dosledok .



Priklad 1.10. Dokaze vetu ,,ak n je neparne prirodzené ¢islo, potom n’ je taktiez neparne
Cislo®.

Pozadovant vetu zformalizujeme pomocou implikacie
(n je neparne él'slo) = (nz je neparne éz’slo)

p q
Pouzijeme techniku priameho dokazu, z predpokladu pravdivosti p dokazeme pravdivost
dosledku q.
Nech n je neparne prirodzené cCislo, potom existuje také nezaporné celé ¢islo Kk , ze
n=2k +1. Pre kvadrat ¢isla n plati
n® =(2k+1)" =4k> +4k +1=2(2k* + 2k ) +1=21 +1

[ —
|

&ize aj kvadrat n? je neparne &islo. Tymto sme dokazali platnost’ implikacie p=q.

Nepriamy dokaz

Technika nepriameho dokazu je zaloZzend na ekvivalencii (nazyvanej zakon inverzie
implikacie) (p:q)s(—'q:—‘p), podla ktorej, ak v implikdcii vymenime poradie jej
¢lenov, potom musime negovat aj jej jednotlivé Cleny. Z tohto zdkona vyplyva, Ze dokaz
implikécie ( p= q) je ekvivalentny dokazu ,,inverznej implikacie —q = —p.

Priklad 1.11. DokaZte vetu ,,ak 3n+2 je neparne Cislo, potom aj n je neparne ¢islo*.

Vetu upravime do tvaru implikacie
(3n +2 je neparne éz’slo) = (n Jje nepdrne éz’slo)
p q

Budeme dokazovat’ inverznu implikaciu

(n je parne cislo) = (3n+2 je parne islo)

ﬁYq ﬁVP J

Nech n je parne Cislo, potom existuje také nezaporné celé Cislo k, Ze n = 2k. Pre takto
$pecifikované &islo n dostaneme 3n+2=3(2k)+2=2(3k+1), ktoré¢ je parne. Tymto sme

dokézali inverzni implikaciu —Q = —p, ¢iZe musi platit’ aj ,,p6vodnd* implikacia p=¢Q.

Dokaz sporom
Tento typ dokazu je zaloZzeny na schéme ,,reductio ad absurdum® z tab. 1.1

P=4q
p= - (1.22)
—p
zalozenej na zakone vyrokovej logiky
(p=a)=((p=>-9)=-p) (1.23)

Tato schému usudzovania moézeme interpretovat’ tak, Ze ak z predpokladu p sucasne
odvodime g a —g, potom musi byt’ pravdiva negacia —p vychodieho predpokladu.

Priklad 1.12. Dokazte, ze \/E je iracionalne ¢islo.



Predpokladajme, ze J2 je racionalne Cislo, tento vyrok oznacime
p="~/2 jeracionalne cisio’

Z tohto vyroku vyplyva, Ze Cislo 2 ma tvar a/B, kde o a B su celé nesudelitelné &isla, tento
vyrok oznac¢ime

q="2=0a/B, kde o, st celé nesudelitelné cisla’.
t. j. plati implikacia p=>q. Upravou matematického vyrazu z vyroku g dostaneme formulu
o’ = 2B%, z ktorej vyplyva, ze ¢islo o® =2k je parne. V priklade 1.10 bola dokézana veta, ze
ak celé &islo n je neparne, potom aj jeho kvadrat n® je neparne &islo. Obratenim tejto
implikacie dostaneme, Ze ak n“ je parne ¢islo, potom aj n je parne Cislo. Z tejto vety vyplyva,
7e ¢islo o je parne. Potom taktie plati B° = 2k?, t.j. B° je parne &islo, &iZze aj B je parne &islo.
Tymto sme dokazali, ze o, B st parne ¢isla, ¢ize su sudelitelné

—q="~/2 =0/B, kde o, sti celé stdelite/né cisla’
tj. plati implikdcia p=-—(g. Tymto sme dokazali, ze sucCasne platia implikidcie p=q a
p=1{, pouzitim schémy ,reductio ad absurdum* (1.22) dostaneme, ze plati negacia ich
predpokladu

—p="+/2 jeiracionalne cislo’

¢o bolo potrebné dokazat’.

D6kaz vymenovanim pripadov
Nasim cielom je dokézat’ implikaciu
(pVv..vp,)=0q (1.24)

Jednoduchymi ekvivalentnymi tpravami moéZeme tito implikaciu prepisat’ do ekvivalentného
tvaru

((p,v..vp)=0a)=((p,=a)r..A(P, =0)) (1.25)
L|(pv..vp,)=q
2. —|( P, V..V P, ) v(q prepis 1 pomocou disjunktivneho tvaru implikécie
3. (—|p1 A AP, ) v q pouzitie De Morganovho zakona 2
4. (=p,va)A...A(=P, v Q) pouzitie distributivneho zakona na 3
51 (p,=0)A..A(p,=0) prepis 4 pomocou disjunktivneho tvaru implikacie

Formulu (1.25) méZzeme prepisat’ do tvaru schémy usudzovania

(p,=0q)

(pn:>q) (1.26)
(plv...v pn):>q

Tato schému usudzovania (dokaz vymenovanim pripadov) pouzivame vtedy, ak vyrok q je
doésledok réznych pripadov pa,..., Pn.




Priklad 1.13. Dokazte identitu
max{a,min{b,c}} = min{max{a,b} ,max{a,c}}
kde a, b a ¢ st ¢isla.

Dokaz tejto identity vykoname tak, ze vykoname verifikaciu identity pre vSetkych 6 réznych
pripadov:



(1) Pripad a<b<c

max{a,min{b,c}} = min{max{a,b} ,maxia,c}}

(2) Pripad b<a<c

{a mm{b,c}} = mln{max b} ,max{a,C}}

max{a,b =min{a,c}

a=a

Podobnym spdsobom by sme preskumali aj ostatné Styri moznosti vzajomného usporiadania
Cisel a, b a c. Tymto spésobom sme dokazali 6 nezavislych implikacii
b)

(a<b<c)= (max{a,min{b,c}} = b)/\(min{max{a,b} ;max{a,c}}
(b<a<c)= (max{a,min{b,c}} = a)A(min{max{a,b} ,max{a,c}} = a)

(c<b<a)=(maxfa,min{b.c}} = a)  (min{max {a b} max{a,c}} ~a)

Tymto ,,enumerativnym* sposobom sme dokéazali danu algebraickll identitu tak, ze sme
separatne preskiimali vSetky mozné usporiadania Cisel a, b a c.

Priklad 1.14. Dokazte identitu [a—b|<|a|+|b|, kde &, b st Pubovolné realne &isla a |.| je

absolutna hodnota.

(1) a<b<0, potom a—b <0, a<0 a b<0, dokazovana nerovnost’ ma tvar
—(a-b)<-a-b,alebo b<0, ¢o je pravdivy vyrok (pre b = 0 nerovnost’ automaticky
plati) .

(2) a<0<b, potom a—b <0, a<0 a b>0, dokazovana nerovnost’ ma tvar
—(a-b)<-a+b, ¢o je pravdivy vyrok.

(3) O<a<hb, potom a-b<0, a>0 a b>0, dokazovana nerovnost’ ma tvar
—(a—b)<a+b,alebo a>0, ¢o je pravdivy vyrok (pre a = 0 nerovnost automaticky
plati).

Podobnym spdsobom by sa dokazali aj ostatné tri moznosti (b<a<0,b<0<a aO<b<a).

Nutnost’ pouzitia metody dokazu vymenovanim vSetkych pripadov sa moéze stat
v niektorych Specidlnych situdciach limitujucim faktorom uskuto¢nenia dokazu, ked pocet
moznych pripadov je vel'ké ¢islo. Potom mozeme prenechat’ hlavna tarcha dokazu pocitacu,
ktory systematicky preveri vSetky mozné pripady. Podobna situacia sa vyskytla poc¢iatkom



90-tych rokov minulého storocia, ked’ matematik Andrew Wiles po dlhoro¢nom usili dokazal
velka Fermatovu vetu?,

1.5 Matematicka indukcia

Stojime pred problémom dokazat Vn P(n), podla ktorej vlastnost’” P(n) plati pre kazdé

prirodzené ¢islo. Dokaz vety je mozné vykonat’ metddou matematickej indukcie, ktora je
zalozena na dvoch vychodzich predpokladoch P(1) a ¥n(P(n)=P(n +1)). Ukazeme, Ze

z tychto dvoch predpokladov vyplyva formula Vn P(n).

1. PQ1)
2.| vn(P(n)=P(n+1))
P (1) = P(Z) konkretizécia 2 pre n = 1
4.1 P (2) =P (3) konkretizacia 2 pre n = 2
S. P(n) = P(n +1) konkretizécia 2 pre n = n
6.| P(2) modus ponensnala3
7.1 P(3) modus ponens na 6 a 4
8.| P(n+1) modus ponens na predchadzajici riadok a 5
9. vnP(n) zovseobecnenie pomocou V

Tento vysledok mdze byt’ prezentovany ako schéma usudzovania matematickej indukcie
P(1)

vn(P(n)=P(n+1)) (1.27)

|Vn P(n)

Metdda matematickej indukcie bola zndma uz pociatkom novoveku talianskemu
matematikovi F. Maurolico (1494 — 1575), ktory ju pouzival k dokazu niektorych vlastnosti
celych cisel (napr. dokazal, ze suma kvadratov prvych n prirodzenych nepéarnych cisel sa
rovna n?). V modernej matematike a logike matematicka indukcia bola vyuZitd talianskym
matematikom a logikom G. Peanom (1858 - 1932) pri formulacii jeho axiomatického systému
aritmetiky celych cisel.

Priklad 1.15. Dokézte, ze suma prvych n neparnych prirodzenych cCisel sa rovna n.

% Velka Fermatova veta tvrdi, Ze rovnica X" +y" =z" nemé celogiselné rieSenie pre X, y a z, pricom xyz =0 an

je celé cislo, pricom n > 2. Wilesov ¢lanok, v ktorom podal dokaz tejto vety, “Modular Elliptic Curves and
Fermat's Last Theorem” bol publikovany v r. 1995 v &asopise Annals of Mathematics. Clanok je doprevadzany
vysoko technickou publikaciou jeho doktoranda Richarda Taylora, v ktorom boli enumerativnym spdsobom
prestudované na pocita¢i vlastnosti $pecialnej Heckeho algebry, ktorej pouzitie hra kl'i¢ova ulohu v celom
dokaze.



Polozime
Kk
P(n=2k-1)=1+3+5+..+(2k-1)=>"(2i-1) =k’
i=1
Lahko sa presved¢ime, Ze plati P(1) = 1. Budeme Studovat’ P(n+1)
k+1 K
P(N=2k+1)=1+3+5+..+(2k+1) =) (2i-1)=> (2i-1)+(2k +1)
i=1 i=1
=k?+(2k +1) = (k +1)°
Tymto sme dokazali, ze platnost formule P(n) implikuje formulu P(n+1), pre kazdé
prirodzené cislo n, potom pouzitim zovSeobecnenia pomocou univerzalneho kvantifikatora

dostaneme Vn (P (n)=P(n +1)) . Pouzitim schémy matematickej indukcie dostaneme
vnP(n=2k-1)=k?
¢im sme zavr$ili dokaz vety Specifikujucej sumu prvych n neparnych prirodzenych cisel.

Priklad 1.16. Dokazte, ze pre kazdé prirodzené Cislo n plati n<2".

Nech P(n) je predikat “'n< 2", potom P(1) je pravdivy predikat. Budeme $tudovat’ P(n+1)
(n+1)<2™ =(n)< (2” ~2)—1:> (n)<2"-2

kde sme pouzili indukény predpoklad n<2" a ktora evidentne plati uz pre n>2. Tymto sme

dokazali, ze pre kazdé prirodzené ¢&islo n plati implikacia P (n) =P (n +1) , alebo

vn (P(n) = P(n +1)) . Tymto sme vlastne dokazali platnost’ \Vn (n < 2”)

Priklad 1.17. Pomocou matematickej indukcie dokazte platnost zovSeobecneného De
Morganovho vztahu z teérie mnozin

pren>2.

PoloZzme

Pre n = 2 dostaneme

P(2)=ANA=AUA
¢o je Standardna verzia De Morganovho zdkona pre negéciu prieniku dvoch mnozin.
Studujme

n+l

n+1 n n —_ n ___ _
P(N+1)=C)A =()ANA, =(YIA UA =R UA - A
Tymto sme dokazali implikaciu zovSeobecneni pomocou univerzalneho kvantifikatora
V(n=2)(P(n)=P(n+1))
¢im sme dokdzali pomocou matematickej indukcie zovSeobecnenie De Morganovho vztahu
pre negaciu prieniku dvoch a viac mnozin.



Cvicenie

Cvicenie 1.1. Aké pravidlo usudzovania bolo pouzité pri dokaze zaverov?

(a) Maria je Studentom informatiky. Preto, je Maria Studentom informatiky alebo
Studentom telekomunikécii.

(b) Jaroslav studuje informatiku a elektrotechnolégiu. Preto, Jaroslav Studuje informatiku.

(c) Ak prsi, potom plavaren je zatvorena. Preto, ak plavaren je otvorena, potom neprsi.

(d) Ak dnes snezi, kino bude uzavreté. Kino dnes nie je uzavreté. Preto, dnes nesnezi.

(e) Ak dnes pdjdem plavat’, potom rano skoro vstanem. Ak rano skoro vstanem, potom
pdjdem do obchodu kupit' Cerstvé pecivo. Preto, ak dnes pdjdem plavat, potom
pojdem do obchodu kupit’ Cerstvé pecivo.

Cvicenie 1.2. Aké pravidlo usudzovania bolo pouzité pri dokaze zaverov?

(a) Dnes bude teplo alebo bude smog v ovzdusi. Dnes nebolo teplo. Preto, dnes bude
smog Vv ovzdusi.

(b) Eva vynikajuco plava. Ak Eva je vynikajuci plavec, potom moze pracovat ako
plavcik. Preto, Eva moze pracovat’ ako plavcik.

(c) Stano bude pracovat’ v pocitacovej firme ABC. Ak Stano dokon¢i $tudium na FIIT,
potom nebude pracovat’ v pocitacovej firme ABC. Preto, Stano nedokoncil §tidium na
FIT.

(d) Ak budem intenzivne pracovat’ na projekte, potom zvladnem teériu logickych
obvodov. Ak zvladnem teoériu logickych obvodov, potom uspesne dokoncim
bakalarske $tadium. Preto, ak budem intenzivne pracovat’ na projekte, potom Uspesne
dokon¢im bakalarske Stadium.

Cvicenie 1.3. Aké zavery vyplyvaju z mnoziny vyrokov?

(@) ,,Ak jem korenent stravu, potom mam hrozné sny“, ,,ak hrmi ked” spim, potom mam
hrozné sny*, ,,nemam hrozné sny*.

(b) ,,Ja som chytry alebo mam S§tastie”, ,,nemam Stastie”, ,ak mam Stastie, potom
zvitazim v lotérii*.

(c) ,,Kazdy student informatiky vlastni notebook, ,,Rudo nevlastni notebook®, ,,Ana
vlastni notebook*.

(d) ,,Co je dobré pre nasu firmu, je dobré aj pre Slovensko®, ,,¢o je dobré pre Slovensko,
je dobré aj pre teba®, ,,ak si nemo6zes kapit’ auto, potom to nie je pre teba dobré*.

(e) ,,Vsetci hlodavce hryza potravu“, ,my$ je hlodavec®, ,pes nehryzie potravu®,
,hetopier nie je hlodavec®.

Cvicenie 1.4. Vysvetlite, ktora schéma usudzovania bola pouzita v ktorom kroku.

(@) ,,Eva je studentka nasho krizku a vlastni ¢ervené auto®, ,kazdy, kto vlastni ¢ervené
auto dostal aspont jednu pokutu za prekrocenie rychlosti, ,,preto, niekto z nasho
krazku dostal pokutu za prekrocenie rychlosti.

(b) ,,VSetci moji priatelia Maria, Adolf, Rudolf, Viera a Karol, si zapisali do indexu
prednaSku z diskrétnej matematiky®, ,.kazdy Student, ktory si zapisal do indexu
prednasku z diskrétnej matematiky, moze si nasledujici akademicky rok zapisat’ aj
prednasku z algoritmov®, ,preto, vSetci moji priatelia Maria, Adolf, Rudolf, Viera
a Karol, mo6zu si nasledujici akademicky rok zapisat do indexu prednasku
Z algoritmov*.

(c) ,,Vsetky filmy s Charlie Chaplinom su vynikajace®, ,,Charlie Chaplin hral v nemych
filmoch®, ,,preto, niektoré vynikajtce filmy st nemé*.



Cvicenie 1.5. Vysvetlite preco uvedené zavery st korektné alebo nekorektné.

(@) ,,Vsetci studenti v tomto kruzku ovladaji logiku®, ,,Jano je Studentom tohto krazku®,
,»preto, Jano ovlada logiku®.

(b) ,,Kazdy student informatiky ma zapisani v indexe prednasku z diskrétnej
matematiky®, ,,Viera mé zapisant prednaSku z diskrétnej matematiky*, ,,preto, Viera
je Studentom informatiky*.

(c) ,,Kazdy kon ma rad ovocie®, ,,moj pes nie je kon*, ,,preto, moj pes nema rad ovocie®.

(d) ,,Kazdy, kto ma rad ovsené vlocky je zdravy“, ,Lenka nie je zdrava“, ,,preto, Lenka
nema rada ovsené vlocky*.

Cvicenie 1.6. Urcite, ktora veta je pravdiva. Ak je uvedeny zéaver korektny, urcite, ktora
schéma usudzovania bola pouzita pri jeho dokaze.

(@) Ak x je redlne &islo také, ze Xx>1, potom x*>1. Predpokladajte, ze x*>1, potom
x>1.
(b) Cislo log,3 je iraciondlne vtedy, ak sa ned4d vyjadrit ako podiel dvoch celych

nesudelitelnych &isel. Pretoze ¢islo log, 3 nie je vyjadritelné ako p/q, kde p aq st
celé nesudelitel'né ¢isla, potom je ¢islo log, 3 iracionalne.

(c) AK X je realne &islo, ktoré spiiia podmienku x >3, potom x* >9. Nech x* <9, potom
X<3.

(d) Ak X je real ne &islo, ktoré spitia podmienku x> 2, potom x? >4. Nech x <2, potom
X <4,

Cvicenie 1.7. Urcite, ¢i uvedené vyroky su korektné, ak nie, preco?
(8) Ak x? je iracionalne, potom x je iracionalne. Preto, ak X je iracionalne, potom X* je
iracionalne.
(b) Ak X je iracionalne, potom x je iracionalne. Cislo x =7 je iraciondlne. Preto, &islo
X =T je iraciondlne.

Cvicenie 1.8. Preco tieto vyroky s nekorektné?
(a) Nech H(x) je predikat s vznamom ,.X je Stastny“. Nech plati 3x H (). Preto, Eva je
Stastna.
(b) Nech S(x,y) je predikat s vyznamom ,X je menSi ako y“. Nech plati implikacia
3s S(s,Max) = S (Max,Max).

Cvicenie 1.9. Dokazte, ked’ sa daju dokazat’, tieto vyroky:

(a) Dokazte vyrok P(0), kde P(n) je vyrok ,,ak n je kladné celé ¢islo vacésie ako 1, potom
n® > n. Ktori schému usudzovania sme pouzili?

(b) Dokaze vyrok P(1), kde P(n) je vyrok ,,Ak n je kladné celé ¢islo, potom n* >n. Ktort
schému usudzovania sme pouzili?

(c) Nech P(n) je vyrok ,ak aab st kladné redlne &isla, potom (a+b)’>a"+b"*
Dokézte, ze P(1) je pravdivy vyrok.

(d) Dokazte, ze kvadrat parneho ¢isla je parne ¢islo pouzitim priameho dokazu.

(e) Dokazte, ze ak n je celé ¢&islo a n®+5 je neparne &islo, potom N je parne &islo
pouzitim nepriameho dokazu.

(F) Dokazte, Zze suma dvoch neparnych ¢isel je parne ¢islo.

(9) Dokazte, ze sucin dvoch neparnych ¢isel je neparne Cislo.



(h) Dokaze, Ze ak X je iracionalne nenulové &islo, potom 1/x je iracionalne &islo.

Cvicenie 1.10. Dokazte metédou vymenovanim pripadov tieto vlastnosti:
(a) max{x,y}+min{x,y}=x+y, kde X, y st realne &isla.
(b) min{a,min{b,c}} =min{min{a,b}c}
(c) Kvadraty celych ¢isel st reprezentované dekadickymi ¢islicami, ktoré koncia 0, 1, 4,
5, 6, alebo 9.

(d) Stvrté mocniny celych &isel st reprezentované dekadickymi &islami, ktoré konéia 0, 1,
5, alebo 6.

Cvicenie 1.11. Dokézte tieto vlastnosti:
(@) Ak n je kladné celé Cislo, potom n je parne vtedy a len vtedy, ak 7n+4 je parne.
(b) Ak n je kladné celé ¢islo, potom n je neparne vtedy a len vtedy, ak 5n+6 je neparne.
() m* =n? plati vtedy a len vtedy, ak m = n, alebo m = -n.
(d) Dokazte, ze tieto tri vyroky su ekvivalentné: (1) a<b, (2) priemer aab je vac¢si ako
a, (a+h)/2>a, (3) priemer aa b je mensi ako b, (a+b)/2<b.

Cvicenie 1.12. Pomocou matematickej indukcie dokazte:
(&) Suma prvych n prirodzenych cisel je

n(n+1)
2

1+2+...+n=
(b) Dokazte formulu
3+3.5+3-5%+..+3.5" :33(5"“—1)
4

(c) Najdite formulu pre
1 1 1 1
..+
1.2 2.3 3.4 n(n+1)

(d) Dokazte formulu
P+22+3 +..4n° =%n(n+1)(2n+1)
(e) Dokazte formulu
P+22+3F+..4n° :%n2 (n +1)2
(f) Dokazte formulu nl<n", pren>1.
(9) Dokézte formulu pre prva derivéaciu funkcie f(x)=x", f'(x)=nx"".

(h) Nech A a B st §tvorcové matice, ktoré komutuji, AB = BA, dokazte AB" = B"A.
(i) Dokazte

UA=YA
i=1 i=1
(1) Dokazte zovseobecnené distributivne formuly z vyrokovej logiky

(plv P,V ...V pn)/\qz(pl/\q)v(pz/\q)v...v(pn/\q)
(PAPAAP)VA=(PVA)A(P, V) A A(P, V)



8 kapitola

Readlne funkcie dvoch premennych

8.1 Ciselné mnoZiny

V druhej kapitole tejto knihy sme $pecifikovali pojem mnoziny, ktory patri medzi zakladné
koncepty matematiky. V ramci kartezianskeho suc¢inu mnozin sme definovali n-rozmerny
priestor R" ako mnozinu, ktora obsahuje vSetky mozné n-tice nad mnozinou realnych &isel R,
potom bod z tohto priestoru je je vyjadreny pomocou usporiadanej n-tice realnych ¢isel

AeR"=A=(a,a,,..4,) (8.1)
Vzdialenost’ medzi dvoma bodmi A=(a,,a,,...,a,) a B=(b,b,,...,b,)je ur¢ena vztahom
d(AB)=y(b,-a) +(b,-a,) +..+(b,-a,) 8.2)

Vzdialenost’ vo v§eobecnosti musi vyhovovat’ tymto trom podmienkam
1. d(AB)=0(d(AB)=0,lenpre A=B)

2. d(AB)=d(B,A) (symetricnost)
3. d(AC)<d(AB)+d(B,C) (trojuholnikova nerovnost, rovnost plati len, ak body
A,B a C lezia na priamke)

8.2 Okolie bodov

Gul’a so stredom v bode A a polomerom r je mnozina

S(Ar)={XeR"d(AR)<r} (8.3)
Otvorena gula so stredom v bode A a polomerom r je mnozina (pozri obr. 8.1)
O(Ar)={X eR"d(AR)<r} (8.4)

A

PR

Vi \\
/ /’\
I
! A I
\ /’

S(4,7) 5(,4,})

»

Obrazok 8.1. Ilustrativne priklady ¢iselnych mnozin ,,gul’a* a ,,otvorena gula“.

Body v ¢iselnej mnozine M delime na:
1. vnutorny bod, je to taky bod A, pre ktory existuje gula S(A,r), ktora cela lezi v
mnozine M



S (A, r) cM
2. hrani¢ny bod, je to taky bod A, pre ktory kazda gul'a S(A,r) obsahuje tak aspon
jeden bod z mnoziny M a aspon jeden bod mimo nej

S(Ar)NM =JaS(Ar)-M =

vnuatorny hranicny
bod bod

Obrazok 8.2. Ilustrativne priklady ,,vnitorného!.bodu a ,,hrani¢ného* bodu.

A.‘ Q Q @

Obrazok 8.3. (A) MnozZina sa nazyva otvorenou mnoZinou, ak kazdy jej bod je vnatorny
bod. (B) Mnozina sa nazyva uzavretou mnezinou, ak obsahuje vsetky svoje hrani¢né body,
pricom (C) tieto hrani¢né body mnoziny tvoria jej hranicu. (D) Mnozina sa nazyva
ohranicenou, ak je podmnozinou nejakej gule

8.3. Limita postupnosti

Nech {Xm}i=1 je postupnost’ bodov v R". Hovorime, Ze tato postupnost’ konverguje k bodu A

(alebo bod A je limitou postupnosti), ak ¢iselna postupnost’ {d (A X, )}211 konverguje k nule
limd(A X,)=0< limX =A (8.5)

n—oo nN—o0

Priklad. N§jdite limitu postupnosti

xn:( n_ 2n |~
n+1l 3n+1)]

Limitu tejto postupnosti, bod A=(as,a2), najdeme jednoducho tak, ze spocitame limity prvej a
druhej komponenty postupnosti

. n
=lim—— =1
% noen+1
. 2n 2
a, =lim =—
n>o3n+1 3

alebo

n—o0

limX, = A:(l, 3]
3



8.4. Realna funkcia 2 premennych

Redlna funkcia n premennych je zobrazenia takto

f:AcR*>BcR (8.6a)
kde A je defini¢ny obor funkcie a B je obor funkénych hodnét. Funkciu zapisujeme
y=1(%%) (8.60)
X,
N R
7 —
b | |
7

Obrazok. 8.4. Ilustra¢ny diagram definicie funkcie s definicnym oborom A, pricom obor
funkénych hnodndt je u uzuvretej usecky

Priklad 8.1. Najdite defini¢ny obor funkcie

f(Xy)=y4—x>—y?

Vyraz pod odmocninou musi byt’ nezdporny
4-x*—y*>0
Riesenim tejto nerovnice dostaneme, Ze obor definicie funkcie f je ¢iselnd mnozina
A:{X =(X,y);x*+y* 34}

Téato mnozina je uzavreta a obsahuje vsetky body leziace v kruhu so stredom v bode (0,0) a s
polomerom 2, pozri obr. 8.5.
A

R
NI

Obrazok . 8.5. Znazornenie oboru definicie z prikladu 8.1.

Grafom funkcie f: AcR" — B < R nazyvame mnozinu bodov



G ={X =(X.%,y=f(X)); X Al (8.7)
Priklad 8.2.. Nakreslite graf funkcie

f(x,y)=x2+y2

Obor definicie tejto funkcie je celd "rovina" R? okrem poéiatku (0,0), funkéné hodnoty st
nezaporné

A=R?-(0,0)
Bz(O,oo)

Z
Obrizok. 8.6. Graf funkcie f(x,y)=1/(x*+y?)

8.5. Limita funkcie

Definicia. Nech funkcia z= f (X) je definovana v nejakom okoli bodu A. Potom hovorime,

7e funkcia f (X ) méa v bode A limitu rovnu b,
lim f (X)=b, (8.8a)

X—=A
ak pre kazdu postupnost {X,}” , kde X eD, a X, #A, ktora konverguje k bodu A,
limX, =A, plati

n—o

lim f (X,)=b. (8.8b)

nN—w

Poznamky.

(1) V definicii je pouzity pojem okolie bodu A, pod tymto pojmom rozumieme tvorenu gul'u
so stredom v bode A a s nejakym polomerom .

(2) V pripade, Ze existuji také dve postupnosti, ze funkcia ma pre ne rézne limity, potom
hovorime, Ze funkcia nema limitu v bode A.

Priklad 8.3. Zistite, ¢i funkcia

ma v bode A=(0,0) limitu.



Obrizok 8.8. Znazornenie nespojitosti funkcie f(x,y)= (X2 —y? )/(X2 + yz) v bode (0,0).

Definujme si nasledujuce dve postupnosti

o=((20) {03

ktoré maju rovnaku limitu A=(0,0), liSia sa len spésobom pribliZovania k tomuto bodu, pozri
nasledujtci obrazok.
X

Obrazok 8. Znazornenie postupnosti bodov pri vypocte limity funkcie z obr. 8.8.

2
P: lim f (l,o}lim AN imi1
n—o n n—o (l/n) + 0 n—oo

vt (o D)~
Pz'!ﬂlf(o’nj‘mm(]/n)z‘m( 1)_ 1

To znamena, Ze funkcia nema v bode A=(0,0) limitu.
Funkcia z=f (X) je spojita v bode A, ak je v tomto bode definovana a plati

lim £ (X)=f (A) (8.9)



P,

Obrazok. 8.9. Znazornenie roznych trajektorii spojitej funkcie, ktoré sa vzdy blizia
Kk rovnakému bodu A.

Poznamka. Pre funkciu z= f (X), ktora je spojitd v bode A, jej limita v bode A nezavisi od
spdsobu blizenia sa k tomuto bodu a jej hodnota sa rovna funk¢nej hodnote v tomto bode.

8.6. Parcialne derivacie

Majme funkciu dvoch premennych z= f (x,y), predpokla-dajme, ze druhd premenna je
zafixovana, y =Y, , potom dostaneme funkciu jednej premennej
z=9(x)=f(xY,)
Ak tato funkcia ma derivaciu g'(X,), potom hovorime, Ze funkcia z = f(X,y) ma derivaciu
v bode A=(X, Y,)-
Nech funkcia z=f (X, y) je definovana v nejakom okoli bodu A=(XO, yo). Ak
existuje limita

lim f (X +2%Ye)— T (X0 Yo) (8.10)
Ax—0 AX

nazyvame ju parcialnou derivaciou podl'a x v bode A=(Xx,,Y,) a zapisujeme

’ ’ of (A of(x Y
f,(A) alebo f/(x,.Y,) alebo % alebo % (8.11)

Analogickym sposobom sa definuje parcialna derivacia funkcie z = f (X, y) podla y v bode
A= (XO’ Yo )

f) (%, Yo) = lim f (X Yo +AY) = T (%, o)

A2
Ay—0 Ay (8 )

Poznamky

1. Z definicie parcidlnych derivacii vyplyva, Ze ich vypocet sa realizuje podobne ako vypocet
obyc¢ajnych derivécii tak, Ze sa predpoklada konstantnost’ druhej premenne;j.



2. ZovSeobecnenie parcidlnych derivacii pre viac ako dve premenné je priamociare. Tak
napriklad, parcialna derivacia funkcie u= f (X, Y, Z) v bode A:(XO, Yo ZO) podl'a premenne;j
X je definovana takto

1:x'(xo’yo'zo): lim f(X°+AX' yO’ZO)_ f (XO’yO’ZO)

lim . (8.13)

3. Vo vseobecnosti mozno povedat, ze parcidlna derivacia funkcie 2-premennych
y=f(x,%,) vbode A= (Xf x;’) podla premennej X, Sa pocita tak, ze druha premenna X, sa
zafixuju v bode x, a dand parcidlna derivacia sa pocita ako oby¢ajna parcidlna derivacia

podl'a premenne;j X;.

Priklad 8.4. Vypocitajte parcidlne derivacie funkcie
f(x,y)=xy—x*+y°
v bode A=(X,,Y,)-
fx'(xw yo) =Y _2X0' 1:y,(xo’ yo) =X _3y§

Parcialne derivacie funkcie f (X, y) mozeme formalne chapat’, ako nové funkcie
F(x,y)=f/(xy)

G(xy)=f;(xy)
Parcialne derivacie tychto dvoch funkcii sa interpretuji ako druhé parcialne derivacie funkcie

(8.14)

f(xy)
()= )2 (21
w Y= T T o ox
T2 (ot
wAT Ox3y ox\ oy (8.15)
) %t (x, o (of
== )
yox oy \ X
) o2t (x,y) o (of
O )

Veta. Ak funkcia f(X,y) ma v bode A=(X,Y,) zmieSané druhé parcidlne derivécie

fo(%:Yo) @ (X, Y,), priCom st v bode A=(X,Y,) spojité, potom tieto zmieSané

parcidlne derivécie su sirovné

o”zf(xo,yo)zo”zf(xo,yo)
X2y OYOx

(8.16)

Priklad 8.5. Vypocitajte prvé a druhé parcidlne derivacie funkcie
f(xy)=sin(x-2y)+x%y’
Prvé parcidlne derivacie maju tvar



Z—f(zcos(x—Zy)+2xy3

ﬁ:—2cos(x—2y)+3x2y2

Druhé parcidlne derivacie spocCitame tak, ze budeme parcidlne derivovat’ 1. parcidlne
derivacie

Z5 B 3 . 3
e :5(cos(x—2y)+2xy )=—sin(x—2y)+2y
o f o :
== —2y)+2xy°) =2 —2y)+6xy?
Sy ay(COS(X y)+2xy*)=2sin(x —2y)+6xy
o f o 2.2 . 2
0y =5(—2cos(x—2y)+3x y?)=2sin(x—2y)+6xy
2
Z:yfz :%(—2003(x—2y)+3x2y2):4sin(x—2y)+6x2y

Zmiesané druhé parcialne derivacie su si rovné, o potvrdzuje predchadzajucu vetu.

8.7. Totalny diferencial

Nech funkcia y="f(X)=f(X,X,..,X,) je definovand v nejakom okoli bodu
A=(a,a,,..,a,). Predpokladajme, ze bod A+AX = A+(Ax;,AX,,...,AX, ) lezi v tomto okoli,
pozri obr. 8.10..

N

oA
TS0

N
7

Obrazok. 8.10. Otvorena mnozina okolia bodu A, kde Y = f (X ) =f ()(1, Xy yeen X, )

Rozdiel
Af (A)=f(A+AX)—-f(A) (8.17)

nazyvame diferenciou funkcie f v bode A pre prirastok AX.

Funkciu f(X) definovant v okoli bodu A nazyvame diferencovatel’nou v bode A ak
diferenciu Af(A) mézeme vyjadrit’ v tvare
of (A of (A of (A
Af(A):LA&+LAXZ+...+LAXH+a)(AX)-|AX| (8.18)
OX, OX, OX,

df (A)




kde w(AX) je spojita funkcia vyhovujiica podmienke

AI)Errloa)(AX) 0 (8.19)
pre AX = \/ AX ) +...+(Axn) . Vyraz Af(A) sa nazyva totalny diferencial funkcie f
v bode A pre prlrastok AX.
A A A
Af(A)zaf( )Ax1+af( )Ax2+...+af( )Axn (8.20)
OX, OX, OX,

8.8 Dotykova rovina ku grafu funkcie

Pre funkciu dvoch premennych z= f(X,y) predpoklad diferencovatelnosti v bode

A=(X,, Y, ) znamena, Ze v tomto bode existuje dotykova rovina ¢ ku grafu funkcie

=f(xy)+d, (x=%)+d_(y-Y,) (8.20)

AX Ay

ktora po jednoduchych upravach ma tvar

o dx+d,y+(=1)z+(=dx, —d,Y, + f (X, Y,)) =0 (8.21)

Tymto sme dokazali, Ze ak z=f (x,y) je diferencovatelna v bode A=(X,,Y,), potom v
tomto bode ma dotykovt rovinu o ku grafu funkcie.

8.9. Diferencial druhého radu

Zovseobecnenie totalne diferencialu je diferencidl druhého radu definovany takto
0, 5% f (A
d?f(A)=> AAxiij
i OXO0X,
Pre funkciu dvoch premennych z = f (X, y) diferenciél druhého radu v bode A= (XO, yO) ma
tento tvar
7*f(A)
ox?

(Ax)2 + ZMAxAy + é}zf—(zA)(Ay)2

d*f (A)=
OXOY oy

Definicia. Funkciu f(X) definovani v okoli bodu A nazyvame dvakrdt diferencovatelnou v
bode A ak diferenciu Af(A) mozeme Vyjadrit’ v tvare

Af (A)=df ( )+ d’f ( Za)k, (AX) AX AX,

k,1=1

kde @, (AX) st spojité funkcie vyhovujuce podmienke (AI)I(En ey (AX)=0



8.10. Priblizny vypocet funkénych hodnot pomocou totalneho
diferencialu

Priklad 8.6. Pomocou totalneho diferencialu spocitajte priblizne vyraz \/(3.02)2 +(3.98)2 .
Vyraz prepiSeme do tvaru
\/(3+ 0.02)° +(4-0.02)° = 4.9960784621540923...
Jeho priblizny vypocet uskuto¢nime pomocou totalneho diferencialu funkcie
f(xy)=¢+y*
v bode A=(x,,Y,)=(3,4) apre diferencie Ax, =0.02 a Ax, =—-0.02. Pre parcialne derivacie
funkcie f v bode A plati

ot x __ of(A)_3
X ’X2+y2 OX 5
ot af( A) 4
oy «/x +y? 5

Pouzijeme vSeobecni formulu, ktord aproximuje prlrastok funkcie pomocou totalneho
diferencialu

ot (%Y of (XY
f(xO+Ax,y0+Ay)zf(x0,yO)+ (é;)( O)Ax+ (a; O)Ay

Pre Studovany konkrétny pripad plati

J(3+0.02) +(4-0.02)° ~(3)° +(4) +§0.02+%(—0.02)

:5+0.06—0.08 _5_002 _
5 5

=5-0.004 =4.996

Priklad 8.8. Pomocou totalneho diferencidlu zostrojte formulu pre odhad chyby pri vypocte
nejakej veli€iny, ktord je funkciou dvoch nezavislych meratel'nych veli¢in urenych s urcitou

chybou. Nech pocitana veli¢ina je urdend funkciou z= f(X,y). Budeme pocitat’ veli¢inu z
pre
X=X £AX Y =Y, +Ay

kde Axa Aysu chyby pri ur€eni (merani) nezavislych veli¢in x a y. Pouzijeme vSeobecnu
formulu pre priblizné vyjadrenie prirastku funkcie pomocou totdlneho diferencialu

of (Xo,yo)AHﬁf (><o,y0)Ay
OX 0

f (X +AX, Yo +AY)~ f (X, Y,)+

Pouzijeme vSeobecni formulu, ktord aproximuje prirastok funkcie pomocou totdlneho
diferencialu

f (X +AX Y, +AY) = f (X, Y, )+ Af

kde Af je tzv. maximalna chyba vypoétu veli¢iny z, ktora je sposobena chybami pri ur¢eni
nezavislych veli¢in X a'y



of (X0, Yo)

af (XO'yO) Ay

OX

Af = AX| +

Priklad 8.. Matematické kyvadlo je hmotny bod o hmotnosti m , ktory je zaveseny na tuhom
vlakne dlzky L, pricom jeho hmotnost’ je zanedbatelna.

Obrazok . 8.11. Znazornenie matematického kyvadla.
Peridda matematického kyvadla je ur€ena vztahom

2
T= ZE[EJ
g

kde g je gravitaéné zrychlenie. RieSenim tohto vztahu vzhl’'adom ku gravitatnému zrychleniu

T

Predpokladajme, Ze chceme gravitaéné zrychlenie chceme urcit’ experimentdlne pomocou
matematického kyvadla, ktorého parametre si L=4m=*lcm a T =4.01sec+0.01sec. S akou
presnost'ou sme schopni ur€it’ gravitaéné zrychlenie?

2 2
@:(2_”} . (5_9) :(%j 246
oL T oL T 4

2 . 2.
a9 _ 87rL:>(0”_gj 8-(3.14)" -4

=T C)
Chyby merania nezavislych veli¢in su
AL =0.01maAT =0.01sec
Potom maximalna chyba gravitaéného zrychlenia ma hodnotu
Ag =|2.46-0.01 +[4.93-0.01 = 0.07
Experimentalne gravita¢né zrychlenie ur¢ime pomocou vzt'ahu

2 2
g= L(Z_”j =g :4(@J -9.81
T 4.01

To znamena, ze gravitaéné zrychlenie je experimentalne urcené s chybou 9.81+0.07

8.11. Lokalne extrémy funkcii dvoch premennych



Predpokladajme, Zze funkcia f(X) ma v bode A lokdlne minimum (maximum), potom
existuje také okolie bodu A, ze pre kazdy bod X z tohto okolia plati

f(X)=f(A)(f(X)<f(A)
Ak rovnost’ plati len pre X=A, potom hovorime o ostrom lokalnom minime (maxime)
Lokélne extrémy (maxima a minima) funkcii, ktoré maju prvé a druhé derivacie,
mdzeme ndjst’ pomocou nasledujucich dvoch viet.

Veta (nutna podmienka). Ak funkcia z = f (X, y) ma v bode A= (XO, yo) lokalny extrém a ma

v tomto bode prvé parcidlne derivacie, potom

af (XO’yO) =0a af (XO’yO) =0
OX oy
Bod A:(XO, yO)V ktorom ma funkcia z = f (X, y) nulové parcialne derivacie
(% Y) _F (%, ¥s)
oX oy

=0
sa nazyva staciondrny bod.
Hessian funkcie z=f (x,y) bode A=(X,,Y,) je matica obsahujica druhé parcialne
derivécie
(A S (A)

H(A) = OX? OXOy
*f(A) J*f(A)
OYOx oy?

Symetricktl maticu
M — (mll m12 j
m21 m22
nazyvame pozitivne definitnii (negativne definitnit) ak pre l'ubovolné ¢isla &a¢, plati

> m&é, >0 [imﬁéa SOJ

i,j=1 i,j=1

pri¢om rovnost’ plati len pre nulové ¢isla £ =0a &, =0.

Priklad 8. Dokazte, ze matica

je pozitivne definitna.

2

Z mijé:ié:j = ml1§12 + 2m1z§1§2 + mzzfz2

i,j=1
= 4512 + 25152 + 3522
= &2+ 288, + & + 382 + 227
=(&+&,) +382+28220



Veta (Sylvestrova). Symetrickd matica

M — (mll le j
m21 m22
je pozitivne definitna (negativne definitnd) vtedy a len vtedy, ak

m, >0, (m, <0), (mn m,,

m12 m22
Vyraz z definicie pozitvnej definitnosti mézeme pisat’ v tvare (ze predpokladu, ze m, #0)
2
2 2
z mijgié:j = m11§1 + 2m12§1§2 + m22§2
W
2 g2 2
— mllgl + 2m11m12§1§2 + m11m22§2
mll
2 £2 2 g2 2 2 g2
— mllgl + 2m11m12§1§2 + m12§2 + mllm22§2 — m12§2
mll
2 2\ g2
(mll'fl + m12§2 ) + (m11m22 —My, ) 682
mll

(zmumzz_mfz >0

Prava strane je kladna (zapornd) pre m;; >0 (m, <0)a m;m,, —(m,, )2 >0

Veta (postacujiica podmienka). Ak funkcia z= f (x,y) ma v bode A=(X,,Y,) prvé a druhé

parcialne derivacie, pri¢om tento bod je stacionarny a Hessian H(A) je pozitivne (negativne)
definitny, potom funkcia ma v bode A minimum (maximum).
K dokazu tejto vety pouzijeme nasledujici rozpis:

A. Funkcia z= f (x,y) ma v bode A=(X,,Y,)minimum, ak plati

OX oy
2 2 2 2 2
) o f(A)>0, T(A)°T(A) (27T (A) -0
OX? oxt  oy? OXOY

B. Funkcia z = f (x,y) mavbode A=(X,Y,)maximum, ak platil.
It (%0 Yo) 0 ZANCA

1. = =0
OX oy
2 2 2 2 2
) o f(A)<0’ CT(A)°T(A) (2T (A -0
OX? oxt  oy? OXOy

Priklad 8.10. Ngjdite lokalne extrémy funkcie
z=f(xy)=x>+3xy?-15x-12y +1



3N
3

R
X
Obrazok 8.12. Znazornenie hyperplochy funkcia f(x,y) z prikladu 8.10.

1. krok - stacionarne body

ﬁ:3x2 +3y*-15=0, ﬂ:6xy—12:0
OX oy

Tieto rovnice prepiseme do tvaru

Obrazok 8.13. Znézornenie stac. bodov funkcie f(x,y) z prikladu 8.10

x2+i2—5:0:>x4—5x2+4:0:>22—52+4:0
X

7, {1
12 4
Funkcia ma Styri stacionarne body
A=(12).A =(21).A =(-1-2), A =(-2-1)

2. krok - specifikacia stacionarnych bodov



Hessian H(Ay) je pozitivne definitny a H(A4) je negativne definitny. Potom dva stacionarne
body st klasifikované podl'a Vety 2 takto: A; je minimum a A4 je maximum, zostavajice body
A; a Az nie su podrla vety 2 klasifikované.

8.12. Gradient funkcie

Studujme funkciu

kde

Definujme si funkciu 1-premennej
F(4)=f(x,+4n)
kde XOZ(Xf,Xg,...,X;’)e R" je dany bod (vektor) a n:(nl,nz,...,nn)eR” je normalizovany

smerovy vektor (Jn[=1), premenna A je realny parameter. Funkcia F(A) popisuje "zuZenie"
funkcie f(x) na priamku p definovani bodom X, a smerom n.

n

p
Obrazok 8.14. Parametre funkcie F(1)

Derivacie tejto funkcie podl'a premennej A je uréend pomocou formule pre vypocet derivacie
zloZenej funkcie

_ Ot (% +4n) + af (%, +ln)n2 Lot (%, +in)nn
OX, OX, OX,
Zavedieme symbol — gradient funcie f(xo) v bode X
gradf (Xo)z[a"f (xo)’ﬁf (xo)’m’éf (xo)j
X%, X, OX

n
Ak v tomto vyraze polozime A=0, potom dostaneme tzv. derivaciu funkcie f v bode X a v
smere n

F'(2)

F’(0) =gradf (x,)-n
ktory budeme nazyvat' gradient funkcie f v bode Xo, ktorého komponenty st 1. parcidlne

derivacie vzhl'adom k premennym Xi, Xp,....Xnp. Derivaciu v smere prepiSeme pomocou
skalarneho suéinu takto

F’(0) = gradf (x,)-n=(gradf (x,)(cos(¢)
kde ¢ je uhol, ktory medzi smerom n a grad f(X,)



Obrazok 8.15. Parametre z definicie derivacie v smere.

Budeme Studovat’ nasledujiuce dva limitné pripady pre derivaciu v smere, a to (1) smer
je paralelny s gradientom (¢=0) a (2) smer je antiparalelny s gradientom (¢@=m)

F (O)((p:O = +(gradf (xo)( >0

F (O)(M = —(gradf (xo)( <0

V smere gradientu grad f(x,) funkcia f(x) najrychlejsie rastie, podobne, v opa¢nom smere -
grad f(x,) funkcia f(x) najrychlejsie klesa.

Ukazeme jednoduchu aplikaciu vlastnosti gradientu ako smeru v ktorom funkcia
najrychlejSie rastie (v opacnom smere najrychlejSie klesa) k zostrojeniu jednoduchej
numerickej metddy hladania minima funkcie. Tato metdda je zalozena na geometrickej
interpretacii gradientu, ako smeru v ktorom funkcia najrychlejSie rastie. Budeme hladat’
minimum funkcie f(x) , metdda najprudsicho spadu je zalozena na nasledujlicej rekurentne;j
formule

X1 =X, — Agradf (x,)
kde kladny parameter A>0 je urCeny tak, aby platilo f(Xk+1)<f(Xx). To znamena, Ze tento
parameter je ur¢eny dvoma protichodnymi podmienkami, a to dostato¢ne maly, aby platila

predchadzajiica nerovnost’ a sucasne dostatone velky, aby bola zabezpefend dostato¢na
rychlost’ konvergencie metody.

grad f(x,) grad f(x,)
X =X, —Agrad f(X,)
grad f(x,)

X, =X, —Agrad f(x,)

Obrazok 8.16. llustrativny priklad gradientovej metédy hladania minima. Metéda je
zahajena bodom X, v ktorom sa spocita gradient grad f(Xo), z bodu Xo postupujeme v opa¢nom
smere gradientu a zostrojime bod X;. Tento proces opakujeme tak dlho, az sa dostaneme do
lokalneho minima.

8.13 Cvicenie

Cvicenie 8.1. N3jdite obor definicie, obor funkénych hodnoét a nakreslite graf funkcie



@ f(x,y)=In(xy)
(b) f(xy)=AJ4—x-y?

(C)f(x,y):xziyz

(d) f (X,Y) — Xye—(x2+yz)

Cvicenia 8.2. Vypocitajte parcidlne derivacie funkcii

of of
a) f X, =X+Xy+Yy, —=1+ , —=1+X
@ f(xy) y+y y

of of
O NN o ol

@ 1) \/7 2y\f Gy_Zy\/Z

d) f 2 —Zcost
(@) f(xy)= sm csy -y

o 1 |x
e) f(x ,
(e) y)= ax \fayzxy

y
M f(xy)=sin=, 5——cos
@ f(x,y)=In(x+y), —=—o1,
(h) f(xy)=In(x-y),
() f(xy)=e", T =yer

(J) f (X,y):ex+y, Z e,

)Xy o x—y (x=y)=(x+y) _ 2y o _ _ox
O f(xy)=I X—y X X4V (X_y)z (x+y)(x—y)’ oy (x+y)(x—y)

(m) f(x,y)=x _ ey

e Yoyt D™ nx=Inx- X’

of X
:exlny |ny: In y.yX, _:exlny_: ny—l
oy

f ’ _ xlny
(n) f(x,y)=y* =e :

of of
Y f X' = Xm § ’ =MX - y — = nXm n-1



(p) f(x.,y)=sin(In(xy)), i:cos(lj, qzcos(lj

OX x) oy y
f(x,y)=sin® x+cos’y, izl(sinz x+cos?y) " 2sinx-cos x = 0K
x 2 Jsin? x+cos? y
(@) _
of —siny-cosy

1, ., ) \Y2 .
—=—(sin“x+cos"y) 2cosy-(—siny)=
dy 2( ) ( ) |Jsin? x+cos? y

Priklad 2. Vypocitajte prvé a druhé parcidlne derivacie funkcii
(a) Vsetkych prikladov (a-d) z prikladu 1
(b) sin(x+y)

(c) cos [iJ
y

Priklad 3. Vypocitajte diferencial funkcie
1
(@ f(x,y)=————= vbode A=(11) pre vychylky Ax a Ay.
()= @)

(b) f(x,y)=e*cosy vhbode A=(0,0)pre vychylky Ax=0.1a Ay=0.1

Priklad 4. Njjdite extrémy pre funkciu
@ f(x,y)=5x+y* +xy+x—y

RieSenie. Stacionarny bod (v ktorom 1. parcialne derivacie st nulové) je uréeny rovnicami

ﬂ =10x+y+1=0
OX
ﬂ =2y+x-1=0
oy
g, ., , 3 11 ., )
Riesenim tychto dvoch linearnych rovnic dostaneme A = “19'19 )" Tento stacionarny bod je

charakterizovany vlastnostami Hessidnu

10 1
H(A)=
-7 3]
ktorého determinant je kladny a element h;;=10>0, ¢ize bod A je minimum. Priebeh funkcie je
znazorneneny vrstevnicovym grafom, pricom oblast’ v strede grafu odpoveda minimu funkcie



Riesenie.
(a) Zakladna podmienka pre defini¢ny obor funkcie je xy >1, rieSenim tejto nerovnice
dostaneme

y>1 (pre x>0) alebo y<E (pre x<0)
X X

y

A

v
P

(b) Argument pod odmocninou musi byt nezaporny, ¢ize x>+ y> <2°, potom obor definicie

funkcie je uréeny oblastou uzavretou kruznicou 0 polomere 2 so stredom v pociatku
stradnicového systému



v
>

(c) Defini¢ny obor funkcie je uréeny podmienkou x*—y? =0, rieSenim tejto nerovnice

dostaneme x*#y?, alebo |X|#|y

priamoky =xay = -x.

, potom defini¢ny obor funkcie je celd rovina okrem

of

N

of

¥ Joeevy

Potom diferencial df(A) ma tvar

» X
o(A)_ -1
OX 2\/5
af(A): -1
oy 242

12 (Ax+Ay)

Priklad 3. Vypocitajte priblizne pomocou diferencidlu vyraz €%'cos0.1. Potom,
X, =0,Ax=0.1, y,=0,Ay =0.1, A=(0,0). Parcidlne derivacie funkcie f si urené takto



q:excosy:>—af(A):1
X

=—e*siny=

2R

(A,
OX
Pre totalny diferencial df (A) v bode A:(0,0) plati df (A)zAX:O.l, Cize priblizna

hodnota vyrazu e*' cos0.1 je uréena vztahom
e®*cos0.1= f (A)+df (A)=1+0.1=1.1



11. kapitola

Ciselné postupnosti, nekone¢né rady a Taylorov rad

11.1 Ciselna postupnost’

Ciselnd postupnost’ je Specifikovana nekoneénou ¢&iselnou mnoZzinou {ana,,..,8,,...},
alternativny zapis tejto postupnosti je

{a,}” alebolen{a,} (11.1b)
Formalne ju mdézeme Specifikovat’ pomocou funkcie f:N — R, ktord zobrazuje mnozinu

prirodzenych ¢isel N ={1,2,3,...} na mnoZinu realnych &isel R =(—o0,0)

a,= (1)
a,=f(2)
............... (11.1b)
a,=f(n)

n
a,=——:
n+1
—la—ga—ﬁa—ﬂa—§
TR TR T TS
Priklad 11.2. Majme postupnost’
{2,4,6,8,10,...}

VSeobecny tvar n-tého ¢lena je a, = 2n.

Iny, alternativny zapis ¢iselnej postupnosti je tzv. rekurentny pristup:
(1) n-ty ¢len a, je ureny pomocou predchadzajucich ¢lenov a
(2) poznédme hodnoty prvych ¢lenov postupnosti.

Priklad 11.3. Zostrojte postupnost’, ktora je rekurentne zadand vztahom
an-*—l = an + an—l
kde a;=1 a a,=2. Jednotlivé ¢leny postupnosti s zadané takto:

a =1
a,=2
=a,+a, =3
a,=a,+a,=5
a;=a,+a,=8



Postupnost’ {a,}={1,2,3,5,8,...} sanazyva Fibonaciho postupnost.

11.2. Aritmeticka postupnost’

je rekurentne zadana postupnost’, novy clen postupnosti zostrojime z predchadzajticeho tak, ze
k nemu pripocitame konstantny ¢len

a,,=a, +d (11.28)
kde a; je zadané a d sa nazyva diferencia. Jednoduchymi ivahami dostaneme
a,=a,+(n-1) (11.2b)
Sumaciu prvych n ¢lenov tejto postupnosti oznacime
s, —Za = a1+a (11.2b)
kde
=8 =, +(i-1)d) =na, +d (i -
i=1 (l 1) i=1 (11.3b)
n(n- n n
=ng+d ——==—(2a,+d(n-1))=—(a,+a

Priklad 11.4. Vypocitajte sicet prvych desiatich ¢lenov aritmetickej postupnosti, ktora je
zadana as=8 a ag=17.
ag=a,+3d =>17=8+3d =d =3

y=a+7d=a =a-7d=>a =17-21=-+4
a,=8,+2d =>a,=17+6=>4a,=23

S = %(—4+ 23)=95

11.3. Limita postupnosti

Studujme postupnost’

ktora je zndzornend na obr. 11.1

Obazok 11.1. Znazornenie limity postupnosti

Na zaklade tohto ilustratného prikladu médzeme pristapit’ k nasledujucej definicii limity.
Postupnost’ {a,} ma limitu &islo a , ak pre kazdé € > 0 existuje také no, Ze pre kazdé n > no

plati |a, —a| < &. Tuto vlastnost’ zapisujeme vztahom lima, =a.

n—oo



lima, =a < V(e>0)3(n,>0)V(n>ny) : fa,—a|<e (11.7)

n—oo
Budeme pouzivat’ tito terminoldgiu: ak postupnost’ {a,} ma limitu, potom hovorime, Ze
postupnost’ je konvergentna, v opa¢nom pripade je divergentna.
V Specialnych pripadoch moéze existovat nevlastna limita postupnosti: AK pre
postupnost’ {an} plati, ze pre I'ubovolné K>0 existuje také ng, ze pre kazdé n>ng plati a,>K

(an<-K) , hovorime, Ze postupnost’ ma nevlastnt limitu oo (-0)
lima, = © < V(K >0)3(n,>0)V(n>n,):a, >K

alebo (11.8)
lima, =—o < V(K >0)3(n,>0)V(n>n,):a, <-K

n—o

Potom hovorime, ze poStupnost’ {an} je divergentna vtedy, ak jej limita je nevlastna alebo
neexistuje.

: vy ,J N TS . ,
Priklad 11.6. Dokézte, ze postupnost {—1} ma limitu ¢islo a=1. RieSme nerovnost
n+

1 &
<EDI—<eg=>N>——
n+1 &

o

Potom, pre kazdé¢ malé kladné Cislo € existuje prirodzené Cislo ng také, ze kazdé n>ng plati
la, -1 <&, tj. plati lima, =1.
n—oo

o
n+1

<&E=

n+1

kde ¢ je malé kladné ¢islo. Polozme

Priklad 11.7. Dokazte, Ze postupnost’ {2”} je divergentna a ma nevlastni limitu c. Nech K je

I'ubovolné kladné ¢islo, rieSme nerovnost’

2”>K:>n>|n—K
In2

N - InK
| In2

Potom, pre I'ubovolne velké ¢islo K>0 existuje prirodzené Cislo ng také, ze pre kazdé n>ng
plati a,>K.

Polozme

Priklad 11.8. Ukazte, Ze postupnost’ {(—1)”} je divergentna, nema limitu. Postupnost’ ma tvar

{(—1)n } ={-1,1,-1,1,-1,1,...}. Z obr. 11.2 jasne vyplyva, Ze tato postupnost’ nema limitu, t.j.

je divergentna.
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Obrazok 11.2. Znézornenie oscilujucej postupnosti, ktord nema limitu (je divergentnad)

11.4 Nekone¢né rady
Pod nekone¢nym radom rozumieme nekone¢ntl sumaciu jej ¢lenov z postupnosti
{a,a,,...,8, .}
a+a,+..+a,+..= ) a (11.9)
=1
Z tohto nekone¢ného radu vytvorime posupnost’ tzv. parcidlnych suctov
a+a,+.+a,+..=) a =5
n=1
Tato postupnost’ oznacime {s,,s,,...,s, ...}, kde
S =8
s,=a +a,=5 +a,
S;=q, +4d,+a;=S,+a,

To znamend, Ze znekoneCného radu a, +a,+..+a,+..= Zan sme vytvorili alternativny
n=1

pojem nekone¢nu postupnost’ Ciastonych suctov. Ak tato postupnost’ ma vlastni limitu,
hovorime, ze ¢iselny rad je konvergentny, v opacnom pripade, ak postupnost nema limitu,
potom hovorime, Ze €iselny rad je divergentny.

11.5. Geometricky rad

Geometricka rad je vytvoreny pomocou ¢iselnej postupnosti Specifikovanej rekurentne takto
a,,=0a, (11.10)
kde a; je zadané a g sa nazyva kvocient. Ak pouzijeme jednoducht algebraicku identitu
(1+a+¢°+..+9"")(1-q)=1-¢" (11.11)

jednoduchymi uvahami dokézeme, Ze parcidlna suma prvych n ¢lenov postupnosti je
jednoducho Specifikovana takto



n

1_
4 a

11.12
- (11.12)

n
n-1
an:q ai’ Snzzai:
i=1

Priklad 11.9. Do banky vloZzime sumu ag peniazi na a% urok. Kolko pefiazi budeme mat’ v
banke po n rokoch. Jedna sa o jednoduchu aplikaciu geometrickej postupnosti. Kvocient q je
urceny takto

a
=1+—
a 100

Po prvom roku v banke bude ulozend suma

8, =2+ 8 = a
100

Po druhom roku v banke bude uloZena suma a, = qa, =q°a,. Zovieobecnenim tejto rekurzie
dostaneme, Ze po n rokoch v banke bude ulozend suma
n
&, =03
Aplikaciou tohto vzorca mdzeme riesit’ jednoducht tlohu, aku sumu a, musime ulozit’ do

banky na a% urok, aby sme po n rokoch mali v banke a, penazi?

a a
a_oz—n =_n

i)
100

Priklad 11.10. PrepiSte realne ¢islo 1.212121... do racionalneho tvaru a/b, kde a, b su celé
nesudelitelné Cisla. Poucenie z teorie cisel: Nutna a postacujiica podmienka, aby redlne ¢islo

bolo racionélne ¢islo je kone¢na peridda redlneho Eisla.
1.2121...=1+0.21+0.0021 + ...

21 21
= —2+—4+...
10° 10
=1+2—12(1+i2+i4+...j=
10 10° 10
geometricky rad
21 1 120
107, 1 99
100

To znamena, Ze redlne ¢islo 1.212121... s kone¢nou periédou .21. moézeme prepisat’ do tvaru
racionalneho ¢isla 120/99.

Z definicie konvergencie ¢iselného radu vyplyva jednoducha nutna podmienka:. Ak
rad Zai konverguje, potom !ilpoan =0. Jednoduchymi tivahami dostaneme
i=1
S, =S4t+a,—>a,=S5,—5,;

lima, =lim(s,—s,,)=s-s=0

n—oo n—oo

t.j., ak plati lima, =0, potom rad Zai diverguje.
n—o il



11.6. Kritéria konvergencie radov

11.6.1 D’Alambertovo kritérium
Toto kritérium konvergencie ma tento tvar

<1= rad konverguje
=q{=1=7 (11.13)
>1= rad diverguje

an +1

an

lim

n—oo

/an| =(, ak q<1, potom rad konverguje; ak

n—o0

Jeho aplikacia spo¢iva vo vypocte limity lim |a
n—oo

n+1

gq>1, potom rad divergueje; v pripade q=1, nevieme sa rozhodnit, rad moze konvergovat

n—o n—o

alebo divergovat (pouzijeme iné kritérium konvergencie, ktoré je vtomto pripade
jednoznacné).

o0

Priklad 11.11. Zistite, ¢i konverguje rad an—tl Pouzijeme D’Alambertovo kritérium,
n=1

dostaneme (11.13)

n+2

. oont . on4+2 2" 1. n+2 1

lim =lim =—lim—==<1

oo N+1 oo 2™ N4yl 2noon+1 2

2n

rad je konvergentny.

0

I
Priklad 11.12. Zistite, ¢i konverguje rad Z% . PouZijjeme D’Alambertovo kritérium,
n=1

dostaneme (11.13)

(n+1)!
Condl 1on
lim—2-—  |im (n+})'2—zllim(n+l):oo
noe NY nowo 2™l 20
2I’1

rad je divergentny.

11.6.2. Cauchyho kritérium
Toto kritérium konvergencie ma tento tvar

<1= rad konverguje
limgfla,| =q{=1=2 (11.14)
v >1= rad diverguje
S podobnou interpretaciou vysledku g z D" Alambertovho kritéria

© _a\"
Priklad 11.13. Zistite, ¢i konverguje rad Z(Zn 23j , pouzijeme Cauchyho kritérium
n=1\ N+

(11.14) , dostaneme

|imn(2”_3j _im2" =3 5
n-e \[\n+1 e N+l



rad diverguje.

Priklad 11.14. Zistite, ¢i konverguje rad Z[ﬁ] , pouzijeme Cauchyho kritérium
L\ 1IN+

(11.14) , dostaneme

limnp

n—o

1) .1 1
= | =lim———===-0<1
[In(n +1)J iy In(n+1) oo <

Rad konverguje.

11.6.3. Leibnizovo kritérium

Toto kritérium konvergencie ma tento tvar: nech Rad Z a, je alternujuci, t. j. ma tvar
n=1
0 o0 n
2.3, =2 (-1 [a|
n=1 n=1
Podl'a Leibnizovho kritéria, tento rad je konvergentny prave vtedy, ak lima, =0
N—o0

© _1 n .
Priklad 11.15. Zistite, ¢i je konvergentny alternujici harmonicky rad Zu je
n=1 n
konvergentny . Pouzitim Leibnizovho kritéria dostaneme,
-0
=y —limi=0
n n—-» N

lim

n—oo

ze rad je konvergentny.

11.7. Funkcionalne rady

Funkcionalny rad je nekonecny rad, ktorého ¢leny st funkcie

a,(X)+a,(X)+a,(X)+...+a,(X)+..= > a,(X) (11.15)
n=1
Obor konvergencie daného funkcionalneho radu nech je oznaceny M, potom
(Vx € M )(funkciondlny rad konverguije) (11.15)

Priklad 11.16. Zistite obor konvergencie funkcionalneho radu ZX" . Dany funkcionalny rad je
n=1

geometricky rad, preto jeho obor konvergencie je M = (—1,1)

o0

Priklad 11.17. Zistite obor konvergencie funkcionalneho radu » (Inx)" . Tento rad je

n=1

geometricky s kvocientom ¢ =Inx, podmienka konvergencie geometrického radu je |q| <1,z

¢oho vyplyva |In X| <1, tato nerovnica ma rieSenie, ktoré urcuje obor konvergencie takto

M=(e"e)



Priklad 11.18. . Zistite obor konvergencie funkcionalneho radu ZLln . PouZijeme

n=1 2n (X - 4
D’Alambertovo kritérium, dostaneme
n+1
) 2n+1 X_4 n+1 )
lim # =1lim

n—o n n—o

n+1 2”(X—4)n
2n+1(x_4)n+1 n
2”(X—4)n 1

N 1:>L<2:>|x—4|>
2|x 4 x—4

, . s . e . 7 9 . "
Tato nerovnice ma rieSenie pre kazdé x z intrervalu M = (—oo,E U E ,00 |. Na zaver eSte

budeme vysetrovat’ hrani¢né body intervalu.

(1)x=%,potom a[%):Llnz( (1+n), rad Z "(n+1) diverguje.
7(-3)
2
(2) x:%, potom a(%j: n+l =(1+n), rad i(n+1) diverguje.

?(2)
2

Z toho vyplyva, Ze okrajové body nemoZu byt v obore konvergencie, konecny tvar oboru
konvergencie je

11.8. Rozvoj funkcie do mocninového radu (Taylorov rozvoj)

Uvodom k tejto kapitole budeme $tudovat ilustraény priklad sumécie geometrického
radu

1+ X+ X+t X+ =i = (vxe(-11)) (11.16)

( )
Tento priklad zov§eobecnime tak, ze pre dant funkciu f(X) hladame taky mocninovy rad, aby
jeho suma bola rovna danej funkcii

f(x):a0+a1x+a2x2+....:ianx” (vxeM) (11.17)
n=0

Pozadovana zovSeobecnenie vykoname takto: Majme funkciu f(x), ktora je v bode a € D, l'ubovolny

pocet-krat diferencovatel'na (t.j. ma derivaciu 'ubovol'ného poriadku). Budeme hl'adat’ taky
polynom n-té¢ho radu T,(X), aby jeho derivacie v bode a boli totozné s derivaciami funkcie f(X)



T.(X)= A +A(x—a)+ A (x—a) +..+A (x-a)’ (11.18a)
kde
TV(@)=1"@a) (i=01..n) (11.18b)

n
Pomocou tejto identity mozeme urcit’ koeficienty A =? (i =0,1,...,n). Riedenim tychto

podmienok dostaneme

Taylorov polyném ma tento tvar

- (x—a) (11.19)

Priklad 11.19. Zostrojte Taylorove polynémy T1(X), T2(X), T3(x), T4(x) a Ts(X) pre funkciu
f (x)=sinx , pre okolie bodu a=0.

fO(x)=sinx= f*(0)=0= A =0
f@(x)=cosx= f¥(0)=1= A =1
f@(x)=-sinx= {?(0)=0= A, =0
fO(x)=—cosx= f¥(0)=-1= A =-1/3=-1/6
f@(x)=sinx= f“(0)=0= A, =0
f®(x)=cosx= ¥ (0)=1= A =1/51=1/120

T3(x)=T4(x):x—1x3 '
6 0.5
A A X
1.5
T(x)=x——x3+ix5 :
° 6 120

Zvysok Taylorovho polynému Z, (x)= f (x)-

Vv okoli bodu a=0 konverguje k nule, preto v u
prvymi ¢lenmi Taylorovho rozvoja.




11.9. Taylorov rad
Nech funkcia f(x) je definovand v nejakom okoli bodu aa nech ma kazda derivaciu v
tomto bode. Potom mocninovy rad

' " (n) 0 (k)
f(a) 8 (e @) Cape @ oy o3 @) | a.20)
1 2! n! = k!
sa nazyva Taylorov rad funkcie f v bode a.
11. 9. 1. Taylorov rozvoj funkcie f(x)=¢* v bode a=0
Pre n-ta derivaciu funkcie f(x)=e* plati
. . . f(“) 0 1
f0(x)=¢*= f"(0)=1, n'( ):E
Potom Taylorov rozvoj funkcie f(x) = &*
. x x* X X"
e =l+—+—+—+.+—+.. (VxeR) (11.21)
nr 2t 3 n!

Priklad 11.20. Vypocitajte ¢islo e.

Pomocou Taylorovho rozvoja funkcie &* pre x=1 dostaneme tento rozvoj pre ¢&islo e

1 1 1 1
e=1l+—+—+—+..+—+...
n o2 3 n!

Jednotlivé ¢leny z tohto rozvoja su Specifikované v nasledujucej tabul’ke.

n-ty clen
1.000000
1.000000
0.500000
0.166667
0.041667
0.008333
0.001389
0.000198
0.000025
0.000003
2.718282

M|lOlo|N|O|TORWIN|FL OIS

Vidime, ze jednotlivé ¢Eleny pomerne rychlo konverguju k nule, ¢ize pre dani presnost
(ur€enu napr. poctom na vystupe kaukulacky) staci len vypocet prvych 9 ¢lenov, ostatné uz
mozu byt ignorované ako nezobrazitelné na kalkulacke. Pre porovnanie tohto vysledku
s presnou hodnotou e je uvedena jeho hodnota na 17 miest, presna hodnota e je
e=2.7182818284590452....



11.9.2. Taylorov rozvoj funkcie f(x)=sin x v okeli bodu a=0
Pre n-ta derivaciu funkcie f(x)=sinx plati
f@(x) =(-1)"sinx = f#”(0) =0
£ (x)=(-1)" cosx = £ (0)=(-1)"

V okoli bodu a=0 dostaneme

F20) g, F77(O)_ ()
(2n)! (2n+1)!  (2n+1)!

Pouzitim rozvoja (11.20) dostaneme Taylorov rad pre funkciu sin X v okoli bodu a=0

n-ty clen

1.000000
-0.166667
0.008333
-0.000198
0.000003
0.841471

MlONO|W|—[D

3 5 2n+l
X n

3 5

(2n+1)!

sinx=x—x—+——...+(—1) X + ... (VxeR)

(11.22)

Priklad 11.21. Pouzitim Taylorovho rozvoja (11.22) spocitajte sin 1, dosadenim do (11.22)

hodnoty x=1 dostaneme tento rozvoj pre sin 1

o111 1 1 (F)
sinl=———+——— b ————
o35 79T (2n+1)!

Jednotlivé ¢leny z tohto rozvoja su Specifikované v nasledujucej tabulke

Podobne ako v predchadzajicom priklade, z tabul’ky plynie, Ze jednotlivé ¢leny pomerne
rychlo konverguji k nule, priblizne od 10. ¢lena st uz prispevky mensie ako 10° , pre
porovnanie s presnou hodnotou na 17 miest, sin 1=0.841470984807896..., vidime, ze
priblizny vysledok ziskany prvymi 9. ¢lenmi Taylorovho rozvoja suhlasia s tymto presnym

vysledkom

11.10 CvicCenie



12. kapitola

Diferencialne rovnice

12.1. Uvodné poznamky

Diferencidlne rovnice patria medzi dbleziti aplikaéni Cast’ matematickej analyzy. Mozno
konstatovat, Ze bez ich existencie by nemohol existovat’ prudky rozvoj vedy a techniky v 18.
a 19. storo¢i. Stali sa univerzalnym prostriedkom Studia dynamickych vlastnosti fyzikalnych,
chemickych a technologickych systémov, pouzitim formalnych prostriedkov diferencidlnych
rovnic umoznilo Studovat a pochopit’ vlastnosti réznych dynamickych systémov, ¢o
v mnohych pripadoch umoznilo ich konstrukciu a technologické vyuZitie. Jeden z najkrajSich
ilustrativnych prikladov je jeden z tvorcov matematickej analyzy anglicky matematik a fyzik
Isaac Newton (1642-1727), ktory ju pouzil na vytvorenie dynamiky pohybu planét okolo
Slnka, pricom jeho teoretické vysledky vykazovali presny suhlas s experimentalnymi
astronomickymi pozorovaniami, ¢o bolo na prelome 17. a 18. priamo nepredstavitel'na
skutocnost’.
Diferencidlna rovnica je definovana vztahom

F(x,y.y.y",..)=0 (12.1)
kde nezavisla premenna X, zavisle premennd y a jej derivacie st vo funkénom vztahu F. Rad
najvysSej derivacie urCuje rad diferencidlnej rovnice. V prirodnych vedach tato funkcia
obvykle vyjadruje dany prirodny zakon. Priklady diferencialnych rovnic st

Xy’ + y? = X ...diferencialna rovnica 1. radu (12.2a)
y"+e*y’=xe *...diferencialna rovnica 2. radu (12.2b)
y™ +y =0...diferencialna rovnica n-tého radu (12.2¢)

Diferencialna rovnica 1. radu ma tvar
F(y.y.x)=0=y'=f(x,y)
t. j. vystupuje v nej len 1. derivacia zavislej premennej Y.
Funkcia @(x) je rieSenim diferencialnej rovnice y'= f(X,y) na intervale | :<a,b>
vtedy ak na tomto intervale plati
P'(x)=f[x0(x)] wxel (12.3)

Priklad 12.1. Dokazte, ze funkcia (p(X) = xe" je rieSenim diferencidlnej rovnice druhého radu

, 2+X
y =—>Y
X

na intervale | =R =(—o0,0). Druha derivacia funkcie ¢(x)=xe* ma tvar ¢"(x)=e"(2+Xx),
dosadenim tohto vztahu do diferencialnej rovnice dostaneme
2+X
@"(X)=e*(2+x)=—xe"
X
¢o je identita pre kazdé X € R, ¢o bolo treba dokazat’.



Hovorime, Ze rieSenie y = ¢(X) diferencialnej rovnice vyhovuje okrajovej podmienke
v bode Xo ak plati y, =@(X, ), kde yo je dana hodnota riesenia v bode xo. Geometricka

interpretacia okrajov podmienky jed znazornena na obr. 12.1.:

0,(X)
0,(x)

9.0
F/\E/-\(Pl(x)
%
Obrazok 12.1. Okrajova podmienka vyselektuje z rdznych rieSeni to rieSenie, ktoré splna
okrajovli podmienku.

12.2. Preco Studujeme diferencialne rovnice?

Ako uz bolo poznamena v uvodnej cCasti tejto kapitoly, dynamika procesov prebichajucich
V prirode je obvykle popisana diferencidlnymi rovniciami.

Priklad 12.2. Monomolekularny rozpad latky A (A——@, schematicky vyjadreny
reakciou, kde latka A sa rozpada na latku &)

Priklad 12.3. Bimolekularna reakcia dvoch latok A a B (vyjadrend reakciou: A+ B——C)
X, = —KX,Xg (xA(O) = xi)

Xy = —KX, Xg (XB (0)= xg)

% =k, X5 (% (0)=0)

Priklad 12.4. Nech teplota telesa v case t je T(t), pricom teleso sa nachadza v prostredi
o teplote Teny. Z fyziky vieme, ze rychlost’ ochladzovania je imerna rozdielu teploty telesa
a prostredia (pozri obr. 12.2).

T=k(T-T,) (T(0)=T,>T,,)

env env



TO\¥
-
t
Obrazok 12.2. Priebeh ochladzhovania telesa nachadzajiaceho sa v prostredi o teplote Tepy.

12.3. Diferencidlna rovnica 1. radu so separovatel'nymi
premennymi

Diferencidlna rovnica tohto jednoduchého typu ma tvar
y'=f(x,y)=h(x)g(y) (12.4)
Tato jedna z najjednoduchsich diferencidlnych rovnic je rieSitel'na priamou integraciou.

y’:h(x)g(y):%:h(x)g(y):%z (x)dx:j%:jh(x)dx (125)

Priklad 12.5. Rieste diferencialnu rovnicu pre monomolekularny rozpad (pozri priklad 12.2)

. 0
X, =—kx, (xA(O)=xA)
Riesenie tejto diferencidlnej rovnice ma tvar

%, =k, = P o = P e %:j—kdtjlnxﬁ—kua
dt X Xo

_ ~—kt+a _ A2 4kt _ —kt _ 0.kt
X,=€ P> X, =78 " =X, =C8 " =>|X, =X,e

c

Priklad 12.6. Rieste diferencialnu rovnicu ochladzovania telesa, ktoré je popisané
diferencidlnou rovnicou (pozri priklad 12.3)
T=k(T-T,,) (T(0)=T,>T,,)

env env
RieSenie tejto rovnice ma tvar

T=—k(T-T, ):»d—Tz T
dt

(T —Teny )

|n(T -T ): —kt+a=T-T,, =e =T=T, +oe ' =T =To +(T0 _Tenv)eikt

env

(T -T,,)= =k [dt

env

dT
— _kdt = j T

T=Te " +T,,(1-e*)

el

Priklad 12.7. Rieste diferencialnu rovnicu y' = X( y —1) .

2
y=x(y-1)=-—== x(y—l):yd—illzxdx:jyd—i/lzjxdlen|y—ﬂ=%+a

2 2
|y—ﬂ=exp(%+a :>|y—]4=kexp(%)=> y=1+ce””



Priklad 12.8. Rieste diferencialnu rovnicu (1+ 52) y'+s(1+2y)=0; kde y(1)=-1/4

Postupnymi jednoduchymi krokmi ziskame rieSenie

dy dy S dy S
1+5%) =L =—s(1+2 =- d =- d
(+S )ds S( " y):>1 +2y  1+¢? = 1+2y J.l+s2 °
1
—| 1+2 n(1 —| Inj1+2 I 1+2
nL+2y|=- (+s) na= In[l+2y|= n1+ = [1+2y|= 1+s

s=1
1+2y = C2:>y:l -1+ CZ =— 1 1 1+ =c=1
1+s 2 1+s 4 2 2

y—l(—1+ ! ]:> y——l s
2 1+5? 21+5°

Priklad 12.9. Nech teleso o hmotnosti m pada v prostredi z vysky h, pricom odpor prostredia
je umerny rychlosti padajuceho telesa. Aky je Casovy priebeh rychlosti padajiceho telesa?

977
kvf
mg h

Obrazok 12.3. Na padajtaci hmotny bod pdsobi gravotacna sila a odpor prostredia.

Podl’a 2. Newtonovho zakona plati

m%_mg kv (v(0)=0)

Postupnym rieSenim tejto jednoduchej diferencialnej rovnice dostaneme

W g Ky W =dt:>_|. = [dt= ——In|g kv|=t+a
dt m g-—k'v g-— kv
o
t=0
—k' =—k’t+a’:>g—k’v=be‘“:>v=%—ce‘“:>c=%
g Kt
v==(1-e
o)
\"
A
Vmax




Obrazok 12.4. Grafické znazornenie rychlosti padajuceho hmotného telesa v prostredi.
Vidime, Ze rychlost’ rasti do urc¢itej maximalnej hodnoty, pre ktoru odpor prostredia sa
vyrovna gravitacii.

12.4. Linedrna diferencidlna rovnica 1. radu

12.4.1. Bez pravej strany
Lineérna diferencialna rovnica bez pravej strany

a(x)y' +b(y)=0 (12.6)
Patri medzi najjednoduchsie diferencidlne rovnice, ktordt moézeme I'ahko vyriesit’ tzv.
separdciou premennych

a(x)y’+b(x)y:0:>a(x)%:—b(x)y:d—;/:—%dx:jd—;:—j%dx:

In|y|=—j%dx+a:> y:cexp(—'[%dx}

) )

Kde v ramceku je uvedené rieSenie tejto jednoduchej diferencialnej rovnice.

12.4.2. S pravou stranou (metéda varidcie konstdnt)
a(x)y'+b(x)y=f(x) (12.8)
Riesenie tejto rovnice budeme hl'adat’ v dvoch krokoch. V prvom kroku ju vyrie§ime bez

pravej stray a druhom kroku zov§eobecnime rieSenie z prvého kroku tak, aby davalo rieSenie
rovnice s pravou stranou

1. krok. Riesime rovnicu bez pravej strany a(x)y’+b(x)y =0, dostaneme

y =c(x)exp —I%dx =c(x)exp(-F(x)) (12.9)

F(x)

2. krok. Urcenie ,,konstanty-funkcie® c(x) tak, aby funkcia (12.9) bola rieSenim diferencialnej
rovnice s pravou stranou

y=c(x)exp(—F (x))=y'=c'(x)exp(—F (x))—c(x)exp(-F (x)dx) % (12.10a)
(

F'(x)

Dosadenim do diferencialnej rovnice s pravou stranou dostaneme novu diferencidlnu rovnicu
pre funkciu c(x), ktora je separovatelna

c'(x) :mexp(F (x))=¢(x)= ILX)exp(F (x))dx+a (12.10b)

a(x) a(x)



Priklad 12.10. Rieste diferencidlnu rovnicu y'’x+ yx® = x> S pravou stranou metédou variacie
konstant.

2
e oy : . , X
1. krok. Riesenie tejto diferencialnej rovnice bez pravej strany ma tvar y = Cexp (—?j

2. krok. RieSenie diferencialnej rovnice s pravou stranou budeme hl'adat’ v tvare

—omn{ 2]

X2 X2 X2
y= C(X)exp[_?J =y'= C'exp(—?j—cexp(—?j X
NG
' =—xexp (?]

Integraciou poslednej diferencialnej rovnice pre ¢’ dostaneme

c(x):—jxexp[%zjdx

X2

2 —=t )
c(x):—jxexp[%jdx: 2 N :_Ixexp(t)d—;:exp(%}ra

dx=—
X

Potom konec¢né rieSenie ma tvar

e £ {5 £ 5

Priklad 12.11. Rieste diferencidlne rovnice, ktoré popisuju dve nasledné monomolekularne
reakcie

A—4>B—2>C
Dynamika monomolekularnej reakcie je popisana diferencialnymi rovnicami
X, =KX, (x,(0)=1)
Xs =KXy —K,Xg (X5 (0)=0)
%o =K, Xq (x.(0)=0)

Tieto diferencialne rovnice vyhovuju podmienke zachovania koncentracii
Xy +Xg + X =0= X, + X5 + X% =1
Riesenim 1. rovnice pre rozpad latky A dostaneme
dx dx dx -
—A =, = A= —kdt= [—A =k [dt=x, =ce ™ = |x, =e
dt Xu Xu
Dosadenim tohto vysledku do druhej rovnice dostaneme rovnicu 1. radu s pravou stranou
. —kit
Xg + KXz =ke™
Riesenim tejto rovnice bez pravej strany (Gplne anologicky postup, ako pri rieseni prve;j
rovnice) dostaneme x; =ce ", potom v druhom kroku hl'adame rieenie v tvare

kgt

Xg =C(t)e™ = %, =ce™ —kce ™

Potom konec¢né rieSenie pre koncentraciu Xg ma tvar



—kot

- K . _ kK
Xg :C(t)e kot Xg ZL_le(kz Kty g le et = Xg = 1 okt g
2 1

kz - k1

Pouzitim pociatocnej podmienky Xg(0)=0 dostaneme konecné riesenie
k k _ _

a=— 1 =X = 1 (e klt_e kzt)

kz - kz — k1

Tretie posledné rieSenie zostrojime pomocou zékona zachovania X, + Xz +X; =1

k k
=1-X, - X, =>X. =1l-eM_ 1 (gM_gh)oix =1-—2 M
e A ° © k2_k1( ) © kz_k1 kZ_kl

t
Obrazok 12.5. Znazornenie ¢asového priebehu koncentracii latok A, B a C, medzi ktorymi

prebieha nasledny monomolekulérny rozpad.



