Kontrolné pisomka z Matematiky konana dia 3. 11. 2016

Priklad 1.
(a) Napiste tabul’ky pravdivostnych hodnét logickych spojok: konjunkcie (A), disjunkcie
(v), implikacie (=), ekvivalencie (=) a negacie (—). (4body)
(b) Dokaze pomocou (6 bodov)
(o) priameho dokazu vetu: Ak x je nepdrne cislo, potom x° je neparne cislo,
(B) nepriameho dokazu vetu: Ak X°+5 je neparne cislo, potom x je parne cislo.
Priklad 2.
(a) Ako je definovana mnozina, ¢o je kardinalita mnoziny, ako je definovana
charakteristicka funkcia mnoziny. (4 body)
(b) Ako st definované elementarne mnozinové operacie a znazornite ich pomocou
Vennovych diagramov (6 body)
(o) zjednotenia (L)
(B) prieniku (M)
(v) doplInku (-)
Priklad 3.

(@) Vypocitajte (i)™, (i) a ln pre n=1, 2, 3. (5 body)
i

(b) Pre z, =1+i, z,=2-i vypotitajte z,*2,, 7,/z, , |z|, |z,|. (5 body)
Priklad 4.

(a) Ako su definované matice (1) stipcovy vektor, (2) riadkovy vektor, (3) §tvorcova
matica a (4) obdiznikova matica. Ako sa transformuju tieto matice aplikaciou operacie
transpozicie? (4 body)

(c) Pre ktoré dvojice matice je definovany sucet dvoch matic a/alebo sucin dvoch matic. (6
bodov)

Priklad 5.
() Rieste systém linearnych rovnic pomocou Gaussovej elimina¢nej metody. (5 body)

X, +X,+X;=06

2X +X,+X;=1

X, —2X, +%X;=0

(b) Rieste homogénny systém linearnych rovnic (5 body)
X, +X,=X;=0
—9X +X,+X;=0

—4x,+2x, =0

Poznamky:
(1) Pisomka trva 45 min.
(2) Kazdy priklad je hodnoteny max. 10 bodmi, t. j. max. pocet bodov za pisomku je 50.
(3) Na prvt stranu linajkového papiera napiste SvVoje meno a ¢as cvic¢enia (pondelok o 10
hod alebo 12 hod / piatok 0 12 hod.).



RieSenie

Priklad 1.
(a) Zostrojte tabul’ky pravdivostnych hodnét logickych spojok: konjunkcie (A), disjunkcie
(v), implikacie (=), ekvivalencie (=) a negacie (—).

P19 PAQ pvq P=q | =p | =q
010 0 0 1 1|1
0] 1 0 1 1 110
110 0 1 0 0|1
1] 1 1 1 1 010

(b) Dokaze pomocou
(ov) priameho dokazu vetu: Ak x je nezpdrne cislo, potom x° je nepdrne cislo,
Veta. Ak x je neparne cislo, potom x° je neparne cislo
Dokaz. Zavedieme dva elementarne vyroky:
p="X je neparne Cislo’
g="X" je neparne Cislo”
Potom dokazovany teorém ma tvar p=q. Priamy dokaz spociva v tom, ze
vychadzame z predpokladu vyroku p, pomocou jednoduchych manipulacii
dokazeme vyrok ¢, t.j. X2 je neparne Cislo:
x=2k+1 = X’ =(2k+1)"=4Kk*+4k+1=2(2k*+2)+1=2l+1

I

QED.

(B) nepriameho dokazu vetu: Ak X*+35 je neparne cislo, potom x je neparne cislo.
Veta. Ak X*+5 je neparne cCislo potom x je parne cislo
Zavedieme dva elementédrne vyroky

p="Xx*+5 je neparne &islo’

g='X je parne ¢islo’
Potom dokazovana veta ma tvar implikacie p=q. Nepriamy dokaz spociva v tom, ze
implikaciu p=( prepiSeme do ekvivalentného tvaru —q = —p, budeme dokazovat’
vetu: AK X je nepdrne cislo, potom x*+5 je parne cislo. Nech x =2k +1, potom

X2+5:(2k+1)2+5:4k2+4k+6:2(2k2+2k+3):2l

%/—J
|

Cim sme dokazali, ze X*+5 je parne ¢islo. QED..

Priklad 2.
€)) Ako je definovana mnozina, ¢o je kardinalita mnoziny, ako je definovana
charakteristickd funkcia mnoziny.

Definicia. Mnozina je subor odlisitel'nych elementov. Kazdy element mnozZiny je
dobre odlisiteI'ny od ostatnych elementov, mnoZina nema dva rovnaké elementy.
Vyrok ,,element a patri do mnoziny A* zapisujeme symbolicky takto: a e A, negacia
tohto vyroku je a ¢ A. Mnozina mozZe byt dvoma alternativnymi sposobmi:



(1) taxativne ako A= {a,b, ....,C} , t. J. vymenovanim vSetkych elementov patriacich do
mnoziny A. .
(2) pomocou predikatu P(x), potom A= {X eU;P (X)} , kde U je univerzum, ktory

obsahuje vSetky mozné elementy, napr. vSetky celé Cisla, vSetkych obyvatel'ov Zeme,
a pod. Predikat P(x) priradi kazdému X eU pravdivostnii hodnotu, t.j. P(X)=1, pre

x e A, alebo P(x)=0, pre x ¢ A, alebo P:U —{0,1}.

Kardinalita mnozZiny A je oznadena |A

, je urcena poctom elementov mnoziny .

Charakteristicka funkcia p, (X) je binarna funkcia, ktora Specifikuje, ¢i element x
patri alebo nepatri do mnoziny A
1 (prexeA)
Ma(X)=
0 (prexgA)

Pouzitim charakteristickej funkcie méZeme mnozinu A definovat’” pomocou predikatu
takto

AZ{XEU;MA(X)Zl}

(b)  Ako su definované elementarne mnozinové operacie a znazornite ich pomocou
Vennovych diagramov
(ov) zjednotenia (L)
AUB={x;xe A v xeB}, AUB={xeU;u, 4(x)=1}
kde

Haos (X) = maX{MA (X) 1Hg (X)}

AUB

(B) prieniku (M)
ANB={x;xe A A xeB}, AnB={xeU;u, 5(x)=1}

kde
Hacs (X) = min{i, () b, ()}

ANB




(v) doplnku (-)

kde

A

(8) relaciu podmnoziny (<)
AcB=4 (VxeU)(xe A= xeb)

AcB

Priklad 3.
(@) Ako je definované komplexné ¢islo. Znazornite ho v komplexnej rovine.
Komplexné ¢islo z je sumou realnej a imaginarnej Casti z =X +1y, kde i je imagindrna

jednotka, ktora vyhovuje vlastnosti i =i*i=-1, alebo J-1=i
(b) Vypocitajte (i)™, (i) a ln pre n=1, 2, 3.
i

(7 =(()) =2 ()™ =) si =i,

1 N i

— = = =\{— y t —_——=— = —=—1
in In.ln (_1)n ( I) poom H |'| ! i2
1110

i° Q%0 e

(c) Pre z,=1+i, z,=2-i vypotitajte 2,*2,, 2,/2,, |z,|, |2, .-
2,%2,=(1+i)*(2—i)=2—i+2i +1=3+i



S 1+ (L+i)x(240)  2+i+2i-1  1+3i _1.8,
“2-i (2-i)%(2+i) 4+2i-2i+1 5 55
2] =z *7 = (1+i)=(1-1) =2
|zz|=\/zz*72=\/’(2—i)*(2+i)=J§

Priklad 4.
(a) Ako su definované matice (1) stipcovy vektor, (2) riadkovy vektor, (3) §tvorcova
matica a (4). Ako sa transformuju tieto matice aplikaciou operacie
transpozicie? (4 body)

7/2,

(1) stipcovy vektor,

Xl
a= X2
Xn
(2) riadkovy vektor

a =X, Xy 00X, )

Operaciou transpozicie sa riadkovy vektor transformuje na stipcovy vektor

(3) Stvorcova matica

a11 alz aln
A= aZl a22 a‘2n
anl an2 a‘nn

Operaciou transpozicie sa Stvorcova matica transformuje na Stvorcovu maticu

4) obdiznikové matica

a'11 a‘lZ aln
a, a, .. a

A=l & 2 " | (kde m=n)
a. a a

ml m2 mn

Operéciou transpozicie sa obdiznikova matica typu (m,n) transformuje na obdiZnikova matica
typu (n,m), priCom m=n.

(b) Pre ktoré¢ dvojice matic je definovany sucet dvoch matic a/alebo sucin dvoch matic.
(6 body)

Priklad 5.
(a) Rieste systém linearnych rovnic pomocou Gaussovej elimina¢nej metody. (5
bodov)



X, +X,+X;=6
2X +X,+X;=1
X, —2X,+%X;=0
(b) Rieste homogénny systém linearnych rovnic (5 bodov)
X, +X,=X,=0
—9X +X,+X;=0

—4x,+2x, =0

Riesenie (a):
1 1 1| 6 1 1 1 6
A=2 1 1| 1|~/0 -1 1| -11
1 -2 1| 0 0 3 O —6
Kde sme k 2. riadku pripocitali (-2)-nasobok 1. riadku a k 3. riadku sme pripocitali (-1)-
nasobok 1. riadku. Z tretiecho riadku novej matice dostaneme X, =2 . Dosadenim tohto
vysledku do druhého riadku novej matice dostaneme X, =9. Dosadenim tychto dvoch
vysledkov do 1. riadku upravenej matice dostaneme X, = -5, potom vektor rieSeni daného
systému ma tvar
X, -5
X=|X, |=
X3

RieSenie homogénneho systému (b)
1 1 -10 1 1 -10
1 1 -10
A=-51 1|{0|~|0 6 -4/0|~
0 6 —4(0
-4 2 0|0 0 6 4|0

Alebo v explicitnom tvare pomocou neznamych x; dostaneme jednoduchy system linearnych
rovnic
X +X,=X; =0
6x,—-4x, =0

Kde sme posledny treti riadok v matici vynechali ako redundantny. Potom rieSenie ma tvar

X, (1/3)x,
x=|X, [=[(2/3)x,
X3 X3

kde x5 je Tubovolné realne ¢islo.



