3. prednaska

Teoria mnozin 11

e relacie
O operacie nad relaciami
O rovnost’
O usporiadanost’
e funkcie
0 zloZzena funkcia
O inverzna funkcia.

Priesvitka: 1




Relacie

Definicia. Nech X a Y st dve mnoziny, reldcia R je definovana podmnozina
kartezianskeho sucinu tychto mnozin
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Znazornenie relacie R ako podmnozZiny kartezianskeho sucinu (vytienovana
oblast’) dvoch mnozin Xa Y, R={(d,1),(c,2),(b,3),(d.3).(a4).,(c.4)}.

Priesvitka: 2




Reldcia Rmoze byt alternativne zadana pomocou charakteristickej funkcie

R:{(X’y); HR(X’y):l}

I (ak(x,y)eR)
0 (ak(x,y)eR)

MR(X,y)—{

Hovorime o bindrnej reldcii, kazdy element (X,y) € R je ohodnoteny binarnym

Cislom g (x,y)€{0,1}.

Definicia 3.2. Inverznd relicia R' (k relacii Rc X xY) je uréena pomocou
usporiadanych dvojic (y,x) e X x Y, ktorych inverzia patri do relacie (x,y) e R

R'= {(y,x);(x,y) c R}

Priesvitka: 3




Nech P,Q c X xY, ktor¢ st Specifikované pomocou charakteristickych funkcii
P={(xY)i e (xy)=1} a Q={(xy)iuo(x.y)=1f

Definicia. Relacia R=PuUQ sa nazyva gjednotenie reldacii P a Q vtedy alen
vtedy, ak plati

PUQ={(XY); tp o (%y)=1]

Hpug (X1y) = maX{MP (X1y) Ha (X’Y)}
Relacia R=P nQ sa nazyva prienik relacii P a Q vtedy a len vtedy, ak plati

PAQ={(XY); tpo(Xy)=1]
B Hprq (X1y) = min{lvlp (X’y) Ho (X7y)}

Relacia R= P sa nazyva doplnok reldcie P vtedy a len vtedy, ak
P={(xY)ins(xy)=1}
Hﬁ(x’y) ZI_MP(X’y)

Priesvitka: 4




Priklad
Nech X ={1,2,3} a Y ={p,q}, relacie P a Q maji tvar

P={(1,0),(2,p).(3.0)} a Q={(1,a),(2.p)(3.p)}

Zjednotenie a prienik tychto relacii su

PUQ={(1a),(2.p),(3,p)(3.0)} a PnQ={(14),(2,p)}

Inverzné reldcie su Specifikované

P ={(a1)(p2)(a3)} a Q" ={(a1)(p2)(p3)}

Doplnky k relaciam su

P={(1,p),(2.0),(3.p)} a Q={(1,p)(2.0),(3.9)}

Priesvitka: 5




Graficka repreztentacia relacii a operacii nad relaciami

Priesvitka: 6




Maticova reprezentacia relacie

Nech X ={X,%,..%X.,} @ Y={y,,¥,,....,Y,}s0 dve mnoZiny s mohutnostami
|X| = M resp. |Y| =N. Relacia R Specifikovana nad tymito mnoZinami ma tvar

R={(%.y; )i na(%.¥;) =1}

Definicia. Matica A reprezentuje relaciu R ma mriadkov a n stlpcov, jej maticové
elementy su Specifikované formulou

i (pre(x,yj)e R)

A =HR()§ ’yj):iO (pre(>§ ’yj)g R)

Priesvitka: 7




Priklad

Maticova reprezentacia relacii P a Q z predchadzajuceho prikladu ma tvar

P={(1,0),(2,p).(3.0)f = XxY a Q={(1,a),(2,p).(3,P) = X x¥

A, =

oSO =

1 0
0 A4,=|1
1 1

S = O

Priesvitka: 8




Vlastnosti relacii

V tomto odseku budeme Studovat diagondlne relicie Pc X x X, ktoré su
definovan¢ ako podmnoZina kartezidnskeho su¢inu X x X.

Definicia 3.6. Diagonalna relacia sa nazyva:
(1)  reflexivna, V(xe X)((x,x)eR),

(2) symetrickd, ¥(x,ye X)((x,y)e R=(y,x)eR),
(3) antisymetrickd, ¥ (X,y € X)((X,y) eRA(y,X)e R= x= y),
(4)  tranzitivna, V(x,y,ze X)((x,y) e RA(Yy,zZ)e R=(x,2) e R).

Priesvitka: 9




Priklad

Nech X =R je mnozina redlnych CcCisel adiagonalna relacia Pc X x Xma
interpretaciu

(xy)eP)=(x<y)

Takto definovana relacia P vyhovuje tymto podmienkam:

(a) relacia P je reflexivna, pre kazde¢ redlne Cislo xe Xplati X< X, t. j.
(x,x)eP,

(b) relacie P nie je symetricka, pretoZe pre X<y neimplikuje y < X,

(c) relacia P je antisymetricka, z platnosti X<y a y< X plynie X=1Y,
a naopak,

(d) relacia P je tranzitivna, z platnosti X<y a y<z plynie X< z.

Priesvitka: 10




Priklad

Nech X ={a,b,c,d}, diagonalne relacia P = X x X je §pecifikovana mnozinou

P={(aa) (ab) (ac)(ba)(b.c) (bd).(d.d)

Tato relacia nespliia ziadnu vlastnost’ z definicie 3.6:

(a) relacia P nie je reflexivna, (b,b) ¢ P,

(b) relacia P nie je symetricka, implikéacia (a,c) € P= (c,a) e P nie je
pravdiva,

(c) relacia P nie je antisymetricka, implikacia (a,b),(b,a)e P= (a,a) € P nie
je pravdiva,

(d) relacia P nie je tranzitivna, implikécia (a,b),(b,d)e P=(a,d) e P nie je
pravdiva.

Priesvitka: 11




Interpretacia diagonalnej relacie pomocou orientovaného grafu

Relacia P < X x X ma diagramaticku interpretaciu pomocou orientovan¢ho grafu,
V tomto pripade elementy mnoZziny X st vrcholy a usporiadané dvojice (X,y) € P

s orientovan¢ hrany, ktor¢ zaCinaju v X a koncia v Y. Vlastnosti diagonalnych
relacii maji potom jednoduchu interpretaciu.

Nech X = {a,b,c,d}, diagonalne relacia P < X x X je Specifikovana mnozinou

P= {(a,a) (ab),(a.c),(b,a),(b,c),(b,d),(d d)}

Priesvitka: 12




(a) Relacia P je reflexivna, potom kazdy vrchol Xe X ma slucku —
orientovanu hranu, ktora za¢ina a konc¢i v tom istom vrchole.

(b) Relacia P je symetricka, ak vrcholy X,ye X su spojen¢ hranou
(X,y) € P, potom existuje aj opa¢na hrana (y,x)e P. V tomto pripade

symetrickej relacie, jej graficka interpretacia obsahuje hrany medzi
vrcholmi X a 'y vzdy po dvojiciach, t. j. existencia hrany (X,y) implikuje
existenciu hrany (Y,X), a naopak.

(c) Relacia P je antisymetrickda, medzi dvoma roznymi vrcholmi X=#Yy
nemoze existovat’ dvojica hran (X)y) a (Y,X). V pripade, Ze by existovala,
potom z podmienky antisymtri¢nosti vyplyva, ze X=Y, €o je v spore
s povodnym predpokladom.

(d) Relacia P je tranzitivna, z existencie hran (X,y) a (y,z), ktoré maju

spoloCny vrchol y a X=# z, vyplyva existencia hrany (X,Z)

Priesvitka: 13




Priklad

Nech X ={a,b,c,d,e}, diagonalna relacia definovana nad touto mnozinou je
urc¢ena grafom

(1) relacia nie je reflexivna, potrebné slucky neexistujii na vrcholoch c a d,

(2) relacia je symetricka, ak medzi vrcholmi X ay existuje hrana (X)y), potom
existuje aj opacna hrana (y,X),

(3) relacia nie je antisymetricka, z existencie dvojic opacne orientovanych hran na
roznych vrcholoch, nevyplyva rovnost’ tychto dvoch vrcholov.

(4) relacia nie je tranzitivna, pretoZze existencia hran (ea) a (a,d) neimplikuje
existenciu hrany (e,d).

Priesvitka: 14




Relacia ekvivalentnosti

Definicia. Diagonalna relacia Pc X x X sa nazyva relacia ekvivalentnosti
vtedy a len vtedy, ak je reflexivna, symetricka a tranzitivna.

Relaciu ekvivalentnosti P budeme oznaCovat’ symbolom "~', t. j.

V(X ye X)(((x,y) eP)=(x~ y))

Pomocou relacie ekvivalentnosti mézeme mnoZinu X rozdelit’ na dve disjunktivne
podmnoziny X, X, c X, kde X=X, U X,a X NnX,=0

X,ye X, => X~y
X,ye X, => X~y
(xe X )A(yeX,)=(x=y)

Priesvitka: 15




Priklad
Nech X = R je mnozina redlnych Cisel, diagonalne relacia P X x X je

definovana takto:
(xy)eP)=(x"=y’)

(1) Relacia P je reflexivna, pretoze X* = X°, pre kazdé xe R,
(2) relacia P symetrick4, pretoze x* = y* implikuje y* = X,
(3) relacia P je tranzitivna, pretoze X =y a Yy’ = z* implikuje X* = Z°.

Z tohto vyplyva, Ze P je relacia ekvivalentnosti.

Priesvitka: 16




Relacia Ciastocného usporiadania

Pre mnohé mnoziny je mozné definovat’ relaciu usporiadania jej elementov. Tak

napriklad, mnoZina redlnych ¢isel /&K ma prirodzené usporiadanie svojich

elementov pomocou relacie '<’. Tato relacia je reflexivna, antisymetricka
a tranzitivna.

Definicia. Relacia Pc X x X sa nazyva ciastocéné usporiadanie vtedy a len
vtedy, ak je reflexivna, antisymetricka a tranzitivna. Mnozina X spolu s touto
relaciou sa nazyva ciastocéne usporiadand mnozina (poset).

Priesvitka: 17




Priklad
Nech F je rodina podmnoZin univerza U, F :{X; XeP(U )} Pomocou

mnozinovej relacie 'c” mozeme nad touto rodinou F definovat’ relaciu P tak, ze
((X Y) e P) =(X cY). Lahko sa presved¢ime, Ze tato relacia je Giastotne

usporiadanie, je reflexivna, antisymetricka a tranzitivna.

X={abc} [X|=3

=12 fa) (b} {c] {ab) {ac] (b fabe) | [F|=24 =2 =3

—_—
f6 1:7 fg

|
|
|
.

'

P:<(fz’fs)’(fwfé)’(fz’fs)’(f3’f5)’(f3’f7)’(f3’f8)’(f4’f6)’

\( f4’f7)’( f4’f8)’( fS’fS)’( f6’f8)’( f7’f2)

Priesvitka: 18




Hasseho diagram

f8: {a7 b,C} :fmax

f =5
Pre prehl'adnost’ grafu, vynechané su hrany reprezentujice tranzitivnost’
a reflexivnost’ relacie

min

Priklad

Priesvitka: 19




Nech pre X={1,2,3,4,56} relacia P ,delitelnosti obsahuje dvojice
((m,n) e P) =(m je delitelné n). Tato relacia je ¢iasto¢né usporiadanie, pretoze je

reflexivna, antisymetricka a tranzitivna. Maximalny prvok je 1 a minimalne prvky
su4,5a6.

P={(11).(2:2) (33),(4,4),(5:5)(6,6)(2:1) (3.1),(4.1),(4,2) (5.1) (6:1) (6,2) (6,3)}

Hasseho diagram
I

@3 2
5

Priesvitka: 20




Funkcie

Pojem funkcie (alebo zobrazenia) patri medzi zdkladné pojmy matematiky.
V matematike pod funkciou f rozumieme jednozna¢ny predpis pomocou ktorého
kazdému argumentu X z mnoziny A priradime prave jednu funkéni hodnotu

oznacenu f(X) z mnoziny B
f:A—>B

A B

f={<X,f(X));X€ A}

Priesvitka: 21




Definicia. Relacia f < Ax B sa nazyva funkcia vtedy a len vtedy, ak pre kazdé
X € A existuje prave jedno y € B také, ze (X,y) € f

vx3ly(x,y)e f

Mnozina A sa nazyva obor definicie funkcie f, D;, a mnozina B sa nazyva obor
funkénych hodnét funkcie f, Hr. Ak (X,y)e F, potom X sa nazyva argument a'y

sa nazyva funkcénd hodnota (obraz). Funkcia sa taktiez nazyva zobrazenie alebo
transformdcia.

Priesvitka: 22




Znazornenie funkcie f < Ax B, pre kazdé X € A existuje prave jedno Y € B také,

ze (X’y)e B, f :{(X1’y1)’(xz’yl)’(Xziyz)’(x4’y4)’(X5’y4)}

A
B
/X @—)
\\Q
xe—t— " |
@Y.
X, @ —
oY,
% .\\-b\ y
-
NG

Priesvitka: 23




Definicia  funkcie nezabezpeCuje, aby mnoZina funkénych  hodnét
H = f(A)={f(x); xe A} bola totozna s mnozinou B, vo vieobecnosti plati len

B'=H, =f(A)={f(x);xeAjcB

A f B

Priesvitka: 24




Definicia. Hovorime, ze dve funkcie f : A—> B a g: A — B' sa rovnaju vtedy

a len vtedy, ak sucasne plati
(1) A=A a B=HB',

(2) V(xe A)(f(x)=g(x)).

Definicia. Hovorime, Ze funkcia i, : A— A je jednotkovd vtedy a len vtedy, ak

V(xe A)(in(X)=x)
Doména a kodoména su si rovné, dom(i, ) = codom(i, )= A

Priesvitka: 25




Zlozena funkcia

Majme dve funkcie f : A= B a g:B= C, kompoziciou tychto dvoch funkcii
vytvorime novu funkciu h= f o g: A= C, ktora sa nazyva zloZena funkcia.

A f B g C

h

Zlozena funkcia existuje len vtedy, ked’ prienik oboru funkénych hodnét funkcie f
a oboru definicie funkcie g je neprazdny, H;, "D, <.

Priesvitka: 26




Priklad

Studujme dve funkcie

(1) f :é@—)(ﬁ?+ U{O}), ktorej analyticky tvar je f(x)=X’, obor definicie je
D, =R mnozina realnych ¢&isel aobor funkénych hodnét je H, =R, U{0}
mnoZzina nezapornych realnych ¢isel.

2) g: (ZKQ v {0}) - (ZKQ U {O}), ktorej analyticky tvar je g(X)= JX, tato funkcia
mé rovnaky obor definicie aobor funkénych hodnét, D, =H, =R, U{0},
mnozinu nezapornych realnych ¢isel.

y f(x)=x

g(X)=Vx

Priesvitka: 27




Prvi zlofend funkcia ma tvar h(x)= g( f (X)) —Jx = X
D, =R aobor funkénych hodnét je H =R, U {O}, t. j. zobrazuje mnoZinu

, jeJ obor definicie je

realnych ¢isel K na mnozinu nazapornych realnych cisel R, U{O}. Priebeh

funkcie h(x)=|x| je znazorneny na obrazku

! h(=Ix

Priesvitka: 28




Druhd zlofend funkcia ma tvar h'(x)= f (g(X)) = (\/;)2 = X, tato funkcia ma
rovnaky obor definicie aobor funkénych hodnét, D, =H, =R U{0}, t j.

zobrazuje ,,linearne* mnozinu nezapornych realnych cisel na tu 1stt podmnozinu.
Priebeh funkcie f'(X)= X je znazorneny na obrazku

Y N'(X)=x

Zlozené funkcie h(x) a h'(x) sa nerovnajt, D, # D,,.

Priesvitka: 29




Inverzna funkcia

Definicia. Funkcia f : A— B sa nazyva jedno-jednoznacna vtedy a len vtedy, ak
vyhovuje podmienke
V(XX e A)(x=X = f(x)= (X))

Spojenim tejto podmienky s podmienkou jednoznacnosti dostaneme
(f(x)=f (x’)))

To znamend, zZe podmienka rdznosti argumentov je ekvivalentnd podmienke
roznosti ich funk¢énych hodnét.

V(x,X € A)((x;é X)

Priesvitka: 30




Schématické znazornenie jedno-jednoznacnej funkcie f : A— B

A B
ae—__ ’ 1)

bo\ 42

/

\f
/
:

Priesvitka: 31




Bijektivne zobrazenie

Bijektivne zobrazenie je Specialny typ jedno-jednoznacného zobrazenie, pre ktore

plati, Ze pre kazdé y € B existuje prave jedno xe A také, ze y = f (X)
V(yeB)3!(xe A):y=f(x)

A B
(el o)

ae—_| 4 1
be__| 2

T

Ku kazdému argumentu je priradend prave jedna funk¢na hodnota, a taktieZ aj

naopak, ku kazdej funkcnej hodnote existuje prave jeden argument.

Priesvitka: 32




Definicia. Hovorime, ze k funkcii f:A— B existuje inverzna funkcia

f:B — A vtedy a len vtedy, ak je funkcia f bijektivna.

Na zéklade tejto definicie mame ,,definotoricky‘ zabezpecenu existenciu inverznej

funkcie.

Veta. Nech funkcia f : A— B je bijektivna, potom inverzna funkcia f ' :B — A

vyhovuje tymto podmienkam
f(F7(x)=ig(x)
£ (f (%)) =ia(x)

kde Ix je jednotkova funkcia nad doménou X.

Priesvitka: 33




Diagramy A a B znazorfiuju zobrazenia f af "' prevzaté z obr. 3.16. Diagram C
znazoriiuje zlozenu funkciu h=f"'of =i,: A—> A | diagram D znizorfiuje
zlozen® funkciu h'=fo f~ =i :B— B.

A B B

) D D)
o 1 1 [ ea
AN
be__| 2 2 | _eb
co\i\o3 3/§/C
s R
Nl N Gl AR A,
A B
A ¢ B g1 A B g1 A ¢ B
/ \ U / N\ / \ a0\ / N
ae—_ | /.a 1 /0\ 1
b.\ /.b 2 /.\ 2
DA | TR
d7 \é/ d 40| d \\.4
T s /< |
D

Priesvitka: 34




Priklad

1
1+e”

Zostrojte inverznt funkeiu k funkeii f (x) =

Tato funkcia zobrazuje obor definicie D, =& na obor funkénych hodnot
kodoménu H, = (0,1). Funkcia je monotonne rastiica a vyhovuje asymptotickym
podmienkam f(w0)=1 a f(—0)=0. Z monoténnosti vyplyva, ze funkcia je

bijektivna, ¢ize k nej existuje inverzna funkcia,

fl(x):lnﬁ

Priesvitka: 35




Priebehy funkcii (A)f(x):l/(1+e‘x) a (B) f'(x)=Inx/(1-x)

Priesvitka: 36




Na zaver budeme pocitat’ zloZzené funkcie

(17 00) =g 1 -

_ I
_1+exp(—f‘1(x))_1+exp(—lnx/(1—x)) =X

X
1 1
fl(f(x)):lnljg)(()x)_lnl1+elx :Inng—ex_X:IneX:x
1+e” 1+e”

Priesvitka: 37




