Derivacia realnej funkcie

1. uloha (Leibnitz) - konStrukcia doty¢nice ku grafu
funkcie

S

X=X,

NaSou tlohou je zostrojit’ doty¢nicu v bode 4 ku grafu funkcie
f(x) , z obrazku vyplyva, Zze k, = k, ak x— x,
kd — f/(xo) — llm f(x)_f(XO)

X=X, X — _xo

V pripade, Ze tato limita existuje, hovorime, Ze existuje
dotyCnica v bode 4 ku grafu funkcie f(x), jej smernica je
k, = f’(x,). Analyticky tvar tejto dotycnice je

y:f(xo)+f,(x0)(x_xo)



2. uloha (Newton) - urcenie okamzitej rychlosti bodu,
ktory sa pohybuje nerovnomerne
priamociaro

Hmotny bod sa pohybuje priamociarym nerovnomernym
pohybom, jeho poloha na priamke p je ur¢ena funkciou x(?),
kde je nezavisla premenna - ¢as. Priemerna rychlost’ medzi

bodmi x(#) a x(¢,;+Af) je
_x(t, + At) = x(t,)

<v>t0,t0+At o At

Takto definovana priemerna rychlost’ medzi dvoma polohami
x(to) a x(ty+Af) sa stava okamzitou rychlost'ou v(#)) ak At — 0

t,+ At)— x(t
v<r0>=gmox(° AZ x(,)

V pripade, Ze tato limita existuje, potom hovorime, Ze hmotny
bod ma v Case ¢, rychlost’ v(¢).



Definicia. Nech funkcia f(x) je definovand v ur¢itom okoli
bodu x,. Ak existuje limita

IORACH

X=X, X — xo

potom hovorime, Ze funkcia f{x) ma v bode x, derivaciu,
ktori znaCime

)t )= )

X=X, x _'x()

alebo, ak polozime x=xo+Ax, pricom x— x, = Ax—0,
potom

f,(xo):Ale/lof(xo +AAX)2_f(xo)

Priklad. Spo¢itajte dotyénicu ku grafu funkcie f{x)=x" v bode

X()Zl.
_ 2 2
f/(xo): llm f(x) f(x()) — llm X xO —
X=X, X — xo XXy X — xo
— lim (x_xo)(x+xo) _
X=X, x_xo

= lim(x +x,) =2x,

To znamenda, Ze smernica dotyCnice v bode A=(1,1) je
k,= f’(1)=2, potom
y=1+2(x-1)



Konvencia. Alternativne znaCenie pre derivaciu funkcie
y=f(x) v bode x, st tieto
f(x,) alebo y"(x,)

S alebo ( ,) (Leibnitz)
dx dx

(ﬁ) alebo (dy j (fyzikalna chémia)
dx ), dx J_,,

X=X,

f(x,) alebo j(x,) (Newton)

Veta. Ak funkcia f(x) md v bode x, derivaciu, potom je v
tomto bode spojita.

1) =)+ (10 1) = £+ T T )
tim £)= £ )+ lim PO =L
= /() /() fim( =)

=f (xo)
Tato vetu nie je mozné obratit’ (t.j. ak je funkcia spojita v
bode, potom ma v tomto bode derivaciu). Jednoduchy priklad
je funkcia y=f(x)=|x| v bode x;=0, je spojita v bode x,=0, ale
nema tam derivaciu (dotyCnicu)

X
y=x|




Derivacie niektorych elementarnych funkcii

(1) (¢))=0 (derivacia konstanty je nula)

(2) (x")=nx"", kde n je realny exponent
(3) (ax)': Ina-a* ,kde a>0 a a#1
(3v) (ex)r: &

(4) (sinx)'=cosx
(5) (cosx)'=—sinx

(1) f{x)=c, potom
f'(x,)=lim (%)= f (%) = lim £— S =0

X=X, X — xo XXy X — xO

(2) fix)=x", kde n je prirodzené ¢islo
F0) =) X x

/( T
f'(x,)= lim
0 x%xo x —_ xo x%xo x —_ xo
n—1 n—2 n=3_2 n—=2 n—1
. (x—xo)(x + XX, XX+ Axxg T+ X )
= [im =
X—x, X=X,

. -1 -2 -3_.2 -2 -1
= llm(x" +x"x, + XX+ Axx, T+ X, )=

X=X,

__ n—1 n—-2 n-3_2 n—2

n—-1 __

+ X,

n—1

= nx,



Nech n=1/2, f(x)=+/x

f(xo)—llmf \/7—llm Vx =% =
o T R )

= [lim 1

) 2

1/n

Vo vSeobecnosti da sa dokazat’ , Ze pre f(x)=x " plati
1 14
, —
f (xo) — X
(4) f(x)=sin x
. X=X X+x
Sinx —sinx 2sin - cos 0
f(x,)=lim C = lim 2 2
X=X, x-x X=X, X—xo
. X=X,
Sin
) X+Xx, ;. 2
= [lim cos lim =
X=X, 2 xox, X — X,
2

= cosx,



Veta. Nech funkcie f(x) a g(x) maji v bode x, derivaciu,
potom plati

(D) (f(x)+g(x)) = f"(x)+g'(x)

2) (f(x)—g(x))'=f"(x)-g'(x)

3) (A (x))=Fk f'(x)

4) (f(x)-g(x))= f'(x)g(x)+ f(x)g"(x)

) m) _/(0)g) - f(0)g'(x)

. (pre g(x)=0)
g (x)

g(x)

Dokaz (4). Nech F(x)=f(x)g(x), potom pre F '(x,) plati

)= tim PO ) _ g SIS C)g) _

X=X, x x() X—>X x x()

= lim f(x)g(x) - f (xo)g(x)+f (x,)g(x) = / (x,)g(x,) _

X=X,

. (09 £ )+ e ale) ()

X=X, x —_ x()

i O C)  o0)4 (a im E )

X=X, X — 0 —X, X=X, X — xo

= f7(x,)g(x,) + f(x,)g’(x,)




Priklad.

. [ sinx (sinx) cosx — sinx(cos x)
(tgx - - 2 -
cos x cos” x
2 . 2
_cos"x+sin“x 1
— 2 o 2
cos” x cos” x

’

cosxj _ (cosx) sinx —cosx(sinx)’

(cot g x)'= (

. .2
Sinx Sin” x
.2 2
_ —sin"x—cos"x _ 1
sin® x sin’ x

Veta (derivacia zloZenej funkcie). Nech f(x) ma derivaciu v
bode x, a funkcia g(z) mé derivaciu v bode uy=f(x,). Potom a;
zloZena funkcia F(x)=g(f(x)) ma derivaciu v bode x, a plati

F,(xo) = g,(”o) ' f,(xo)

F(x) = F(x,) _ g(f(x)—g(f (%) _ &) - g(uy) f(x) = f(x,)

X=X, X=X, u—1u, X=X,
Pretoze x —» x, > u= f(x) > u, = f(x,), potom

o= tim PO F) _ g0 =glw) | 105) = /) _

X=X, X — xO u—u, u— uO X=X, X — xO

=g'(uy)- f'(x,)




Priklad. Najdite derivaciu F(x)=(x)"", kde m a n su
prirodzene¢ Cisla.

Funkciu F(x) prepiSeme do tvaru F (x)=g( f (x))=(xl/")m,

vonkajsia a vnutorna funkcia maju tvar

g)=u", u=f(x)=x"

Potom plati
F'( — (V) — m—l,l %_l_ﬁ % " %_l_ﬁ %_1
x)—(u)(x )—mu xno= X X=X
Priklad. N3jdite derivaciu f(x)=~1+x
, 12\ 1 1_ ) 1 _1
f (x)z((1+x2)12) 25(1+x2)2 1(1+x2) 25(1+x2) 22x =

N1+ x?



Suhrn derivacii

(1) (¢))=0 (2) (x”)': nx"!

(3) (e ) (4) (ax)’z a* -Ilna

(5) (Inx)= (6) (log, xy=—1 —
X x-Ilna

(7) (sinx)'=cosx (8) (cosx) =—sinx

©) (tg 2= (10) (cor g x) =

cos’ x sin® x
1 -1

2 (12) (arccosx)' = N
(13) (arctg x)'= o (14) (arccot g x)' = 1:c
(15) (f (x)+ g(x))'= f"(x)+ g'(x)

(16) (f(x)—g(x))'=f"(x) - g'(x)

(17) (i (x))'=k f'(x)

(18) (f(x)-g(x))'= f"(x)g(x) + f(x)g’(x)

@) e - F(0gE)
(%) ( <x>] (%)

(20) F'(x) = g'(u)- f'(x), kde F(x)=g(u), u=f(x)

(11) (arcsinx)'=

1—x

2




Derivacie vysSich radov
Druha derivacie funkcie f(x) je definovana ako derivacia prvej
derivacie
)= (/")

VSeobecna n-ta derivacia je definovana

f70)=(f"" ()

Fyzikalna interpretacia: rychlost je urCena ako prva
derivacia drahy podl'a ¢asu
v=2x(t)
Zrychlenie je urCené ako prva derivacia rychlosti podla ¢asu,
t.J. druha derivécia drahy podl'a ¢asu
a=v(t)=x(t)

Priklad. Vypocitajte n-tu derivaciu funkcie f{x)=1/x
fU)=fx)=lx=x"

=)=t =
2

)= )= (D2 =
£ = £7(0) = ()3 =

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo




Diferencial

Definicia. Diferencialom funkcie f v bode x, pre prirastok
argumentu Ax nazyvame vyraz

df =df (x,) = df (x,,Ax) = f"(x,)Ax

Geometricka interpretacia diferencialu

.
y=f(x)

» X

Vyznam diferencialu

S (g +Ax) = f (o )+ df () = S (g )+ /7 (g ) A



Priklad. Vypoditajte priblizne ~/10.
V10 =+1+3° =3‘/1+é

Majme funkciu f(x)=+/1+x, derivacia tejto funkcie v bode
xo=0 ma hodnotu

[/ =((1+x)") = ﬁ = f(0)= %

4] : UL NP
JV10=3 1+§z3(f(0)+f(0)Ax)—3(1+2 9) 3+6 317



L'Hospitalovo pravidlo

Veta. Nech existuju limity /lim f(x)=Ilimg(x)=0 alebo

xX—a xX—a

lim f(x)=Ilimg(x)=-co, potom, ak existuje limita limf ,((x))’
xX—a xX—a xX—a g x
plati

limf(x) = limf (x)

S g(x) g (x)

Tato veta ma vyznam pre vypocet limit podielu dvoch funkcii
vtedy, ak limita podielu derivacii je jednoduchsou limitou, ako
povodna limita.

Priklad. Vypocitajte limitu /im iy

x—0 X

. sinx . COSX
lim = [im =1
x—0 X x—0 1




, v e o€ —1
Priklad. Vypocitajte limitu /im € :

x—0 X

lime _lzlime—zl

x—0 X x—0 1

o In(x+1
Priklad. Vypocitajte limitu /im nx+1)

x—0 X

1
In(x+1
lim n(x )zlimx+1:1.
x—0 X x—0 1

Priklad. Vypocitajte limitu /imxInx.

x—0

1

limxInx = limln—x =Ilim—%*-=0

x—0 x—0 l x—0 _i

X x°

Priklad. Vypocitajte limitu Iimix.
X0 o
1 1
lim= = lim—=—=0,

x0 f xoe ot oo



