Realne funkcie viac premennych -
parcialne derivacie

Ciselné mnoziny

Bod v n-rozmernom priestore R" je vyjadreny pomocou
usporiadanej #-tice redlnych cCisel

AeR" = A=(a,a,,..a,)

Vzdialenost medzi dvoma bodmi A:(al,az,...,an) a

B=(b,b,,....b,)je uréena vztahom

d(A,B)= (b, —a,)* +(b, —a,)*+..+(b, —a,)’

Vzdialenost vo vSeobecnostt musi vyhovovat tymto
podmienkam

1. d(4,B)=0 (d(A,B) =0 lenpre 4= B)

2. d(A,B)=d(B, A) (symetri¢nost)

3. d(4,C)<d(A4,B)+d(B,C) (trojuholnikova nerovnost,
rovnost’ plati len, ak body 4,B a C leZia na priamke)
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Okolie bodov

Gula so stredom v bode 4 a polomerom 7 je mnozina

S(4r)={XeR"; d(AR)<r}

Otvorena gula so stredom v bode 4 a polomerom 7 je
mnozina

O(4r)={XeR"; d(4R)<r}
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Realna funkcia » premennych

Realna funkcia 7 premennych je zobrazenia takto

f:AcR"—>BCR

kde 4 je definiény obor funkcie a B je obor funkénych hodnot.
Funkciu zapisujeme

y= f(xl,xz,...,xn)
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Priklad. Ngjdite defini¢ny obor funkcie

()= a-x2 =7
Vyraz pod odmocninou musi byt nezaporny
4-x2— 32>

RieSenim tejto nerovnice dostaneme, Ze obor definicie funkcie
f je ¢iselnd mnozina

A={Xz(x,y);x2+y2S4}

Tato mnozina je uzavreta a obsahuje vSetky body leZiace v
kruhu so stredom v bode (0,0) a s polomerom 2
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Priklad. Nakreslite graf funkcie

f(x,y)=%

x>+

Obor definicie tejto funkcie je celd "rovina" R° okrem
pociatku (0,0), funkéné hodnoty st nezaporné
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A=R"-(0,0)
B =(0,)
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Limita funkcie

Definicia, Nech funkcia z= f(X) je definovana v nejakom
okoli bodu 4. Potom hovorime, Ze funkcia f(X) ma v bode 4
limitu rovnu b,

lim f(X)="b,

X—A4

[e o]

ak pre kazda postupnost’ {X, }n:], kde X, € Dy a X, # A4, ktora
konverguje k bodu 4, lim X, = A, plati

n—oo

b.

lim f(X))

n—oo

Désledok  definicie. 'V pripade, Ze existuji také dve
postupnosti, 7e¢ funkcia ma& pre ne rdzne limity, potom
hovorime, Ze funkcia nema limitu v bode 4.
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Priklad. Zistite, ¢i funkcia
)

x*—y
X, =
f(x,) S

ma v bode 4=(0,0) limitu.

Definujme si nasledujuce dve postupnosti

P:{GO)} 2 PZ{("%

ktoré maju rovnak( limitu 4=(0,0), liSia sa len spdsobom
priblizovania k tomuto bodu
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soo—0—o—> X
P,
2
P lim f(l,o): lim (1/’;) = lim1=
et S e (1) 40 o

2
P, limf(o,l):limﬂzlim(—1)=—1

o=\ ) =0+ (U)o

To znamena4, ze funkcia nema v bode 4=(0,0) limitu.
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Spojita funkcie

Definicia, Funkcia z = f(X) je spojitd v bode 4, ak je v tomto
bode definovana a plati

lim f(X)=f(4)
X—A4

.
57

Poznamka, Pre funkciu z = f(X) spojita v bode 4, jej limita v
bode 4 nezavisi od spdsobu bliZenia sa k tomuto bodu a jej
hodnota sa rovna funk¢nej hodnote v tomto bode.
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Parcialne derivacie

Definicia. Nech funkcia z= f(x,») je definovana v nejakom
okoli bodu 4 =(x,,,). Ak existuje limita

lim J(xg + A%, yy) = f(x0, 1)
Ax—0 Ax

nazyvame ju parcidalnou derivaciou podla X v bode
A=(x,,,) a zapisujeme

df (4) Zlebo 9 (x4, %)

ox ox

f(A4) alebo f;(x,,,) alebo

Analogickym sposobom sa definuje parcidlna derivacia
funkcie z = f(x,») podlay v bode 4 = (x,,¥,)

,  f(xg, vy +AY) = (x4, 3p)
];(xO’yO):AIJfZIO 0’70 Ay 0’70

Prednaska 8 Priesvitka 10



Poznamky

1. Z definicie parcidlnych derivacii vyplyva, Ze ich vypocet sa
realizuje podobne ako vypocet obycajnych derivacii tak, Ze sa
predpoklada konStantnost’ druhej premenne;.

2. ZovSeobecnenie parcidlnych derivacii pre viac ako dve
premenné je priamociare. Tak napriklad, parcidlna derivacia
funkcie # = f(x,,z) v bode 4 = (x,,,.2,) podla premennej x

je definovana takto

 f(xy + Ay, 2y)— f(Xg, Yy Zy)
CWALY 0 0’ “0 0’0’0
MCNS-N Jim e

Priklad. Vypogitajte parcialne derivacie funkcie
fry)=xy—x*+y’
v bode 4=(x,,,).

fx,(xo’yo) =Y — 2% ];,(x()’yo) =Xo 3)/8
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VysSie parcialne derivacie

=212
e =2L0 (o
e =202

Veta, Ak funkcia f(x,») ma v bode 4=(x,.,) zmiesané
druhé parcialne derivacie f, (X ¥y) a fi (X4, ¥,), pri€om su v
bode A=(x,),) spojité, potom ticto zmieSané parcialne

derivacie su sirovné

0 f(xg. ¥o) _ 0°f(%4.3)
oxdy dyox
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Priklad. Vypogitajte prvé a druhé parcialne derivacie funkcie
S(x,y) = sin(x = 2y) + x°y’

Prvé parcialne derivacie maja tvar

o = cos(x —2y) +2x)°

ox

I 5 cosx- 2y)+3x%y?
dy

Druh¢ parcidlne derivacie spocCitame tak, Ze budeme parcialne
derivovat’ 1. parcidlne derivacie

2
37]; = a%(cos(x —2y)+2xy°) = —sin(x - 2y) +2)°
Ff 0

3ox = . (cos(x —2y)+ 2xy3) =2sin(x —2y) + 6x)°
% f _ 0
oxdy ox
’f_ 9

: —(—QCOS(x —2y)+ 3x2y2) = 4sin(x —2y) +6x%y
dy”  dy

(—2 cos(x —2y)+ 3x2y2) = 2sin(x —2y)+ 6xy°

ZmieSan¢ druhé parcialne derivacie su si rovné, ¢o potvrdzuje
predchadzajticu vetu.

Prednaska 8 Priesvitka 13



Totalny diferencial

Definicia. Ak je funkcia y = f (x,») diferencovatel'na v bode

A=(x,,,), potom totalny diferenciél je uréeny vztahom

(), W),

4 (4)= ox dy

Priklad.  Vypocitajte  totalny  diferencial  funkcie
f(x,y)=x*+»* vbode 4=(3.4)

Parcialne derivacie funkcie / v bode 4 maju tieto hodnoty

A
JFf _ 8 lix ) = af( ):é
ax .\ /x + y ax 5
A
J _d oty = af( ):ﬂ
y \/x +7? dy 5
Potom totalny diferencial funkcie /v bode 4 ma tvar
df (3,4)= §M+§Ay
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Vyznam totdlneho diferencialu

f (% + A%,y +Ay) = [ (x4, 3,)+df (x5, 9,)

Priklad, Pomocou totalneho diferencialu spocitajte priblizne
viraz \/(302)° +(3.98)"

Vyraz prepiSeme do tvaru

J3+002)> +(4-0.02)’

Jeho priblizny vypocet uskutoCnime pomocou totalneho
diferencialu funkcie

fxy)=~x*+y?

v bode 4=(x,y,)=(34) a pre diferencie Ax, =002 a
Ax, =—0.02. Pomocou predchadzajiceho prikladu mdzeme
vypocitat’ totalny diferencial funkcie /' v bode 4

df (3.4) =§Ax+§Ay =§o.02+§(—o.oz) = —% =—0.004

Pre Studovany konkrétny pripad plati

\/(3 +0.02)" +(4-0.02)" = \/(3)2 +(4)" =0.004
=5-0.004=4.996
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Priklad. Pomocou totalneho diferencialu zostrojte formulu
pre odhad chyby pri vypocte nejakej veliCiny, ktora je
funkciou dvoch nezavislych merate'nych veli¢in urCenych s
urcitou chybou.

Nech poc¢itand veli¢ina je uréena funkciou z=f (x,v).
Budeme pocitat’ veli€inu z pre

x=x,tAx, y=y,+Ay
kde Ax a Ay st chyby pri uréeni (merani) nezavislych veli¢in x

a y. PouzZijeme vSeobecni formulu pre priblizné vyjadrenie
prirastku funkcie pomocou totalneho diferencialu

af(xoyyo)AH af(xo,yo)Ay

f(xo'l'Ax:yo"*'Ay)zf(xo)yo)_i' I ay

PouZijeme vSeobecnu formulu, ktora aproximuje prirastok
funkcie pomocou totalneho diferencialu

f(x() + Ax:y() + Ay) = f(xo:yo)i Af

kde Af je tzv. maximalna chyba vypoc¢tu veli¢iny z, ktora je
sposobena chybami pri urceni nezavislych veli¢in x a y

Af = o (X0 o) \ | 8f(xo,yo)Ay
ox dy

Prednaska 8 Priesvitka 16



Priklad, Matematické kyvadlo je hmotny bod o hmotnosti 7 ,
ktory je zaveseny na tuhom vlakne dlzky L, pricom jeho
hmotnost’ je zanedbatel'na.

Peridda matematického kyvadla je uréend vzt'ahom

1/2
g

kde g je gravitatné zrychlenie. RieSenim tohto vztahu
vzhl'adom ku gravitatnému zrychleniu & dostaneme

g=g(LT)= L(%njz
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Predpokladajme, ze chceme gravitatné zrychlenie chceme
urCit  experimentalne pomocou matematick¢ho kyvadla,
ktorého parametre su L=4m=*lcm a T'=4.01sect(0.01sec. S
akou presnost'ou sme schopni ur€it’ gravitacné zrychlenie?

2 2
a_g:(z_n) (a_g) :(@) _ 246
oL \T oL)7=1 \ 4

dg _ 8L _ (a_gj _8:(314)° -4
oT T’ oT )71 (4)°

=4.93

Chyby merania nezavislych veli¢in su

AL=0.01m a AT =0.01sec
Potom maximalna chyba gravitacného zrychlenia ma hodnotu
Ag =[2.46-0.01+4.93-0.01 = 0.07
Experimentalne gravitané zrychlenie urime pomocou

vztahu

To znamena, Ze gravitatné zrychlenie je experimentéalne
uréené s chybou g = 9.81%0.07 m/sec? .
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Lokalne extrémy funkcii dvoch
premennych

Definicia, Funkcia f(X) ma v bode 4 [lokdlne minimum
(maximum), ak existuje také okolie bodu 4, Ze pre kazdy bod
X z tohto okolia plati

f(X)=f(4)  (f(X)<f(4)

Ak rovnost’ plati len pre X=A, potom hovorime o ostrom
lokalnom minime (maxime)

10|
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Veta 1 (nutna podmienka). Ak funkcia z= f(x,y)ma v bode
A= (x,,¥,)l0kélny extrém a ma v tomto bode prvé parcialne

derivacie, potom

of (x4, ¥,) f (x4, ¥,)

_— = —:O

ox dy

Bod 4=(x,.y,)v ktorom ma funkcia z= f(x,y) nulové
parcialne derivacie

o (x9.¥0) _ 9 (x9.%,)
ox dy

sa nazyva staciondarny bod,

Hessian funkcie z= f(x,y) bode A=(x,),) je matica
obsahujtca druh¢ parcidlne derivacie

’’f(4) 0*f(4)
|oox? oxdy
D= ) @)
dyox dy*

V dosledku toho, Ze zmiesané druhé parcidlne derivacie su si
rovné (f, = f), Hessian je symetricka matica.
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Veta 2 (postacujiica podmienka). Ak funkcia z= f(x,y) ma v
bode 4=(x,,),) prvé a druhé parcialne derivacie, pricom

tento bod je stacionarny a Hessidn H(A) vyhovuje
podmienkam

of (x4, ¥) of (x,.¥,)

Al. a—x =0, T =0
Ry 2 2 2 2
o PSR (#ra)
ox? ox*> oy’ oxdy

potom funkcia z= f(x,») mavbode 4 =(x,,y,) minimum (v
tomto pripade hovorime, ze Hessidn je pozitivne definitny)

of (x,,¥,) of (x,.¥,)

Bl.a—x:(), T:O
£ (A4 PL(A)Pf(A) (Pf(A)Y
o, I o PP (P10
ox ox dy 0xdy

potom z= f(x,y) ma v bode 4=(x,,y,) maximum (v tomto
pripade hovorime, Ze Hessian je negativne definitny),
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Priklad. N3jdite lokalne extrémy funkcie

z=f(x,y)=x*+3x° —15x— 12y +1

(3]

%

1. krok - stacionarne body
d
P 337 - 15=0,
ox

Tieto rovnice prepiSeme do tvaru

x* +y* =5,
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x2+i2—5=o = x*-5x"+4=0 = z?-5z+4=0
X

Funkcia ma Styri stacionarne body

4=012), 4=@21 4=(-1-2), 4,=(-2-1)
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2. krok - Specifikdcia stacionarnych bodov

6X 6y
H(x,y) = (6)/ 6x)

H(A)= H(12) = (162 162 j H4)=H(21)= (162 162j

H(A3)=H(—L—2)=[__162 __162) H(A4)=H(—2,—1)=[__162 __162]

Hessian H(A;) je pozitivne definitny a H(A4) je negativne
definitny. Potom dva stacionarne body su klasifikované podla
Vety 2 takto: 4, je minimum a A4 je maximum, zostavajuce
body 4, a 45 nie su podla vety 2 klasifikované.
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