Prednaska 1

Zakladné matematicke pojmy minimalizacie
funkcii

Studujme realnu funkciu n-premennych
f:R" >R

Y = (X1 X 000 Xn) = F(X)

Symbol x vyjadruje vektor, xeR",
T
X = (X4, X9 4+001Xp)

Norma vektora x<R" je definovana takto

NP
X = (ZX?)
=1

Poznamka: Vo vSeobecnosti pod normou
vektora rozumieme zobrazenie, ktore priradi
kazdému vektoru nezaporne cele Cislo, ktore
vyhovuje tymto podmienkam:

(1) vx eR™:|x|>0 (|x|=0,enpre x =0)

(2) |ax|=|al-[x

(3) [x+y|<[x|+]y| (trojuholnikova nerovnost)
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Okolie bodu X, je definované ako mnozina

Us(X,)={x eR"; o/ < S}
ﬁ
- :./\,\U(x
>

Funkcia f(x) ma v bode X, lokalne minimum,
ak existuje také 6>0, ze pre kazdé xeU;s(Xo)

plati
f(x)>1f(x,)
Formalne
(5> 0)V(x eUgz(X,)): f(x) = f(X,)
Ostré lokalne minimum je take lokalne

minimum, kde
f(x)=1(x,) platilenpre x =x,
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Bod X, sa nazyva globalne minimum, ak pre
vxeR" plati

f(x) = (Xo)
Graficke ilustracné priklady minimim:

A

lokalne minimum

ostré lokalne
minimum

ostré lokalne
minimum
(globalne minimum)

v
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Zakladné vety o minimach
diferencovatelnych funkcii

1. Funkcia 1-premennej (n=1)

Taylorov rozvoj funkcie 1-premennej

f(x. +h) = f(x.) +%f’(xo)h +%f”(xo)h2+...

Nech X, je minimum, potom

f(x, +h)— f(x.) = —f(xo)h+lf"(x) 420

Veta 1. Ak funkc:|a f(x) ma v bode Xo Minimum

a je v tomto bode diferencovatelna, potom
f'(Xo)=0

Veta 2. Ak funkcia f(x) v bode X, vyhovuje
podmienkam

f'(Xo)=0

f'(X0)>0
potom ma v bode X, minimum.
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2. Funkcia n-premennych (n>1)

Taylorov rozvoj funkcie n-premennych

Jiaf(xo)h_ d i o%f(X,)

1 i=1 8Xi ! 2! ij=1 5Xian
kde h=(h1,h2,...,hn)T je vektor "vychyliek".

f(x, +h)="1(x,)+

hih+...

Zavedieme nasledujucu symboliku:

(1) gradient funkcie f(x) v bode X,

grad f(x,) = (af(g));") ’81:3(;20) ’”_’81;(;0))
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(2) Hessian funkcie f(x) v bode X,

(0%f(x,) 0%f(x,)  0%f(x,))

Ox2 T Ox0O%, T OX40X,
0°f(x,) &°f(x,)  0°f(x,)
OX, 0%, OX5 | OX,0%,

Tato vlastnost je d6sledkom toho, ze pre 2.
parcialne derivacie plati

0°f(x,)  0%f(X,)
OXOX;  OX;0X
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AK X, je minimum, potom Taylorov rozvoj
poskytuje nasledujucu kompaktnu podmienku

f(x, +h)—-f(x,)= grad f(xo)+%h -H(x,)h+...>0

Definicia. Symetrickd matica A=(a;) sa
nazyva pozitivne definitna vtedy, ak pre
fubovolny vektor "vychyliek" h=(hq,ha,....hn)"
plati

n

ij=1
pricom rovnost je splnena len pre
h=(0,0,...,0)" .

Veta. Symetricka matica A=(a;) je pozitivhe
definitna (formalne A>0) vtedy a len vtedy, ak
jej hlavné minory (determinanty na diagonale)
su kladné

A1 dp 3

A1 Ay
>0 |ayy &, a,>0,...

a; >0,
Ay Aoy

A3y d3p d33
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Veta 1'. Ak funkcia f(x) ma v bode X,
minimum a je v tomto bode diferencovatelna,
potom

gradf(x,)=0

Veta 2'. Ak funkcia f(x) v bode X, vyhovuje
podmienkam
gradf(x,)=0
H(X0)>0
potom ma v bode X, minimum.

Specifikacia vety 2' pre funkciu o 2-
premennych: Ak funkcia f(x,y) v bode
A=(Xo,Yo) VYhovuje podmienkam

a.I:(XO ’yo) — 0 af(xo ’yo) O

OX ’ oy
2
*f(%0.¥o) g O*f(%0.¥o) 0*F(X0.¥o) _(0*f(%0.¥0)|
x> ! ox> oy OX Oy

potom ma v bode A=(Xo,Yo,) mMinimum.
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