Prednaska 3

Moderné gradientové optimalizacné
metddy pre funkcie n-premennych

Studujme redlnu funkciu n-premennych
f:R" > R

Nasou ulohou bude néajst také X, :eR" ,
pre ktoré méa funkcia F minimum

Xopt = arg min f(x)

TGto Ulohu budeme riesit pomocou:
(1) Newtonovou metddou
(2) Metddou zdruzZzenych gradientov
(conjugated gradients)
(3) Metdbdou premennej metriky
(variable metrics)

Posledné dve metddy sa v literature
oznacduju ako "moderné (gradientové)
optimalizacné metdody".



1. Newtonova metdda

Jednoduché zovseobecnenie Newtonovej
optimalizacne’ metddy  pre funkcie
l-premenne]] na pripad funkcii
n-premennych.

Budeme priblizne riesit rovnicu
grad f(x)=0
Nech X=Xy+0, kde é&=(61,0,...,0,), potom
grad f(x,+06)=0

'ava strana bude upravena pomocou
Taylorovho rozvoja

grad f(x,) + H(x,)d+...= 0

Ak budeme uvazovat len prvé dva cleny
rozvoja a budeme predpokladat, ze
Hessiadn H(X,) je nesinguldrna matica,

potom
8 ~—H™(x,) grad f(x,)



Poznamka: Vychylka o je forméalne
urcena dvoma ekvivalentnymi spdsobmi:
bud ako rieSenie systému linearnych
rovnic

H(x,)o ~ —grad f(x,)
alebo pomocou 1nverzne] matice
8~ —H™(x,) grad f(x,)

Pretoze, numericky vypocet inverzne’
matice jJa priblizne dvakrat narocnejsi
ako priame riesenie systému linearnych
rovnic, doporucuje sa vektor 6 urcit
riesenim systému linearnych rovnic.

Explicitny vyraz pre O pomocou
inverzne] matice budeme pouzivat =z
dévodov formalne] jednoduchosti

zapisu.



Riedenie rovnice (gradf(x)=0 mé& potom
tento priblizny tvar

X = X, — H(x,) grad f(x,)

Toto rieSenie sluzi ako podklad pre
konstrukciu rekurentnej formule, ktora
je zakladom Newtonove] optimalizacnej
metdody

Xis1 = X = H7 (%, ) grad f(x, )

pre k=0,1,2,... a X, Jje zadana
pociatocné rieSenie. Rekurentna
aplikacia tejto formule Je ukoncena
ked zacne platit [X,,1—X <&, kde &>0
je zadana presnost pozadovaného
rieSenia.



Algoritmus Newtonove] metddy:

read (Xq, Knaxs €) 7

k:=0,; norm:=o; X:=X,;
while (k<kmax) and (norm>g) do
begin k:=k+1;

solve SLE H(x)0=-grad f (x);

X' :=x+0;
norm:=|x-x"'|;
X:=x"'

end;

write (x, f(x));

Prikaz solve SLE H(x)0=-grad f (x);
znamena, Ze pouzitim nejake] metddy
(napr. Gaussove] eliminacne] metddy)

systém linedrnych rovnic (SLE) H(x)0=-
grad f(x) Je vyrieseny vzhladom k

vektoru 0.



Poznamky:

(1) Newtonova metdda najde riesenie
rovnice grad f(x)=0, t.]. najde
staciondrne stavy funkcie FT(X). Tieto
stacionarne stavy su klasifikované
pomocou Hessianu H(X) :

Ak X je stacionarny bod a Hessian H(X)

Jje pozitivne negativny, potom v bode X
mé& funkcia FT(X) minimum.

(2) Pri Newtonove] metdde nemame
nijakd zaruku ¢i konverguje k minimu
alebo k maximu (konverguje k

stacionarnemu bodu) .

(3) Funkcia FT(X) musi byt dvakrat
diferen-covatelnéa na celom R",
pocitame gradient a Hessian funkcie.

(4) VypocCet Hessianu mbze byt casovo a
pamatovo velmi narocny, menovite pre
funkcie mnohych (niekolko sto)
premennych.



la. Linearizovana Newtonova metdda

Pre urcity typ minimalizovane] funkcie
vypocet Hessianu mbdze Dbyt podstatne
zJjednoduseny.

P
f(x) =Y gg(X)
k=1

Pre tuto funkciu plati vlastnost
f(x')=0 < Vke[lp]g(x)=0

Nutna a ©postacujlica podmienka pre
existenciu takého X*, f%x*%=0, aby pre

kazdé ke[l,p] platilo @k (X )=0

Funkcia f(x) sa vyskytuje v regresnej
analyze a pri transformacii
konStrukcie riesSenia systému
nelinearnych rovnic na minimali-zacény
problém.



Regresna analyza
ako minimalizacny problém

Majme regresnu tabulku (tréningovua
mnozinu)

Avrain :{Xi /yi;i=1,2,---,p}

Nasou uUlohou je adaptovat parametre @

modelovej funkcie F(X,w) tak, aby c¢o
najlepsie reprodukovala tréningovu
mnozinu

E(w) = i(F(xi »)-Y;)

Adaptacny proces modelove] funkcie
spoc¢iva Vv tom, Ze sa minimalizuje
Ucelova funkcia E(w)

@ ot = arg min E(w)



Transformacia konstrukcie riesenie
systému nelinearnych rovnic na
minimalizacny problém.

Studujme systém nelinedrnych rovnic

v 4 1 7 1 9 7/ *
Nasou ulohou Je najst také X pre
ktoré vysSsie uvedené rovnice Dbudu
splnené. Definujeme si funkciu

P
f(x)= Y gg(X)
k=1

Ak sa nam podari najst také globalne
minimum F(X)=0 , potom vektor X Ije
riesenim systému nelinearnych rovnic.



Vypocet Hessianu pre funkciu

P
f(x) =Y gg(X)
k=1

of(X) < 09 (X)
P~ =2 g,(X)

i k=1 i

0*f(X) _ % x>agk<x> >G, (X)
OX;OX; kz X; X; ij

Budeme predpokladat, =ze vektor X je

blizko X", potom gx (X) =0, pre
k=1,2,..., potom priblizZzny vyraz pre
elementy Hessianu ma tento tvar

Z < (X) 5gk(x)

k= Xi X;

V maticovom formalizme tento vyraz ma
tvar

p
H(x)~2) (grad 9,(x)' (grad g, (X))

k=1
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Newtonova metdda v ktorej
(1) Gc¢elova funkcia ma tvar

P
f(x) =Y g (x)
k=1

(2) a Hessian sa pocita pomocou

gradientu
sa nazyva linearizovana |Newtonova
metdda. Obvykle znamena  podstatné

urychlenie algoritmu.
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