Prednaska 3

Optimalizacn¢€ metody pre funkcie
n-premennych

Studujme realnu funkciu n-premennych

f:R"—> R
Nasou ulohou bude najst’ také X,eR" , pre ktoré
ma funkcia f minimum

X

ot = arg min A x)

Tuato ulohu budeme riesit’ pomocou:
(1) gradientovych metod
(2) negradientovych metod

Typickym predstavitelom negradientovych metod
na hladanie minima funkcii n-premen-nych je
simplexova metoda.
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1. Simplexova metoda

Pod simplexom v n-rozmernom priestore R’
rozumieme mnozinu n+1 bodov - vrcholov, priom
kazda dvojica vrcholov je spojena hranou.

VAN
n=1 n=2 n=3
Formalne, simplex vyjadrime ako mnoZinu

s={R.R,...P.tc A

Hovorime, ze simplex S je nedegenerovany, ak
ziadny z vrcholov nelezi v rovine obsahujucej
ostatn¢ vrcholy simplexu

- -
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Podmienka pre nedegenerovany simplex moze byt
preformulovana tak, Ze n vektorov

B~R.R =R, ...P~ R, Py~ R,

je linearne nezavisla. Nech bod P; ma tento tvar

B (4! A e )

potom podmienka linearnej nezavislosti moze byt

vyjadrena pomocou podmienky nenulovosti
deteminantu
2 1 2 1 2 1
XD X0 D X2) _ X0
3 1
D A LN X3 — Y L0
1 1 1 1
X1(/7+ ) X1( ) )(én+ ) Xé) ....... X(n/7+1) . X(,;I)

Priamka v priestore je urCena dvoma bodmi P, a
Ps
P =(1-a)Ps+ afp

kde aeR je parameter priamky, plati Py=P, a
P1:PB.
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o<0

Priamka je orientovana v zmysle rasticeho
parametra o

R <R oa<p

Tazisko simplexu S je urCené ako "aritmeticky
priemer" jeho vrcholov

n+1

—Z

n+1i:

Funk¢né hodnoty minimalizovanej funkcie f na
vrcholoch simplexu oznacime

F=R)F=R),...Fy=1F),

n+1 f( )
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Medzi vrcholmi simplexa odliSime dva vrcholy,
vrhol Py a vrchol Py, v ktorych ma funkcia f
maximalnu resp. minimalnu hodnotu

Fy=argmax A F)

F =argmin AP

PeS

V simplexove] metdode hra dolezith ulohu tazisko
vrcholov simplexu okrem vrcholu Py

1
P-1(5r-5)
N\ =1

a-reflexia vrcholu Py vzhl'adom k tazisku P

P =(1-a)P,+aP
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Redukcia simplexu S vzhl'adom k vrcholu P

P = %(,C;Jr F) (pre/i=12,...,n,n+1)

Elementarny krok simplexovej metody
(1) Pre dany simplex S ur¢ime vrcholy P a Py
(2) Uréime t'azisko P.
(3) Zostrojime 2-reflexiu P* vrcholu Py okolo
P, P*=2 P-Py.
(4) Ak f(P*)<f(Py), potom Py «—P*, v opacnom
pripade vykoname redukciu simplexa
okolo vrcholu P;.

Kroky (1-4) opakujeme tak dlho, az
AF)-RF)<e

kde € je malé kladné ¢islo (presnost)
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Diagramaticka interpretacia elementarneho
kroku simplexovej metody

reflexia redukcia
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Konstrukcia pociato¢ného simplexu

Mame zadany jeden vrchol P, a dizku hrany d
P=P+dE, (prei=12,...,n)
=K

N+
kde "body" E; su zadané ako jednotkové smerové
vektory

E =(100,...0)
E, =(010,...0)
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Algoritmus simplexovej metody

read(Po,d, ¢, Knax) ;
S:=initial set of simplex
vertices;
norm:=o; k:=0;
while (norm>g) and (Kk<kqm.x) do
begin k:=k+1;
Py-=arg max f(P);

P .:=arg min f(P);
norm:=abs(f(Py)-f(PL));
*-=2P-Py;

it T(P*)<F(Py) then
S:=(S—{PyP)+{P*} else
simplex 1s reduced;

end;
write(P.,F(P));
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Diagramatickeé znazornenie priebehu
simplexovej metody

Poznamka: V priebehu simplexove; metody
dochadza cCasto k redukcii simplexu, t.j. stava sa
stale menSim a mensSim. Tato skuto¢nost’ podstatne
znizuje efektivnost’ simplexove] metody v blizkosti
minima.

Matematika | pre PGS, Prednaska 3 10



2. Modifikacia simplexovej metody -AMEBA

V Standardnej verzii simplexove] metody relativne
casto dochadza k redukcii simplexu, t.j. spolmaluje
sa rychlost’ metody. Tento nedostatok odstranuje
modifikacia simplexovej metody - améba, v ktorej
je simplex dynamicky meneny v zavislosti na
povrchu minimalizovanej funkcie.
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Diagramaticka vizualizacia
elementarneho kroku améby

3-reflexia 2-reflexia

3/2-reflexia P

1/2-reflexia

redukcia
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Algoritmus améby

read(Pq,d, e, Knax) ;
S:=initial set of simplex
vertices;
norm:=co; k:=0;
while (norm>g) and (k<k;.x) do
begin k:=k+1;
Py-=arg max f(P);
P :=arg min f(P);
norm:=abs(fF(Py)-T(PL));
P*:=2P -Py;
1T T(P*)<Ff(PL) then
begin P**:=3P-2Py;
it F(P**)<F(P*) then
S:=(S-{Py})+H{P**} else
S:=(S-{Pu})+{P*};
end else
it F(P*)<F(Py) then
P**-=-1/2P+3/2P else
P**:=1/2Py+1/2P ;
i1t f(P**)<F(Py) then
S:=(5-{Py})+H{P**} else
simplex 1s reduced;
end;
write(P.,T(P));
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Diagramatické znazornenie priebehu améby
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3. Stochasticka simplexova metoda

Modifikacia Standardnej simplexove] metody sop
stochastickymi prvkami, ktora je vhodna na
hladanie globalneho minima.

CRS - Controlled Random Search
W.L.Price (1965)
prototyp modernych stochastickych
optimaliza¢nych metdd

Populacia bodov P (|P|>>n)
P = {P,Fg ,...,Pm}

Body z populacie P s maximalnou resp.
minimalnou funkénou hodnotou su

Frax = argmax f(F)

PP

Py = arg min (P

PP
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Simplex S obsahuje n+1 bodov nahodne
vybranych z populécie P
S={R.R, ,..~R,

aq 77 Op O 41

}CP

Standardnym postupom zostrojime 2-reflexiu P* v
danom simplexe S .

Elementarny krok stochastickej simplexovej
metody

(1) Z populacie P ndhodne vyber n+1 bodov,
ktoré tvoria simplex S.

(2) V ramci simplexu S zostroj 2-reflexiu P*
podobne ako v Standardnej simplexove]
metode.

(3) Ak f(P*)<f(Ppax) , potom bod Pp,,x zamen
za reflexiu P* (t.). populdcia P sa
modifikuje, P<—(P\{Pp.x} )V {P*}.

Kroky (1-3) opakuj tak dloho, az st splnené
podmienky ukoncenia algoritmu.
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Algoritmus stochastickej simplexovej metody

read(m, ¢, Knax) ;
P:=randomly generated population
composed of m points;
norm:=ow; k:=0;
while (norm>g) and (k<kqm.x) do
begin k:=k+1;
norm:=abs(F(Pnax) -F(Pnin)) ;

S:=randomly seelcted simplex
from the population P;

P*:= reflexion of S;

It T(P*)<f(Phax) then

P:=(P\{Pnax}){P*};
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Tri po sebe iduce elementarne kroky
stochastickej simplexovej metody

Matematika | pre PGS, Prednaska 3

18



Schematické znazornenie populacii pre
rozne etapy stochastickej simplexovej
metody

Pociatocna populacia

Konecna populacia

<=
)

Poznamka: S rastom iteraCnych krokov metody,
"priemer" populacie sa zmenSuje v dosledku toho,
ze sa vzdy odstranuju "okrajoveé" body Pjpax.
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4. Definicia gradientu

Studujme funkciu

F(A)=fx,+Ln)

kde X=(X,X5,...,xp) € R" je dany bod (vek-
tor) a n=(n10,n20 ,...,/7,3) e R” je normalizovany

smerovy vektor (|n|=1). Funkcia F(A) popisuje
"zuzenie" funkcie f(X) na priamku p definovanu
bodom X, a smerom nN.

p

Derivacie tejto funkcie podla premennej A je
ur¢ena vztahom

F'(\)=grad Ax,+An)-n
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Vyraz grad f(X) sa nazyva gradient funkcie f v
bode X a je definovany ako vektor, ktorého
komponenty su 1. parcialne derivacie vzhl'adom k
premennym X, Xo,...,X,

grad A(x) = (af(x) ’af(x) af(x))

s

ox, ~ox, = OX,

Hodnota derivacie F'(A) pre A=0 sa nazyva
derivacie funkcie f(X) v bode X, a v smere n

F(0) = grad A(x,)- n= grad A(x,)| cos(o)
kde @ je uhol, ktory medzi smerom n a grad f(X,)

grad f(x,)
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Geometricka interpretacia gradientu

Budeme Studovat’ nasledujice dva limitné pripady
pre derivaciu v smere, a to (1) smer je paralelny s

gradientom (¢=0) a (2) smer je antiparalelny s
gradientom (=)

F0)|,_, = +grad f(x,) >0
F0)|,_, = —grad f(x,) <0

V smere gradientu grad f(X,) funkcia f(X)
najrychlejsie rastie, podobne, v opacnom smere -

grad f(X,) funkcia f(X) najrychlejSie klesa.
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5. Metoda najprudsieho spadu (steepest
desctent method)

Tato metdda je =zaloZzend na geometricke)
interpretacii  gradientu, ako smeru v ktorom
funkcia najrychlejSie rastie. Budeme hladat
minimum funkcie f(X) , metdéda najprudsieho spadu
je zalozena na nasledujucej rekurentnej formule

Xy.1 = X; — hgrad Ax;)

kde kladny parameter A>0 je urCeny tak, aby
platilo f(X:1)<f(Xy). To znamena, ze tento
parameter je ureny dvoma protichodnymi
podmienkami, a to dostatoCne maly, aby platila
predchadzajica nerovnost’ a sucasne dostatocne
velky, aby bola zabezpeCena dostatocna rychlost’
konvergencie metddy.
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Graficka ilustracia
metody najprudsieho spadu

X;=X,-\gradf(x,)
grad f(x,)

X, = X, — \.grad f(x,)

Stratégia pre vol’bu parametra A
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Ak plati (X )>f(X) (tj metdoda prestava
monotdénne konvergovat’), potom parameter A sa
zmensSi

A<—oa-A
kde 0<a<l1.

Algoritmus gradientovej metody najprudsieho
spadu

read(xﬂ\«,g,a,kmax);
norm:=ow; k:=0;
while (norm>g) and (k<k,.x) do
begin k:=k+1;
X" i=x-A*gradf(x);

norm:=|x-x"|;

1T f(xX")>F(X) then
AI=0™A;

XI=X";

end;
write(X,f(x));

Graficka vizualizacia
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metody najprudSieho spadu

Metoda sa stava velmi pomalou v blizkosti
minima alebo na "plochych" usekoch.
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