2. kapitola

Zakladné pojmy evolu ¢€énych
algoritmov -
optimaliza €ény problém a kdédovanie

2.1 Optimaliza €ény problém
Nech funkcia
f:D-R (2.1a8)

D= I%l[ai by =[ay.by] *x[a, b, ]%..X[a,,b,] (2.1b)

zobrazuje n-rozmernu kocku D (karteziansky produkt uzavretych intervalov [a;,bj]) na realne &islo yOR,
(pozri obr. 2.1).
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Obrazok 2.1. Schematické znazornenie zobrazenia f , ktoré
priradi kazdému n-rozmernému vektoru x[OOD realne cislo
yOR

Této funkcia je ohrani¢ena dvoma podmienkami:

(1) Existuje taky algoritmus, ktory funkciu f "vypocita dostato¢ne rychlo" s pozadovanou
presnostou pre kazdé xOD (hovorime, Ze funkcia f je dobre vypocitate/na).

(2) Pre kazdu dvojicu lokalnych minim x4, X,[0D vzdialenost |x;-X,| je vaéSia ako dané kladné
Cislo 3>0, [x1-Xx,|>d (pozri obr. 2.2). Podmienka ohrani€uje zhora pocet lokalnych minim funkcie f, ktoré
sa vyskytuju na kocke D. Nie je mozné, aby sa v fubovolnom okoli minima funkcie vyskytovalo iné
minimum, pre urcité malé okolie minima funkcie vysSie uvedena podmienka |x;-X,|>0 by prestala platit.
Podmienka automaticky vylu€uje z triedy pripustnych funkcii tie funkcie, ktoré su "fraktalového" typu,
t.j. v kazdom okoli nejakého minima sa nachadza aspon jedno iné minimum.

Globalne minimum funkcie f na kocke D je uréené vztahom

Xopt = arg rpDiQ f(x) (2.2)

N&jdenie globalneho minima pouzitim klasickych optimalizaénych metéd [1-3] (gradientovych a
negradientovych) patri medzi obtiazne numerické problémy pre funkcie, ktoré nie su ohrani¢ené
dalSimi podmienkami (ako napr. ze f(x) je konvexn& funkcia na oblasti D). Z tychto dévodov sa v
sUcasnosti [4,5] pri rieSeni problému (2.2) €asto pouzivaju tzv. evolucné optimalizacné algoritmy, ktoré
poskytuju rieSenia blizke globalnemu, alebo s nim totozné.
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Obrazok 2.2. llustracia druhej podmienky kladenej na funkciu f.
Vzdialenost medzi kazdou dvojicou minim x; a xp je vacSia ako
predpisané kladné &islo &, [x1-x2|>6 .

Priklad 2.1 . Nech funkcia f(x) ma tvar

f(x) = e 092 sin(mx)
pre m=2,5,10 a x/]-10,10]. Pouzitim programovych systémov typu MAPLE [6] alebo MATHEMATICA

Zistite horné odhady konstant o (pozri podmienku 2 z kapitoly 2.1) funkcie f(x) pre r6zne hodnoty
parametrov m.
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Obrazok 2.3 . Geometricka interpretécia binarnych vektorov dizky k=3
pomocou vrcholov kocky. Dva susedné vrcholy odpovedaju binarnym
vektorom, ktorych Hammingova vzdialenost je jednotkova (t.j. vektory
sa liSia len v jednej polohe).

Binarna verzia funkcie (2.1) ma tvar
ffon* - R (2.3a)

Téato funkcia je definovana nad mnoZinou binarnych vektorov dizky k, kazdému binarnemu vektoru
zobrazenie f priradi realne ¢islo z mnoziny R

y =f(a) (2.3b)
Kardinalita mnoZiny binarnych vektorov dizky k je uréena vztahom
o[ =2" (2.4)

To znamena, Zze “dimenzia" priestoru vSetkych moznych binarnych vektorov diiky k rastie
exponencialne s dizkou k. Jednoducha geometricka interpretacia binarnych vektorov dizky k=3 je
znézornena na obr. 2.3.

Priklad 2.2. Nakreslite analdég kocky na obr. 2.3 pre k=4.

Priklad 2.3. NapiSte program (Pascal alebo C) na systematickeé prehfadavanie vsetkych binarnych
vektorov dizky k pomocou metddy spatného prehfadavania (backtracking) [8] (pozri Algoritmus 2.1).



procedure Backtrack_Searchi ng(out put : fgp, Oopt);
begin fop: =00; p:=1; U =1;
whil e p=1 do
if Uz=0 then
begi n ap: =Uy; Ut =Up- 1;
if (p=k) and (f(a)<fqy) then
begin fou: =f(a); dg: =0 end el se
i f p<k then
begi n p:=p+1; U: =1 end;
end el se p:=p-1;
end;

Algoritmus 2.1 . Implementacia metédy spétného prehladavania pre rieSenie

optimalizacného problému (2.5). Priebeh algoritmu pre k=3 je znazorneny na
obrazku 2.4.
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Obrazok 2.4. Diagramatické znazornenie algoritmu 2.1 spatného prehladavania
pomocou binarneho stromu.

Analég optimalizaéného problému (2.2) pre binarne vektory ma tvar
Oop =arg min f(a) (2.5)
aj{0.1}
Vo vSeobecnosti, globalne optimum O, Sa najde po preskusani vSetkych moznych binarnych vektorov
dizky k. Obrazne povedané, problém (2.5) vyrieSime tak, Ze sa ur€itym systematickym spdsobom
pohybujeme po vrcholoch k-rozmernej hyperkocky (pozri obr. 2.3) tak, Ze navstivime vSetkych 2
vrcholov. Algoritmicky tento pristup mdéze byt implementovany pomocou metédy spatného

prehladavania [8], pozri algoritmus 2.1. CPU &as potrebny na rieSenie optimalizanej ulohy (2.5) je
potom Umerny kardinalite priestoru rieSeni

tepy 02K (2.6)

2.2 Binarna reprezentacia realnej premennej
Nech binarny vektor  dizky k

a =(a,0,...0,)0{0 5" 2.7)
je interpretovany ako celé ¢islo



k
int(a)=» a2 =
Z;‘ (2.8)
=a, 2% +a,2% %+ +a, 2 +a,
K tomuto celému ¢&islu jednoduchym spbsobom priradime reélne C&islo, ktoré méze byt chapané ako
aproximécia realneho ¢isla xO[a,b]

x=real(a)=a+ ok a int(a) (2.9)

Tato konstrukcia raciondlneho &isla asreal(a)sb z binarneho retazca a dizky k je formalne
interpretovana ako "transformacia" binarnej reprezentacie na "realnu" reprezentaciu, kde zostrojené
racionalne &islo real(a) aproximuje pozadované reélne &islo x s presnostou (b-a)/2-1. Interval [a,b]
obsahuje m=2% bodov x;=a, x2:a+(b-a)/(2k-1), xi:a+(i-1)(b-a)/(2k-1), ..., Xp=Db, pozri obr. 2.5 a tab.
2.1.

t
a=x, x, X, X,: b=x,

Obrazok 2.5. Realna premenn& x z uzavretého intervalu
[a,b] v binarnej reprezentacii je aproximovana bodmi x1, Xz,
..., Xm, kde pocet bodov m=2%. Presnost tejto aproximéacie je
uréena dizkou binarnych retazcov k, vzdialenost medzi
dvoma susednymi bodmi je (b—a)/(zk—l).

Inverzna transformacia k formule (2.9) ma tvar

Tabulka 2.1.
No. o int(a) | real(a) a (Gray)

1 000 0 0 000
2 001 1 1/7 001
3 010 2 217 011
4 011 3 3/7 010
5 100 4 a/7 110
6 101 5 5/7 111
7 110 6 6/7 101
8 111 7 1 100

: _[x-a k4]

int(at) -[b - a(z 1) (2.10)

kde symbol [x] je cela ¢ast redlneho &isla x (napr. [1.11=1 a [1.91=1). V désledku toho, Ze asxsb,
zlomok (x-a)/(b-a) lezi v uzavretom intervale [0,1], ak int(a)=0, potom x=a, ak int(a)=2k—1, potom x=b.
VySSie uvedena binarna reprezentacia ma jednu podstatni nevyhodu. Dvojica binarnych
retazcov, ktoré si odlisSné vo vSetkych polohach bitovych premennych méze odpovedat dvom
susednym celym c&islam (pozri napr. tab. 2.1, kde komplementarne binarne retazce a; =(011) a
0,=(100) su interpretované ako celé Cisla int(a; )=4 resp. int(a, )=5). Tato nevyhoda Standardného
binarneho kodu je odstranena pouzitim tzv. Grayovho kédu [9]. Jeho zakladnd myslienka spociva v
tom, Ze kdduje binarne cisla tak, Zze dve susedné celé ¢isla si binarne reprezentované retazcami,
ktoré su rozne len v jednej polohe binarneho retazca (pozri tab. 2.1, kde napr. binarne retazce
a,=(010) a d,=(110), ktoré sa liSia len v prvej polohe retazca, odpovedaji susednym celym &islam

int(a,)=4 resp. int(@,)=5. KonStrukcia raciondlneho ¢&isla z intervalu [a,b] (ktoré, ako uZz bolo

povedané vysSie, aproximuje realne cislo asx<b) sa zaklada na tom, Ze v Grayovom kdde binarneho
¢isla najprv pretransformujeme do Standardného kédu a az potom sa pouzije vztah (2.9)

:k'_alint(a) (2.11)

x =real(d)=a+

kde 6=(&1,62,...,ak) je binarny retazec zostrojeny pomocou Grayovho kédu a int(d) je

odpovedajlce celé ¢islo priradené retazcu @



int(a) =int(a) (2.12)
kde jednotlivé komponenty retazca o =(0,0,,...,0) sU uréené pomocou zloZiek retazca

o =(@,,05,....0, ) (pozriobr. 2.6)
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Obrazok 2.6 . Transformécie Grayovho kddu na Standardny kéd (A, pozri (2.13)) resp. Standardného kddu
na Grayov kod (B, pozri (2.14)) pouzitim algebraickej operacie "xor" reprezentovanej trojuholnikmi.

a, =0,
a,=0,0d,=a,0d,
a;=0,00,00; =0, 00, (2.13)

a,=a,0a,0..00, =a,_, 00,
kde binarna operacia "0" je definovana ako "xor" sucet binarnych ¢isel, 000=0, 001=1, 100=1 a
101=0. Tieto vztahy (2.13) m6zu byt jednoducho verifikované na prikladoch z tabufky 2.1. Posledny
stlpec tejto tabulky (Grayov kéd) je pouzitim formual (2.13) pretransformovany na druhy stlpec

(Standardny kéd). Inverzna transformécia vzhfadom k (2.13) (t.j. konStrukcia Grayovho kédu zo
Standardného kddu) sa jednoducho urci ako rieSenia rovnic (2.13)

a, =a,

a,=a,0a,

a; =a, 0a, (2.14)
a0y = 0oy Doy

Priklad 2.4. Napiste program, ktory transformuje binarne vektory dizky k na reélne ¢isla z intervalu
[-10,10], pricom sa vyuziva tak Standardné, ako aj Grayovo kddovanie. Suc¢astou programu nech je aj
inverzna transformacia vypocitaného realneho ¢isla na binarny tvar. Tento zostrojeny binarny vektor
musi byt totozny s binarnym vektorom, ktory vstupoval do programu. Zreprodukuijte tabu/ku 2.1 a
zostrojte pomocou programu jej rozSirenu verziu pre k=4.

Priklad 2.5. Ak& musi byt dizka binarnej reprezentacie premennej funkcie f(x) z prikladu 2.1, ak
chceme ziskat' vysledky s presnostou 102 ? Je vysledok kompatibilny so ziskanymi hodnotami
konstant dz prikladu 2.1?

2.3 Transformacia spojitého optimaliza  €ného problému na

binarny optimaliza ény problém
NaSou hlavnou dlohou je riesit spojity optimalizany problém (2.2) pre globalne minimum funkcie f(x)
na oblasti D. Pre dalSie Gvahy o pouziti evoluénych algoritmov k rieSeniu tohto problému bude uZzitoéné
pretransformovat’ tento spojity optimalizacny problém (2.2) na binarny optimalizacny problém (2.5).
Predpokladajme, Ze kazda z n premennych vektora x(ID je vyjadrena v binarnej reprezentacii bitovym
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vektorom dizky k. To znamena, Ze vektor xOD je v binarnej reprezentacii vyjadreny bitovym vektorom
dizky kn, pozri obr. 2.7. Nech funkcia f vyhovuje druhej podmienke z odseku 2.1 pre danu kladnu
konstantu 8. Budeme predpokladat, Ze diZzka binarnej reprezentacie k je zvolena tak, Ze plati

(bi-a)
s
Tato podmienka pozaduje, aby minimalna vzdialenost medzi dvoma minimami funkcie f(x) na oblasti D
bola 0 mnoho vacsia ako "presnost” binarnej reprezentécie pre kazdi premennu vektora x[D.

5>> (pre i=12,..,n) (2.15)

23] - K[1]23] - IR I [1[23] - k]
V4 Vv —
X X, X

Obrazok 2.7. Schematické znazornenie vektora xOD (obsahujuceho n komponent) a
jeho binarnej reprezentacie pomocou bitovych vektorov dizky k. Vysledny bitovy vektor
ma dizku kn.

Prechod od binarneho vektora a=(a,0,, ..., akn)D{O,l}k" k spojittmu vektoru x=(X1,Xz,..., Xn)OD

moZe byt formalne chapany ako transformacia
r:{on* - D (2.16a)
x=T(a) (2.16b)
ktord zobrazuje mnoZinu binarnych vektorov dizky kn na body - n-tice realnych Cisel z kocky D. Ina¢
povedané, koneéna mnoZina (2k”) binarnych vektorov dizky kn je reprezentovana pomocou zobrazenia

I bodmi, ktoré mbdzu byt na oblasti D usporiadané do ortogonalnej mriezky, pozri obr. 2.8.
Minimalizaény problém (2.2) pri pouziti binarnej reprezentacie n-rozmernych vektorov x sa teda

realizuje na konecnej mnoZine diskrétnych bodov. Oznatme ., binarny vektor dizky kn, ktory bol

ziskany rieSenim optimalizacného problému (2.5), pricom funkcia f tohto problému je totozna s

funkciou f v optimalizaénom probléme (2.2)

Ao =arg min f(M(a)) (2.17a)
a0 "

Vektor realnych premennych priradeny tomuto bindrnemu vektoru je iom:r(aom). Budeme

predpokladat, Zze presnost binarnej reprezentacie (t.j. pocet bitov k rezervovanych pre kazdu reélnu
premennd) je taka, ze vektor X, je blizky presnému rieSeniu xq, spojitého optimalizaéného problému

(2.2) funkcie f nad oblastou D, pozri obr. 2.8.

Xopt = Xopt = (@ gpt) (2.17b)
X2
A
by,|---- oo 0o
® 6 06 06 0 o0 ¢
o 06 06 0 0 0 ¢
o 6 06 0 0 o0 ¢
o 6 06 06 0 0 o
a,r---- 00000
: ' X
a1 b1 '

Obrazok 2.8. Oblast D je aproximovana ortogonalnou
mriezkou bodov, ktoré maji binarnu reprezentaciu
vyjadrent pomocou kn-rozmernych vektorov.

Presnost rieSenia optimalizacného problému (2.2) pri prechode zo spojitej reprezentacie k
binarnej reprezentéacii zavisi na konstante k, ktora uréuje dizku binarnych vektorov reprezentujdcich
jednotlivé redlne premenné. Ak funkcia f obsahuje méalo minim, ktoré suU dostato¢ne navzajom
izolované (konstanta o je velkd, pozri obr. 2.2) a "Siroké", konStanta k nemusi byt velka. AvSak, ak
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funkcia f obsahuje mnozstvo minim, ktoré lezia blizko seba (konStanta & musi byt mald), potom
konStanta k musi byt pomerne velka. Ortogondlna mriezka bodov nad oblastou D, ktoré su
generované zvolenou binarnou reprezentaciou redlnych premennych, musi byt dostato¢ne jemna, aby
sa postihli a odliSili blizko seba leziace minima funkcie f.

Y 'Y
@ @

/0

4
Obrazok 2.9. Konturovy graf funkcie f nad oblastou D, ktord je v binarnej
reprezentacii aproximovana ortogonalnou mriezkou bodov. Presné minimum funkcie
f nad oblastou D je oznagené Xop, minimum funkcie f nad bodmi ortogonalnej

mriezky je oznacené iom. Vychadzajuc z podmienky, Ze parametre binarnej

reprezentécie boli zvolené tak, aby vhodne aproximovali oblast D (dizka k binarnych
vektorov je dostato¢nd), potom vektor iopt dobre aproximuje presné rieSenie Xopt .
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