Prednaska 3

Optimaliza&né metody pre funkcie
n-premennych

Studujmerealnu funkciu n-premennych
f:R" - R

NasSou Ulohou bude ndjgaké x,n{JR" , pre ktoré
ma funkciaf minimum

X o = arg min f(x)

opt
Tuto ulohu budeme rigSpomocou:
(1) gradientovych metod

(2) negradientovych metod

Typickym predstavittom negradientovych metod
na Hadanie minima funkcii n-premen-nych je
simplexova metoda.
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1. Simplexova metdda

Pod simplexom v n-rozmernom priestoreR"
rozumieme mnozinu n+1 bodov - vrcholov,dom
kazda dvojica vrcholov je spojena hranou.

—
n=1 n=2 n=3
Formalne, simplex vyjadrime ako mnozinu

S={P,P,....P 4 OR"

Hovorime, ze simplex S jaedegenerovany ak
ziadny z vrcholov nelezi v rovine obsahujucej
ostatné vrcholy simplexu

-----}-o
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Podmienka pre nedegenerovany simplex mbéze by
preformulovana tak, ze n vektorov

P,-P,P,-P,....RP,-P,P. — P,
je linearne nezavisla. Nech bBdma tento tvar
P :(xi'),xz'),...,xﬁ]'))

potom podmienka linearnej nezavislosti mézé by
vyjadrena pomocou podmienky nenulovosti
deteminantu

x2-x®  x@ X x() - xW

3 1 3 1 3
x3—x X -xP x(® - xM 0
XM XD (MY @ x (MY — x )

Priamka v priestore je utena dvoma bodni, a
Pg
P, =(1-a)P, +oP;

kde alJR je parameter priamky, platP;=P, a
P1:PB.

Matematika | pre PGS, Prednaska 3 3



Priamka je orientovana v zmysle rastuceho

parametran

Tazisko simplexu S je &ené ako "aritmeticky
priemer" jeho vrcholov

n+1

n+1| =1

Funkiné hodnoty minimalizovanej funkcié na
vrcholoch simplexu ozriame

Fi=1(P),F, =1(Py), ..., Fn = f(Py), Frut = f(Pya)
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Medzi vrcholmi simplexa odliSime dva vrcholy,
vrhol P. a vrchol Py, v ktorych ma funkciaf
maximalnu resp. minimalnu hodnotu

P, =arg rg%x f(P)

P = in f(P
L =argmin f(P)

V simplexove] metode hra doélezitu uloltazisko
vrcholov simplexu okrem vrcholBy

5:E(Elpi —ij

N\ i=1
a-reflexia vrcholuPy vzhtadom ktaziskuP

P, =(1-a)P, +aP
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Redukcia simplexu S vziadom k vrcholuP,

Pi':%(Pi *R) (prei=12,...n,n+])

Elementarny krok simplexovej metody
(1) Pre dany simplex S ¢ime vrcholyP_ aPy
(2) UrgimetaZiskoP.
(3) Zostrojime 2-reflexid* vrcholu Py okolo
P,P*=2P-Py.
(4) Ak f(P*)<f(Py), potomPy — P*, v opanom
pripade vykoname redukciu simplexa
okolo vrchollP,.

Kroky (1-4) opakujeme tak dlho, az
‘f(PH) B f(PL)‘ <&
kdee je malé kladng&islo (presnod
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Diagramaticka interpretacia elementarneho
kroku simplexove] metody

reflexia redukcia
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Konstrukcia poéiato¢neho simplexu

Mame zadany jeden vrchB}, a dzku hranyd
P=P, +dE; (prei=12,...,n)
I:)n+l = I:)o

kde "body"E; sU zadané ako jednotkové smerove
vektory

E,=(100,...0)
E, =(010,...0)
E.=(000,...])
13
P,
P P,
P,

Algoritmus simplexovej metody
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read(P o,d, &K may);
S:=initial set of simplex
vertices;
norm:= oo; k:=0;
whi | e (norm> ¢€) and (k<k a0 do
begi n ki=k+1,;
P n.=arg max f(P);
P L.=arg min f(P);

norm:=abs(f(P w-f(P L))
pP*:=2 P-Py;
| £ f(P*)<f(P n then
S:=(S-{P HH)+H{P*} el se
simplex is reduced,;
end,
write(P  L,f(P ));

Diagramatické znazornenie priebehu
simplexove] metody

Matematika | pre PGS, Prednaska 3



Poznamka V priebehu simplexove] metody
dochadzacasto k redukcii simplexu, t.|. stava sa
stale mensim a mensim. Tato skuiog’ podstatne
znizuje efektivnassimplexove] metody v blizkosti
minima.

2. Modifikacia simplexovej metody -AMEBA
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V Standardnej verzii simplexovej metody relativne
casto dochadza k redukcii simplexu, t.j. spolmaluje
sa rychlos metddy. Tento nedostatok odsinge
modifikacia simplexove] metddyamebg v ktorej

je simplex dynamicky meneny v zavislosti na
povrchu minimalizovanej funkcie.

Diagramaticka vizualizacia
elementarneho kroku améby
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3-reflexia 2-reflexia P, P
3/2-reflexia P
p* redukcia
1/2-reflexia| “""? P
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Algoritmus ameby

read(P o,d, &K may);
S:=initial set of simplex
vertices;
norm:= oo; k:=0;
whi | e (norm> ¢€) and (k<k a0 doO
begi n ki=k+1;
P H.=arg max f(P);
P L.=arg min f(P);
norm:=abs(f(P w-f(P - ));
pP*:=2 P-Py
| T f(P*)<f(P L) then
begi n P**:=3 P-2P
| £ f(P*)<f(P*) t hen
S:=(S-{P HH+H{P**} el se
S:=(S-{P ) +H{P*};
end el se
| f f(PY)<f(P ) then
pP**:.=-1/2P y+3/2 P el se
**=1/2P wH1/2 P
| T f(P*)<f(P n then
S:=(S-{P ) +HP**} el se
simplex is reduced,;
end;
erte(P L,f(P L)),
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Diagramatické znazornenie priebehu améby
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3. Stochasticka simplexova metoda

Modifikacia Standardnej simplexove] metddy sop
stochastickymi prvkami, ktora je vhodna na
hladanie globalneho minian

CRS - Controlled Random Search
W.L.Price (1965)
prototyp modernych stochastickych
optimalizénych metdd

Populaciabodov P (|P|>m®)
P={P,P,,....,P,}

Body z populacie P s maximalnou resp.
minimalnou funknou hodnotou su

P

ax = argmax f(P)

POP
P . =argmin f(P
min gPEIFP ()
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Simplex S obsahuje n+1 bodov nahodne
vybranych z populacie P

S:{Po‘l’PO‘ ’Pan+1}DP

2,---

Standardnym postupom zostrojime 2-refleRiuv
danom simplexe S .

Elementarny krok stochastickej simplexovej
metody

(1) Z populacie P nahodne vyber n+1 bodov,
ktoré tvoria simplex S.

(2) V rdmci simplexu S zostroj 2-reflexif
podobne ako v Standardnej simplexovej
metode.

(3) Ak f(P*)<f(Pmay , potom bodPax zamea
za reflexiP* (t.j. populacia P sa
modifikuje, R- (P\{Pmax) O{ P*}.

Kroky (1-3) opakuj tak dloho, az su splnené
podmienky ukotenia algoritmu.
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Algoritmus stochastickej simplexovej metody

read(m, &K max);
P:=randomly generated population
composed of m points;

norm:= oo; k:=0;
whi | e (norm> ¢) and (k<k  ma) doO
begi n ki=k+1,;

norm:=abs(f(P max)-f(P  min));

S:=randomly seelcted simplex
from the population P;
P*.= reflexion of S;
| £ f(P*)<f(P max) then
P:=( P\{P mad) O{P*};
end,;
write(Pmin, f(Pmin));
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Tri po sebe iduce elementarne kroky
stochastickej simplexove] metody
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Schematické znazornenie populacii pre
r6zne etapy stochastickej simplexovej
metody

Pociatocna populacia

Konecna populacia

&

Poznamka S rastom iter@nych krokov metody,
"priemer" populacie sa zmensuje v dosledku toho,
Ze sa vzdy odstiaju "okrajove" bodyPmax.
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