7. kapitola

Kombinatorialne optimaliza ¢né
problémy

7.1 Formulacia zakladnych kombinatorialnych
optimaliza énych problémov

Jeden z prvych velkych Gspechov evoluénych algoritmov bolo ich pouzitie pre rieSenie notoricky
obtiaznych kombinatoriélnych problémov, ktorych CPU €as rastie bud’ faktorialovo alebo exponenciélne
s rastom dimenzie problému (hovorime, Ze st NP = "nonpolynomialy" obtiazne [xx]). Budeme Studovat
dva typy kombinatorialnych problémov:

Typ 1. Funkcia f je definovana nad symetrickou grupou Sy zloZzenou zo vSetkych permutéacii N
objektov

f:Sy - R (7.1)
kde permutacie z Sy su definované ako N-tica celych réznych ¢isel
P=(py,Py -1 Py) (7.2)
Optimaliza¢ny problém, ktory je analégom problému (1.2) alebo (1.5), mé tvar
Popt = arg IgnD|Sr1 f(P) (7.3)

RieSenie tohto optimalizacného problému je obvykle velmi obtiazne v dosledku skuto€nosti, Ze
symetricka grupa Sy obsahuje N! permutécii. Z tychto dévodov mdze nastat’ situacia, Zze pre velké N
CPU ¢as zhruba rastie ako N! .

Typ 2. Nech Rs={1,2,...,r} je mnozina obsahujuca prvych r celych ¢isel, jej priamy sugcin RSet
obsahuje N-tice

n=(1m,1,,...Ty) (7.4)
Jednotlivé komponenty tohto vyrazu su celé ¢&isla z uzavretého intervalu [1,r]. Funkcia
f:RY, - R (7.5)
zobrazuje N-tice tna redlne €isla, anal6g optimalizacného problému (1.5) ma tvar
Tt = arg mip f(m) (7.6)

set
V dosledku toho, ze kardinalita mnoziny RSet je ', optimalizadny problém mdze patrit medzi obtiazne

s exponencialnym rastom CPU ¢asu pre velké N. Poznamenajme, Ze pre r=2 sa tento optimaliza¢ny
problém redukuje na oby&ajny binarny problém (1.5).

Typ 1 kombinatorialneho problému bude ilustrovany znamou Glohou obchodného cestujiaceho
(TSP, Traveling Salesman Problem) [xx]. Jeho grafovo-teoreticka formulacia je nasledovna: Nech G je
Uplny graf obsahujuci N vrcholov a N(N-1)/2 hran (spojov). Kazda hrana [i,j] , spajajuca i-ty s j-tym
vrcholom (mestom) je ohodnotena kladnym c&islom d(i,j), ktoré sa interpretuje ako vzdialenost medzi
danymi vrcholmi - mestami. Sluzobna cesta obchodného cestujiceho (Hamiltbnov cyklus) navstivi
kazdé mesto len raz, priCom sa vracia do vychodzieho mesta. Tato cesta je jednoducho uréena ako
permutacia N objektov - miest (7.2), odpoveda ceste, ktora je zahajena v meste p;, potom pokracuje
postupne v mestach p,, ps, ..., Pn, @ Na zaver sa vrati do vychodzieho mesta p,, pozri obr. 7.1. Kazdej
ceste je priradena jej dizka

N
f(P) = d(py., Py +Zd Pi-1:P; (7.7)
i=2
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Hlavnym ciefom Glohy TSP je najst taka cestu - permutaciu Py , ktora poskytuje minimalnu dizku
cesty fop=f(Pop)-

4
P=(1,2,4,3,5,6)

Obrazok 7.1. Cyklicka cesta (Hamiltonov cyklus) na Gplnom grafe,
ktory obsahuje 6 vrcholov. Cesta je reprezentovand permutéciou
P=(1,2,4,3,5,6)

Cesta P mdze byt zmenena na novu cestu P' pomocou stochastického operatora mutacie Oy
Specifikovaného pravdepodobnostou P, Budeme pozadovat, Ze ak cesta P je permutacia, potom aj
nova cesta P' je tieZz permutécia, a naviac ak pravdepodobnost P— 0, potom permutacie P a P' su
identické

POSy = P' =0y, (P)USy (7.8a)
Plim Onui(P)=P (7.8b)

Ako algoritmicky zrealizovat tieto dve podmienky? Jednoduchd metdda algoritmizacie stochastickej
transformacie permutacie na permutaciu je vyjadrena pomocou algoritmu 7.1.

procedur e Permutation_Mutation(input: P; output P");
begin forii=1 toN do p{:=p;;

forii=1 toN do

i f random<P ., then

begi n j:=1+random(N);

aux:= Pi; Pi:=Ppj; Pj=aux

end;
end;

Algoritmus 7.1 . Proceddra pre realizaciu stochastickej transformécie permutécie P na
permutaciu P', tak aby platili podmienky (7.8a-b). Premenna random je nahodné &islo
z intervalu [0,1) generované s rovnomernou distribiciou pravdepodobnosti. Podobne,
random(N) je nahodné celé &islo z intervalu [0,N-1] s rovnomernou distribtciou.

K tomu, aby sa tento typ kombinatotialnych Gloh méhol Studovat gneetickym algoritmom,
musime zaviest eSte operaciu krizenia medzi dvoma permutaciami

(P, ’Q’) = OCI’OSS(P'Q) (79)
ktoré zachovava ich charakter permutécie, t.j. P' a Q' su taktieZ permutacie. Studujme dve permutécie
P a Q n objektov, vyberme bod krizenia a tak, ze 1<a<n

P =(Py-PasPasissPn) (7.10a)

Q=(y,+-Ua:Uasgs+:Cn) (7.10b)
Ked vymenime segmenty, ktoré nasleduju za bodom krizenia, dostaneme dva nové objekty

P =(Pys-Parlast s oCn) (7.11a)

Q= (Cy.---Ga+Pas1 - Pn) (7.11b)



Zial, takto vytvorené objekty nemusia byt uz permutacie. M6Ze nastat situacia, Zze nejaké celé &islo sa
v objektoch P alebo Q vyskytuje dvakrat. Z tohto dévodu je potrebné aplikovat "opravny proces"” [xx]
(nazyvany ciastocné priradenie - partial matching), ktory z objektov P a é vytvori normalne
permutacie (poznamenajme, Ze v literatire [xx] je popisanych mnoho réznych druhov krizenia dvoch
permutacii a spdsobov ich opréav). Definujme zobrazenie fpq tak, Ze komponenty permutacie P, ktoré
boli vymenené, su zobrazené na komponenty permutéacie Q ktoré sa tiez zaCastnili vymeny

foo:Pi - 0 (prei>a) (7.12)
Druhé zobrazenie fop je uréené ako inverzné zobrazenie k fpq , fop :fp'é. Pomocou tychto dvoch

zobrazeni budeme opravovat "pdvodné" Easti v P a é t.j. tie, ktoré lezia pred bodom krizenia. Ak
komponenta p; (pre 1<i<a) nepatri do definicného oboru zobrazenia fgp (to znamena tiez, ze p; sa
vyskytuje v P prave raz) potom p; zostava nezmenené. V opac¢nom pripade, ak p; sa nachadza v
definicnom obore zobrazenia fop , potom p; sa zameni za prvi hodnotu iteranej schémy X.1=fop(Xy),
ktora je mimo defini¢nej oblasti funkcie fqp (iterané rieSenie je inicializované x,=p;). Podobny postup
je aplikovany aj pre opravu pévodného segmentu v é av3ak teraz bude pouZzité zobrazenie fpq .
Pre ilustraciu Studujme krizenie medzi dvoma permutaciami

P=(3451261089,7) a Q=(126108345,7.9)
predpokladajme, ze bod krizenia je a=4. Ak vymenime medzi dvoma permutaciami segmenty po bode
krizenia dostaneme

P=(3451834579) a 0=(126102610897)

Vidime, ze objekty P a é nie sU permutacie, pretoze obsahuju niektoré indexy dvakrat. K oprave
tychto objektov na permutécie zostrojime zobrazenia fop a fpq

¢ 2610879 ¢ 83 4597
= a =
PQ 7|83 4597 12610879
Objekt P opravime pomocou zobrazenia fop a objekt é pomocou zobrazenia fpq. Prvé tri indexy v P’
zamenime za 3-6, 4-10 a 5-8-2. Podobne, prvé indexy 2, 6 a 10 v Q' zamenime za 2-8-5,

63 a 10-4, dostaneme opravené objekty, ktoré uz su permutacie a sU povazované za vysledok
vymeny medzi permutaciami P a Q

P'=(610218345,79) a Q'=(1534,261089,7)
Kombinatorialne Glohy typu 2 budu ilustrované tlohou znamou pod nazvom problém rozkladu
Cisla (NPP, Number Partitioning Problem). Nech Q={q;,95,...,0n} j6 mMnozina obsahujuca N kladnych
realnych ¢isel a nech TTje zobrazenie Q na mnozinu Ree={1,2,...,r}
N:Q - Ry (7.13)

Toto zobrazenie TimdZe byt jednoznaéne vyjadrené ako N-tica 1= (m,,T, ,...,nN) DRS’,“Qt . Jej jednotlivé
komponenty su interpretované tak, ze celé &islo 1 OR. je priradené objektu q; 0Q. Vzhladom k
tomuto zobrazeniu mnozina Q méze byt rozlozenéa na disjunktné podmnoziny

Q=Q,0Q,0..0Q, (7.14a)
kde

Q={a0Qima) =] (7.140)

Podmnozina Q; obsahuje vSetky elementy - ¢isla mnoziny Q, ktoré su zobrazené funkciou Tt na celé
Cislo i. Definujme Gcelovu funkciu

f(m) = - mi .

() m?x Zq miln Zq (7.15)
qR; qo;

Vyjadruje rozdiel medzi maximélnou a minimélnou sumou &isel z podmnozin Q,,Q,,....Qy . Ciefom

NPP ulohy je hladat také zobrazenie 1t ktoré minimalizuje ucelovu funkciu f
Tlop = arg ﬂrSFLEet f(m) (7.16)
Ako nazorne interpretovat tato Glohu? Predstavme si, Zze mame hromadu obsahujlcu N veci,
pricom kazdej veci je priradena cena q1,d»,...,qn. Ciefom je rozdelit tato kopu veci na r hromad tak, aby
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ich ceny (sucty cien jednotlivych veci patriacich do tej ktorej hromady) vykazovali minimélne rozdiely
medzi sebou, pozri obr. 7.2.

Q

[ YV L X
o4 muéveo

[ YVI L X

Obrazok 7.2. Ciefom NPP ulohy je rozdelit hromadu (mnozinu) Q
na r kdp Q1,Qz,...,Qr tak, aby diferencie medzi ich cenami boli
minimalne. Predstavme si partiu r zlodejov, ktora nakradla hromadu
Q veci, pricom kazda tato vec ma urcitd cenu. Po ¢ase si zlodeji
chcl nakradnuté veci rozdelit tak, aby kazdy dostal veci o priblizne
rovnakej hodnoty. Tato Gloha je totozna s Ulohou NPP.

K zobrazeniu Tt mézeme priradit iné zobrazené Tt pomocou operatora mutacie, TC=Omy(TT)
podobnym spdsobom ako pri bindrnej reprezentacii, pozri algoritmus 7.2, pricom pre Pp,.-0 je
vytvorené zobrazenie TU totozné s pévodnym zobrazenim TL

pr ocedur e Mapping_Mutation(input: TG output Tt );
begin for ;=1 toN do
i f random<P . then

T :=1+random(r) else T =T,
end;

Algoritmus 7.2 . Pseudopascalovska procedira realizujica mutéciu zobrazenia Tt
na nové zobrazenie Tt. Premenné random a random(r) st definované podobne
ako v algoritme 7.1.

Operacia krizemia pre tento typ chromozémov je velmi jednoduchd a méze sa priamo
stotoznit' s podobnou operaciou pre binarne vektory (pozri kapitolu 3.3).

Priklad 7.1. V tejto kapitole je popisany pristup k rieSeniu kombinatorialnych Gloh pomocou permutacii
a n-tic prirodzenych ¢isel, ktory sa liSi od Standardnej binarnej reprezentécie rieSeni. Ukazeme, Ze aj v
tomto pripade je binarna reprezentacia stale pouzite/ha.

Permutacia N objektov(kombinatoridlne ulohy typu 1) mdZe byt zadana ako binarny vektor
dizky kN, kde k je také celé é&islo, ktoré zabezpedéuje, aby binarny vektor dizky k bol schopny
reprezentovat’ ¢islo N. Takyto binarny vektor je fahko pretransformovate/ny postupom z kapitoly 1.2 na
vektor N celych cisel z intervalu [0,2k—1]. Potom permutacia P je definovana tak, Ze celociselné
komponenty s usporiadané do nerastiicej alebo neklesajlcej postupnosti. Nech N=5, k=3, binarny
vektor (101]011|001|111|101), jeho celociselna verzia ma tvar (5,4,1,7,5) (pozri Tab. 1.1). Nech
permutacia P je urcena tak, Ze preusporiada tato N-ticu do rastlcej postupnosti, potom P=(3,2,1,5,4).
Nevyhodou tohto pristupu pre kédovanie permutécii je, Ze rovnaka permutacia je urcena rdéznymi
binarnymi refazcami, ¢o mdze spbsobovat’ pomerne mall efektivnost evoluénych algoritmov
aplikovanych na rieSenie kombinatorialnych algoritmov. NapiSte program, ktory binarny vektor
pretransformuje na permutaciu N objektov. Kritickym miestom programu bude program pre
usporiadanie N-tice cisel klesajucej alebo rastlcej postupnosti, preto pouzite nejaky efektivny
algoritmus pre usporiadanie (napr. quicksearch).



Binarna reprezentacia N-tic celych &isel z mnoziny RL, :{1,2,...,r}N (kombinatorialne Glohy
typu 2) méze byt priamo reprezentovana binarnym vektorom dizky kN, kde k je uréené podmienkou
r<2-1. Nech binarny podretazec dizky k reprezentuje reélne &islo z intervalu [1,r], k realnemu éislu x z
tohto intervalu priradime celé éislo z intervalu [1,r] operaciou /x_/ ktora sa nazyva "zaokrdhlenie" (napr.
/11 /1 a /1.8/£2. Pre ilustraciu uvaZzujme N=5, k=3 a r=4 a rovnaky binarny vektor ako v
prechadzajucom priklade (101|011]|001|111|101). Pomocou transformécie (1.16) vektor s realnymi
komponentami ma tvar (3.143, 2.286, 1.429, 4.000, 3.143). Aplikovanim operéacie zaokruhlenia
dostaneme vektor celych ¢isel (3,2,1,4,3). NapiSte program, ktory binarny vektor pretransformuje na N-
ticu celych cisel z intervalu [1,r].

Priklad 7.2. NapiSte programy pre vybrané evolu¢né algoritmy popisané v predchadzajucich

kapitolach, ktoré rieSia Ulohu obchodného cestujiceho (Traveling Salesman Problem). Pouzijte oba

pristupy na kédovanie cesty, tak priamo pomocou permutacie, ako aj pomocou binarneho retazca
(pozri priklad 7.1). Porovnajte efektivnost tychto dvoch réznych pristupov.

Verifikacia vysledkov pre obchodného cestujuceho nie je jednoduchou zalezitostou. Preto sa

| ) 3 4 5 6 7 navrhuju také priklady, kde sme schopni presne odhadnut

1 d/zku optimalnej cesty. Casto sa Studuje ortogonalne mriezka

i

bodov typu NxN, pricom vzdialenost medzi jednotlivymi
) bodmi sa pocita pomocou Hammingovej (L,) vzdialenosti. Na
obrazku je znadzornena mriezka typu 77, ktora obsahuje 49
(3,6) bodov. Hammingova vzdialenost’ (D;) medzi dvoma bodmi s
3 Y ® riadkovymi-stipcovymi indexami (5,3) a (3.6) je |5-3[+|3-6]=5.
5 Dva susedné body leziace na rovhakom riadku alebo st/pci
4 maju jednotkovl vzdialenost.
53 4 Pre tento Speciélny pripad optimalna vzdialenost’ je
5 o —— N2 (pre parme N)
6 fopt =
N? +1 (pre neparne N)
7 Tato formula mdéze byt jednoducho verifikovana pomocou

matematickej indukcie. Dva jednoduché ilustrativne priklady
su znazornené na nasledujucich obrazkoch.

N=4, f =16

opi

N=5, f,=26
Optimalizujte parametre metdd pre rdozne N=4,5,...,10, tak, aby vypoditana minimalna dizka cesty na
ortogonalnej mriezke bodov bola rovna teoretickej minimalnej vzdialenosti skoro so 100%
pravdepodobnostou.

Priklad 7.3. NapiSte programy pre vybrané evolu¢né algoritmy, ktoré rieSia Ulohu rozkladu ¢isla

(Number Partitioning Problem). Pouzijte oba pristupy na kédovanie zobrazenia 77 tak priamo pomocou
N-tice celych cisel, ako aj pomocou binarneho retazca (pozri priklad 7.1). Porovnajte efektivnost tychto
dvoch réznych pristupov.

Podobne, ako v predchadzajucom priklade, navrhneme jednoduchy priklad umoz/iujici priamu
verifikiciu spravnosti (optimalnosti) ziskanych rieSeni. Nech uUloha je uréena parametrami N=100 a
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100

1]

r=10. To znamen4, Ze pocet vSetkych moznych zobrazeni 77je 107" K tomu, aby sa nam podarilo urcit
optimalne rieSenie, predpokladajme, Zze Q obsahuje ¢islo 1 az 10 10-krat. Optimalny rozklad Q na 10
podmnozin Q4, Q,, ..., Qo je taky, Ze kazda z tychto podmnozin obsahuje cisla 1 az 10 prave 1-krat.
Potom cena kazdej podmnoziny je

D q=1+2+.+10=55
qmR;

pre i=1,2,...,10, preto f(7g,)=0. Optimalizujte parametre met6d tak, aby ziskana hodnota Gcelovej
funkcie bola nulova skoro so 100% pravdepodobnostou.

Priklad 7.4 . NapiSte program pre metdédu zakazaného hfadania (pozri kapitolu 1.6) aplikovana na
rieSenie obchodného cestujuceho (TSP), pricom cesta nech je vyjadrend pomocou permutacie.
Transformacné operatory tZ/S su realizované ako permutécie transpozicii dvoch objektov. Operator t;
pbsobi na permutéciu P ako transpozicia objektov i a j,

t;P = ty(Pysoes Py Py s P ) = P = (Proeees Py e s Py oo Py )
pre i<j. Mnozina S potom obsahuje N(N-1)/2 transformacii. Inverzna transformacia t"—_lk transformacii t;
je totozna s touto transforméciou, ti}l =t;. Okolie U(P) priradené rieSeniu - permutécii P obsahuje N(N-

1)/2 elementov
U(P)={P' =tP; 0t 0S}

Ako testovaci priklad pouzite ortogonalnu mriezku bodov - miest, kde sa vzdialenost’ pocéita pomocou
Hammingovej metriky (pozri priklad 7.2). Pokiste sa o optimalizaciu velkosti "s" zakazaného zoznamu
T (tabu listu) a maximalneho poctu iteracii timen,a pre rédzne hodnoty N dimenzie ortogonalnej mriezky
bodov, N=4,5,...,10, tak , aby ste s 95% pravdepodobnostou dostali korektny vysledok (Specifikovany v
priklade 7.2). Podobné Uvahy vykonajte aj pre suboptimalne vysledky, ktoré sa liSia len nieko/ko malo
jednotiek od optimalneho vysledku. Zistite, Ze metdda zakazaného hladanie poskytuje velmi rychle
suboptimalne vysledky, ktoré su velmi blizke optimalnym.

Priklad 7.5. Metéda zakdzaného hlfadania (a nielen tato metéda) je ¢asto v literatire ilustrovana
znamou jednoduchou kombinatorialnou Ulohou najst’ na Sachovnici NxN postavenie N dam tak, aby v
kazdom riadku, stipci a diagonale bola umiestnena prave jedna dama (tj. neexistuje kolizne
postavenie medzi damami). Zlozitost rieSenia tohto problému silne zavisi od zvolenej reprezentacie
postavenia dam na Sachovnici. Jednoducha reprezentacia postavenia dam je pomocou permutacie
P=(p1, P2, ..., Pn). Potom damy na Sachovnici st umiestnené takto: v 1. stipci na p;-tom riadku, v 2.
stipci na p.-tom riadku, atd. Tato jednoducha reprezentacia rozmiestnenia dam na Sachovnici
pomocou permutacii ma vyhodu v tom, Ze v kazdom stipci a riadku $achovnice sa nachéadza prave
jedna dama. Kazdej permutacii N objektov priradime celé nezaporné ¢islo col(P), ktoré odpoveda
poctu diagondlnych kolizii. RieSenie problému je potom takd permutacia P, ktora ma nulovy pocet
kolizii, col(P)=0. Funkcia col(P) je uréena vztahom

N
col(P)=">"[3(p, +i-i,p;)+3(p, =i +1.p;)]
i,j=1
(i<)
kde Ji,j) je Kroneckerovo delta, &i,j)=1, pre i=j, Ji,j)=0, pre i# j. Vypocet zmeny poctu kolizii pri
prechode od permutécie P k novej permutacii P'=t;P v ramci metédy zakdzaného hfadania je uréeny
formulou

N
D (e +i—kopy) (i —i+k,p;) +8(py +i=k,p) +8(py ~ j+k,p))
=1
K#i,j)

=8(p *+i-k,p) =8P —i+k,p) =8Py +—k.pj) =3Py — i +k,p;)]
Numerickd naroc¢nost vypoctu tejto formule je podstatne mensia, ako predchadzajicej formule. Preto je

vyhodnejSie pocitat’ pocet kolizii col(t;P) pomocou tejto formule, za predpokladu, Ze pocet kolizii col(P)
je znamy.

col(P") - col(P) =
k
(



Program z predchadzajuceho prikladu 7.4 upravte tak, aby rieSil tlohu N dam. Pre ilustraciu
tohto algoritmu uvadzame prvé tri iteracné kroky zakazaného h/adania pri rieSeni Ulohy pre N=5. V
nultom kroku bolo nahodne vygenerované postavenie dam na Sachovnici, ktoré ma 4 kolizie. Nova
permutacia P v 1. kroku vznikla z predchadzajlcej permutacie pouzitim transpozicie t;3, pocet kolizii sa
znizil na 2. V 2. kroku pouzitim transpozicie t,5 dostaneme novi permutaciu, ktord uz ma nulovy pocet
kolizii, ¢ize je rieSenim problému.

0. krok 1. krok 2. krok
ol |, kolizie: v kolizie: v kolizie:
V] [e° A 24.34.35,45 o S| 2445 d . %)
4 col(p)=4 - & col(P)=2 2 col{P)=0
P P4 v PE
P=(1,5,2,3,4) P=(2,5,1,3,4) P=(2,4,1,3,5)

Priklad 7.6 . NapiSte program pre metddu zakazaného hfadania rieSiaceho Ulohu N dam na Sachovnici
NN, pricom permutacia P je binarne reprezentovanda (pozri priklad 7.1). Porovnajte efektivnost’ tohto
programu s programom z predchadzajuceho prikladu 7.4.

Priklad 7.7. RieSte Ulohu obchodného cestujiceho pomocou genetického algoritmu, pricom cesta
obchodného cestujuceho je zadana pomocou permutécie. Ako cviéné priklady rieSte konStrukciu
optimalnej cesty na ortogonalnej mriezke bodov s Hammingovou vzdialenostou (pozri priklad 7.2).
Pokuste sa navrhnat’ nova operaciu krizenia medzi dvoma permutaciami, tak, aby vysledné objekty -
potomkovia boli znovu permutéaciami.



