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)XQNFLD I MH RKUDQLÉHQÂ SRGPLHQNDPL

��� ([LVWXMH WDNÞ DOJRULWPXV� NWRUÞ IXQNFLX I

�Y\SRÉÎWD GRVWDWRÉQH UÞFKOR� V SR�DGRYDQRX

SUHVQRV~RX SUH ND�GÊ [∈' �KRYRUÎPH� �H

IXQNFLD I MH GREUH Y\SRÉLWDWH�QÂ��

��� 3UH ND�GÛ GYRMLFX ORNÂOQ\FK PLQÎP [��

[�∈' Y]GLDOHQRV~ _[��[�_ MH YÅÉ{LD DNR GDQÊ

NODGQÊ ÉÎVOR δ!�� _[��[�_!δ� 3RGPLHQND

DXWRPDWLFN\ Y\OXÉXMH ] WULHG\ SUÎSXVWQÞFK

IXQNFLÎ WLH IXQNFLH� NWRUÊ VÛ �IUDNWÂORYÊKR�

W\SX� W�M� Y ND�GRP RNROÎ QHMDNÊKR PLQLPD VD

QDFKÂG]D DVSRÓ MHGQR LQÊ PLQLPXP�
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*OREÂOQH PLQLPXP IXQNFLH I QD NRFNH '

MH XUÉHQÊ Y]~DKRP

x fopt
D

=
∈

arg min
x

x0 5

1ÂMGHQLH JOREÂOQHKR PLQLPD SRX�LWÎP

NODVLFNÞFK RSWLPDOL]DÉQÞFK PHWÔG SDWUÎ YR

Y{HREHFQRVWL PHG]L REWLD�QH QXPHULFNÊ

SUREOÊP\ SUH IXQNFLH� NWRUÊ QLH VÛ RKUDQLÉHQÊ

ÐDO{ÎPL SRGPLHQNDPL

= WÞFKWR GÕYRGRY VD Y VÛÉDVQRVWL >���@ SUL

ULH{HQÎ JOREÂOQHKR RSWLPDOL\DÉQÊKR SUREOÊPX

ÉDVWR SRX�ÎYDMÛ W]Y� HYROXÉQÊ RSWLPDOL]DÉQÊ

DOJRULWP\� NWRUÊ SRVN\WXMÛ ULH{HQLD EOÎ]NH

JOREÂOQHPX� DOHER V QÎP WRWR�QÊ�
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%LQÂUQD YHU]LD IXQNFLH PÂ WYDU

f R
k

: ,01: ? →

y f= αα0 5

7ÂWR IXQNFLD MH GHILQRYDQÂ QDG PQR�LQRX
ELQÂUQ\FK YHNWRURY GÆ�N\ N� NDUGLQDOLWD
PQR�LQ\ ELQÂUQ\FK YHNWRURY GÆ�N\ N MH

01 2,: ?k k=
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2SWLPDOL]DÉQÞ SUREOÊP SUH ELQÂUQH YHNWRU\
PÂ WYDU

α α
α

opt k
f=

∈
arg min

0 1,: ?
0 5

9R Y{HREHFQRVWL� JOREÂOQH RSWLPXP αRSW VD
QÂMGH SR SUHVNÛ{DQÎ Y{HWNÞFK PR�QÞFK
ELQÂUQ\FK YHNWRURY GÆ�N\ N� $OJRULWPLFN\ WHQWR
SUÎVWXS PÕ�H E\~ LPSOHPHQWRYDQÞ SRPRFRX
PHWÔG\ VSÅWQÊKR SUHK�DGÂYDQLD� &38 ÉDV
SRWUHEQÞ QD ULH{HQLH RSWLPDOL]DÉQHM ÛORK\ MH
SRWRP ÛPHUQÞ NDUGLQDOLWH SULHVWRUX ULH{HQÎ

tCPU
k∝ 2



3ULHYLWND �

%LQÂUQD UHSUH]HQWÂFLD UHÂOQHM SUHPHQQHM

%LQÂUQ\ YHNWRU α GÆ�N\ N

α = ∈α α α1 2 01... ,k

k0 5 : ?

MH LQWHUSUHWRYDQÞ DNR FHOÊ ÉÎVOR
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. WRPXWR FHOÊPX ÉÎVOX SULUDGÎPH UDFLRQÂOQH
ÉÎVOR [∈>D�E@
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*UD\RYD ELQÂUQD UHSUH]HQWÂFLD

'YRMLFD ELQÂUQ\FK UH~D]FRY� NWRUÊ VÛ

RGOL{QÊ YR Y{HWNÞFK SRORKÂFK ELWRYÞFK

SUHPHQQÞFK PÕ�H RGSRYHGD~ GYRP

VXVHGQÞP FHOÞP ÉÎVODP�

α�  ����� D α� ����� VÛ LQWHUSUHWRYDQÊ DNR

LQW�α� � � UHVS� LQW�α� � �

7ÂWR QHYÞKRGD {WDQGDUGQÊKR ELQÂUQHKR NÔGX

MH RGVWUÂQHQÂ SRX�LWÎP W]Y� *UD\RYKR NÔGX�

-HKR ]ÂNODGQÂ P\{OLHQND VSRÉÎYD Y WRP� �H

NÔGXMH ELQÂUQH ÉÎVOD WDN� �H GYH VXVHGQÊ FHOÊ

ÉÎVOD VÛ ELQÂUQH UHSUH]HQWRYDQÊ UH~D]FDPL�

NWRUÊ VÛ UÕ]QH OHQ Y MHGQHM SRORKH ELQÂUQHKR

UH~D]FD

~α1 ����� D
~α 2 ����� VÛ LQWHUSUHWRYDQÊ DNR

FHOÊ ÉÎVOD LQW�~α1� � UHVS� LQW�
~α 2� �
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7UDQVIRUPÂFLD VSRMLWÊKR RSWLPDOL]DÉQÊKR

SUREOÊPX QD OLQHÂUQ\ RSWLPDOL]DÉQÞ

SUREOÊP

3UHGSRNODGDMPH� �H SUHPHQQÂ [∈' MH
Y\MDGUHQÂ Y ELQÂUQHM UHSUH]HQWÂFLL ELWRYÞP
YHNWRURP GÆ�N\ N� %XGHPH SUHGSRNODGD~� �H
GÆ�ND ELQÂUQHM UHSUH]HQWÂFLH N MH ]YROHQÂ WDN�
�H SODWÎ

δ >>
−
−

b a
k

2 7
1 62 1

0LQLPÂOQD Y]GLDOHQRV~ PHG]L GYRPD
PLQLPDPL IXQNFLH I�[� QD REODVWL ' PXVÎ E\~ R
PQRKR YÅÉ{LD DNR �SUHVQRV~� ELQÂUQHM
UHSUH]HQWÂFLH�
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7UDQVIRUPÂFLD ELQHUQHM UHSUH]HQWÂFLH QD
UHÂOQH ÉÎVOR MH IRUPÂOQH FKÂSDQÂ DNR
]REUD]HQLH Γ

Γ : ,01: ?k
D→

x = Γ αα0 5

1HFK ~α opt MH ELQÂUQ\ YHNWRU GÆ�N\ N� NWRUÞ ERO
]ÎVNDQÞ ULH{HQÎP RSWLPDOL]DÉQÊKR SUREOÊPX

~
,
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α

opt kn
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∈
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0 1: ?
0 51 6Γ

~ ~xopt opt= Γ αα2 7

x xopt opt opt≈ =~ ~Γ αα2 7
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=ÂYHU\

• 3UHVQRV~ ULH{HQLD RSWLPDOL]DÉQÊKR SUREOÊPX
����� SUL SUHFKRGH ]R VSRMLWHM UHSUH]HQWÂFLH N
ELQÂUQHM UHSUH]HQWÂFLL ]ÂYLVÎ QD NRQ{WDQWH N�
NWRUÂ XUÉXMH GÆ�NX ELQÂUQ\FK YHNWRURY
UHSUH]HQWXMÛFLFK MHGQRWOLYÊ UHÂOQH
SUHPHQQÊ�

• $N IXQNFLD I REVDKXMH PÂOR PLQÎP� NWRUÊ VÛ
GRVWDWRÉQH QDY]ÂMRP L]RORYDQÊ �NRQ{WDQWD δ
MH YH�NÂ� D �{LURNÊ�� NRQ{WDQWD N QHPXVÎ E\~
YH�NÂ�

• $Y{DN� DN IXQNFLD I REVDKXMH PQR�VWYR
PLQÎP� NWRUÊ OH�LD EOÎ]NR VHED �NRQ{WDQWD δ
PXVÎ E\~ PDOÂ�� SRWRP NRQ{WDQWD N PXVÎ E\W
SRPHUQH YH�NÂ�

• 2UWRJRQÂOQD PULH�ND ERGRY QDG REODV~RX '�
NWRUÊ VÛ JHQHURYDQÊ ]YROHQRX ELQÂUQRX
UHSUH]HQWÂFLRX UHÂOQ\FK SUHPHQQÞFK� PXVÎ
E\~ GRVWDWRÉQH MHPQÂ� DE\ VD SRVWLKOL D
RGOÎ{LOL EOÎ]NR VHED OH�LDFH PLQLPÂ IXQNFLH I�



Priesvitka 1

3. prednáška

Genetický algoritmus (GA)

�������� ���	
��� 
	����������

evolúcie v informatike pre konštrukciu
�����	���	����� 	���������



Priesvitka 2

Formalizácie základných pojmov
evolúcie

Populácia P �� ������� 	
��	� ��
��������

P a bp
k= ⊆α α α1 2, ,..., , ,...� � � �

����
 ��
������ α∈P je ohodnotený silou
(fitness)

F P R: → +



Priesvitka 3

Reprodukcia je proces v ktorom z populácie sú
�����������	 ���
��� ��� 
���������

chromozómy α1 a α2 v závislosti na ich sile
���
������� � ������ ����� ���� ������

�
���	��������� ��� ���
����� �������

chromozómy sa reprodukujú na dva nové
chromozómy – potomkov ′ ′α α1 2a

′ ′ =α α α α1 2 1 2, ,� � � �Orepro

���������	
 �����
�� �������	 ��	 ��� �� �  �

�������� a mutáciu. Naviac, tento operátor má
� ����� ���! ���
�� 	
� ��	
���	 �
"#	��� � �� ���	

�� ���������� �	� � �
�� �� �
���	�����������$



Priesvitka 4

Evolúcia je rekurentný proces, v ktorom
populácia chromozómov Pt+1 � ���� t+1 �� ����	


len pomocou predchádzajúcej populácie Pt � ���� t

P R Pt t+ =1 � �



Priesvitka 5

Pseudopascalovská verzia algoritmu evolúcie v
����� ����	
�� �
�	����� �
 Darwinovskom

prirodzenom výbere.

procedure Evolution;
begin t:=0;
      P:=randomly generated population of
         chromosomes;
      while t<tmax do
      begin t:=t+1; Q:=∅;
            while |Q|<|P| do
            begin α1:=Oselect(P);
                  α2:=Oselect(P);
                  if random<Prepro then
                  ′ ′ =α α α α� � ����� � �

� � �� � � �
                  else

                  ′ ′ =( ) ( )α α α α
� � � �
� � ;

                  � � �
� �

:= ∪ ′ ′α α� �;
            end;
            P:=Q;
       end;
       Pfin:=P;
end;
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����������	�
����
���



Priesvitka 7

���
��
�����
�����
������������

����������
�
���������
�����������

• �������� 	�
���
��� �	 �	��	�� �	 �����
�����

optimalizácii celej populácie chromozómov,
�	
�	� �� ����������� 	�
���
��� ��
��	������

náhodne len jeden objekt - chromozóm.

• Ak v procese reprodukcie chromozómov
��	������ ��� ��
����� 
	� �������� 	�
���
���

�� ����� ������� ������������� 	�
���
���

• ������� ����� � ��������� �����	 �������

 �����	
�� ���� ��������! ��
���� � ���������

algoritme je spojená s potenciálnou nevýhodou,
�"
������	�� �������#� �$�� �	� ���%�� ����

ako pôvodný chromozóm.

• & ��������� 	�
���
�� �� ������� ��	�	���

optimálneho riešenia horolezeckého algoritmu
nahradené efektívnejším spôsobom simultánnej
optimalizácie celej populácie chromozómov.



Priesvitka 8

�����
�
���������
���������
��

�������������
�����	�
����� ��

chromozómy kvázináhodne?

• �� �� ��� �	 
��
	���
���	 �
	���� ����
���

��� ��� ��
	�	����� ��	
� ���� �����
��� �����

�	�	� �� ��� � �

��	� �
�����	�	��	��	�

�	������� 	�
���
��� 	����� D� �� ��	
�� �������

optimálne riešenie.

• ��	��
� ��!	
����� ����
� ��
	�	���� �	

procesu reprodukcie kvázináhodne.

• "�
���� �#$��� �	������ $� � 
����

��	��
���	 ��!	
���� ����������� deux ex
machina, ktorý vopred pozná výsledok evolúcie
�	������� ��
	�	���	� � �#$� �����	���

výberom chromozómov do procesu reprodukcie.



Priesvitka 9

Základné pojmy genetického algoritmu -
populácia a sila  chromozómov

• Genetický algoritmus (GA) bol vynájdený v
�������� ��	
��� 
���� ���������� � ��������
�

��

� ����� ���������
������ ������� 

��
��������� ��!�
�
�"�

• Základné princípy genetického algoritmu sú
�
��
�� �����#������� ����$������ �
�������

evolúcie a jej algoritmizácie.

Chromozóm α �� $���
�" ���
�
 #�%��� ��&�" k

α = ∈α α α1 2 01, ,..., ,k
k� � � �

Populácia P �� ���
����&��� �$��������

chromozómy  α

P p= α α α1 2, ,...,� �



Priesvitka 10

������� �	
��
� f �� �������	�
 �	� �������


���
����� �������� ����� k

f Rk: ,0 1� � →

����	�
� ����� �� �
��� ����
��� �����
� �����

�
����� �	� �������
 �����
k

α α
α

opt k
f=

∈
arg min

0 1,� �
� �

Funkcia f "reprezentuje prostredie" v ktorom
existujú chromozómy populácie.

Biologická terminológia: chromozóm α
reprezentuje genotyp ���	����
� �	��	� �� �
����


hodnota f(α) reprezentuje jeho fenotyp. Mierou
úspešnosti ���������
 �� ���� �
����
 ������	 



Priesvitka 11

Chromozóm je tým úspešnejší (má ������ ����),
��� �� ���� �	
��
� ��

��� ���
����� ��
���

∀ ∈ ≤ ⇒ ≥ ≥α α α α α α1 2 1 2 1 2 0, P f f F F: � � � � � � � �

Renormalizovaná sila

′ =
′

′∈
∑F

F

F
P

α α
α

� �
� �
� �

�

′ =
∈
∑F

P

α
α

� � 1



Priesvitka 12

Akým konkrétnym spôsobom
����������
����������
����!�


�������
"������
��
	����

Prvá metóda je jednoduché lineárne zobrazenie
��������� �	
��� �
 ���� �
�� �� �
��������

������������ �������� �	
�	�� �� ����

���

minimálna (maximálna) sila

( ) ( )max min min min max max

min max min max

F F f F f F
F f

f f f f

− −= +
− −

α α

( )min maxf f f≤ ≤α

( ) 1min maxF F F= ε ≤ ≤ =α

Finálna formula pre lineárnu transformáciu
��������� �	
��� �
 ����

( ) ( ) ( )1
1 min max

min max

F f f f
f f

 = − ε + ε − −
α α
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Druhá ������ �� ��	
���
 �� ���
�������

��������� �
���� �
 �������� �
�����
���� ����

Q=(q1,q2,...,q|P|) je taká permutácia chromozómov z
populácie P� ��
�
 ���
����� �
��
�� ���	
 ��

funkcie do neklesajúcej postupnosti

( ) ( ) ( )1 2 |P|q q qf f ... f≤ ≤ ≤α α α

Potom chromozómu 
1qα (

|P|qα )priradíme maximálnu

(minimálnu) silu Fmax=1 (Fmin=ε)

( ) ( ) ( )1
1 pre 1 2

1iqF i P i , ,..., P
P
 = − ε + ε − = −

α



Priesvitka 14

Pomocou �����������	��
�� ��� ������

���������� �������	�� �	������������ 	
����

����������	 ��� ����� ����� �������� ��������	�

�	�����
�� ���������	 ������� ����� ruleta

Chromozóm s indexom i je vybraný
��	���������� ! �� ��� ������� ������	��� ����� z
intervalu [0,1) s rovnomernou distribúciou
pravdepodobnosti platí

1

1 1

i i

k k
k k

F z F
−

= =

′ ′≤ <∑ ∑



Priesvitka 15

Jednoduchá implementácia rulety

�������� ��������������	����	�


��	�� ��
	�������


�����������	��
 �����������	� ′
1F 


�	��
 ���������	������

�
��� ������� ��� ���� ���������� ��

��	�� �	�� !


���������	�������������≤��
�
��� ���
�������������

�����������	������������


�����������	������������ +′i 1F 


���

��������������	��


���


Poznámka: Korektná implementácia algoritmu je
�������� �� 	
������ 
�������



Priesvitka 16

#�$%����
�������&���

Pre chromozómy z populácie P sú definované dve
základné operácie:

1. operácia mutácie a
2. �������� 	�
�����


Majme dva chromozómy α,β∈{0,1}k, operácia
	�
����� ���� �������� �������������� �	�

operátor - zobrazenie, ktorý tejto dvojici
chromozómov priradí dva nové chromozómy o
�����	�� ���	� �	� �������

( ) ( )cross, O ,′ ′ =α β α β



Priesvitka 17

Pseudopascalovská implementácia
��$%����

��������� ����������
��	
� ������	�
��
���������������


�� 

�� �� ������	�
�� ��

��	
� ′αi
�α�� ′βi
�β� ����

�� 

�������	�
���� �� � ��

��	
� ′αi
�β�� ′βi
�α� ����
����

�������� ������	
��� �
���	�� 
������� � �	����	

( ) ( )repro, O ,′ ′ =α β α β

( ) ( )cross, O ,=α β α β�

�

( ) ( )amut mutO O′ ′= =α α β β��



Priesvitka 18

'�����
��$%����

� �������� �	
�� ���
� 
���	��� ��
� ����
������

algoritmu, ak ho odstránime, potom sa nám
����
���� 	�����
��� 
�������� �	 ����� ���
��

horolezeckému algoritmu.

� ������	��� �������	 �������� ����
����

algoritmus od ostatných stochastických
���������� 	�����
��� �
��� � ����� ���������

�����
�� ! ������� ! ������
"��� 
��� ������	��

����������� 
	������ �	 ��� ���� 	 	�������

mutácie na jednotlivé objekty.

� Medzi pracovníkmi zaoberajúcimi sa
aplikáciami genetického algoritmu panuje
������������ �� �#��
������ 
���
� 	�����
���

�� �� ����������
� �����	 	�� �#��
������

����
������ 	�����
�� ��	��� 
 
��� �$���� ��

��������	�� ��������%



Priesvitka 19

'�����
��$%����

(pohlavnej reprodukcie)

� Pohlavná reprodukcia je v prírode všeobecne
��������� 	
���� ��
�� �
���������� 
��	��

našej planéty. Pohlavná reprodukcia je
���������� �
����� ������ ���
����� ���������

� ���	 ����������� ��	
���� �����
����� ����

��� ��
������ �
�������� ��� 
��	� ����� ��

����������

�  ������ ��	
���� �����
����� ��
��������

�������
� � ��!�� �����
���!	� ������� �����

�"������� ����� 
#��
�� ����� �����

komplikovaný spôsob reprodukcie patrí medzi
���
�
�! ����� ����! �

����� ������ 
��	� �


vyšších druhov.
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Jeden z hlavných dôvodov (podporený
dôkladnou matematickou analýzou)
���������� 
��
���� �� ��
�� 
� ��������

�������
��� ���
���� ������ ������

výhodných vlastností, ktoré podstatne
������� ���� �������� � �����
��� �� ��

��� ����� �����
�� ������������ ���

pomocou mutácií.
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Schematické znázornenie
genetického algoritmu



Priesvitka 22

Implementácia genetického algoritmu

��������� ���������	
����
��
���	
 ����� ������������������	���

���������	� 
�������� ����	������
�
	�� �������� ���

���� ��������������� ��

���	
 �������

 ��∅�
���
 �
�������� �� �!�	�����
"� ��������
�
	�� # #�#�# ��

���	
 α���$����������
α	��$����������
	� ��������
��
� �
�


%( )1 2 2, , ,′ ′1α α α α ����

���	
 1 1′ =:α α �

2 2′ =:α α
�
��

{ }: ′ ′= ∪ 1 2Q Q ,α α �

�
��
��� �
	� ���!��
���� �������� ���
��	��		�� �
�


���������������������
�
��

α�����"��� �
�������� �� ��
�
��



Priesvitka 23

Problém zastavenia genetického
algoritmu

�� ������	
� ��
�� �����

��� ����� ������

� t).

2. ����
�� 	
	���� ��	��������
���
��� ������	

w=(w1,w2,...,wk) z horolezeckého algoritmu s
�
�
��� ���� ��������	 P v i-tom kroku
(generácii) obsahuje chromozómy

( )1 2 pP , ,...,= αα α α , kde ( ) ( ) ( )( )2
i i i

i k, ,...,= α α α1α .

Komponenty pravdepodobnostného vektora sú
��
�
� �	���

( ) ( )
1

1
pre 1 2

p
i

j j
i

w j , ,...,k
p =

= α =∑
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Parameter usporiadania definovaný pre takto
������ ���	
���
����
��� 	����� �� �	��

( ) ( )2

1

4
0 5

k

j
j

w .
k =

χ = −∑w

����� ��������� 
 ��������� ��
������ �

�����	��� ����� �� �� 	��
���
�� �� ��� ����
��

������	��� ������ �� ! "��	# �������# ����$

������ �#�� ���������% 
� ��&�� ���� "'� ���#

���
�# �&
��%( ��� ��� �	��� �� ������ ��

�������'�� ��
���� ��������� ��
��� �

�
$������ �$ 
� ��&�� '�
�����(
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Hammingova bariéra

� Dva chromozómy α=(00100...0) a
β=(000111...1) reprezentujú dve susedné celé
�����

� ����	 ��� 
��	�	���� �� ��� ������������ ���

��������� ������ �
� �������	���� ��������	��

�� ����� 

� !����	��������� "� 	�������� ���#���� 	��	����

$�������� �����
� α%&''(''   ') � "� �	����
��

obsahuje chromozómy, ktoré sú blízke alebo
�	�	"�� � $������� �����
	� β=(000111...1).

� Chromozómy populácie (00011∗∗...∗) sa
�������� ����	� � 	���������� ���#���� ���� "�

�	 �����	� �	��� �������*
� ��	�	� �	����
��

$��� 	$���	��� � �����"��� ����� 
��	�	����

β=(000111...1).

� !������	�	$�	�� ����� &'''((∗∗...∗) mutáciou
na (00100∗∗...∗) �� ����� ���� 
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� Evolúcia populácie chromozómov, ktorá bola
inicializovaná chromozómami typu
(00011∗∗...∗�� �� ��� ����	 �
�� �
�
� ���

smerovaná do výslednej populácie, ktorá by
obsahovala optimálne riešenie α=(00100...0), a s
�
������� ��
�������������� ������ � �	����	


β=(000111...1).

� ���� ���������� �
 � �����	
��� 
����	���

�
���
  
��	����
 �
�	!�
 
 ������
���� ��"��

�#�
�	���	� 
��	���
�������	 �����	
�!#�


����	��� �
 ��������
��� "� �
 ���"��


��
��
���! �$���
�	� �	�����
# ���
�
��%
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��� �� ���	
� ����
	����� ���
��� �

genetickom algoritme?

Prvý prístup �� �������	 �� 
����
� operátora
inverzie� �
��	 ����� ������� �������

( )1 2 k, ,...,= α α αα �� ��	 ������� �������

( )1 2 k, ,...,= β β ββ
( )invO=β α

��� ������� ������������ ���� ����� 1 a k< <
(bod inverzie), komponenty binárneho vektora pre
indexy i>a sú zamenené za ich komplementy

[ ]( )

[ ]( )i

pre 1

1- pre 1

i

i

i ,a

i a ,k

 α ∈
β = 
 α ∈ +

�
�����
���	 �
���
�� �������� ���
������

vznikajúce Hammingove bariéry.



 

Ilustračný príklad 
 

Základné pojmy z predchádzajúcej kapitoly budú 
ilustrované jednoduchou implementáciou 
genetického algoritmu s nasledujúcou účelovou 
funkciou 
 

( ) ( ) ( ) [ ]2 100 10 9 0 1x /f x e sin x cos x x ,−= × × ∀ ∈  
 
 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 1/8 2/8 3 /8 4 /8 5 /8 6/8 7 /8 1

010...
001...

A B       
 
 
 
 

(A) Funkcia má tri minimá: (1) x1=0.245322, f(x1)=-0.377681, 
globálne minimum, (2) x2=0.576377, f(x3)=-0.226259, (3) 
x3=0.907692, f(x3)=-0.104824.  

 
(B) Rozdelenie intervalu [0,1] na osem podintervalov rovnakej 

dĺžky. Každému tomuto podintervalu môže byť priradený 
binárny kód.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 1 



 
 
 

No. Schéma Rozdelenie intervalu [0,1] 
       1/8           2/8         3/8         4/8         5/8         6/8         7/8           

1 ∗∗∗...         

2 ∗∗0...         

3 ∗∗1...         

4 ∗0∗...         

5 ∗00...         

6 ∗01...         

7 ∗1∗...         

8 ∗10...         

9 ∗11...         

10 0∗∗...         

11 0∗0...         

12 0∗1...         

13 00∗...         

14 000...         

15 001...         

16 01∗...         

17 010...         

18 011...         

19 1∗∗...         

20 1∗0...         

21 1∗1...         

22 10∗...         

23 100...         

24 101...         

25 11∗...         

26 110...         

27 111...         
 
Obrázok 4.14. Delenie intervalu [0,1] podľa schém, ktorých prvé tri znaky sú špecifikované. Napríklad, schéma č. 20 tvaru 1∗0...určuje 
reálnu premennú z prieniku intervalov [1/2,5/8]∪[6/8,7/8]. 
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Globálne minimum funkcie je približne vyjadrené 
v binárnej reprezentácii chromozómami, ktoré 
obsahujú schémy 001∗...∗ (tieto schémy 
odpovedajú reálnym číslam z intervalu [1/8,1/4]) 
alebo 010∗...∗ (tieto schémy odpovedajú reálnym 
číslam z intervalu intervalu [1/4,3/8]).  
Pretože globálne minimum je v bode 
x=0.245..<1/4, toto minimum sa vyskytuje v 
blízkosti hornej hranici prvého intervalu, čiže 
binárny reťazec odpovedajúci riešeniu je približne 
vyjadrený ako 0011111... . 
 

**...*

0*...*

*0*...*

**0*...*

1*...*

*1*...*

**1*...*

0

0

0

0

1

1

1

1

1/2

1/2

1/2

3/4

3/4

1/4

1/41/8 3/8 5/8 7/8
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Druhý prístup �� �������	 �� 
����
� 
����
��

Grayovho kódu pre binárnu reprezentáciu reálnych
premenných.

Paralelný genetický algoritmus

����
���	 ������
��� �� ��������	 ������
���� �

literatúre existuje mnoho verzií tzv. paralelného
genetického algoritmu  (PGA) v ktorých je

�
������ ��������� �� 
��
�
������� 
�����

evolúcia prebieha "nezávisle" nad týmito
podpopuláciami, t.j. medzi nimi dochádza k
�������� �
�����
����� ��
������� � ����� �
���� ��

vymenia chromozómy. Obvykle, tieto paralelné
������ �� 
�����
���� !� 
��� �� �
������� " ���

spôsob diverzifikácie a intenzifikácie genetického
algoritmu.
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P=P1∪P2∪...∪PM  a  Pi∩Pj=∅, pre i≠j.
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7. prednáška

.RPELQDWRULiOQH�RSWLPDOL]DþQp

problémy

Formulácia základných kombinatoriálnych
RSWLPDOL]DþQêFK SUREOpPRY

-HGHQ ] SUYêFK YH�NêFK ~VSHFKRY

HYROXþQêFK DOJRULWPRY EROR LFK SRXåLWLH SUH

ULHãHQLH QRWRULFN\ REWLDåQ\FK

kombinatoriálnych problémov, ktorých CPU
þDV UDVWLH EX� faktoriálovo alebo
exponenciálne s rastom dimenzie problému
(NP = "nonpolynomialy� REWLDåQH��
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Dva typy kombinatoriálnych problémov

Typ 1. Funkcia f je definovaná nad
symetrickou grupou SN ]ORåHQRX ]R YãHWNêFK

permutácií N objektov

Nf : S R→

kde permutácie z SN sú definované ako N-tica
FHOêFK U{]Q\FK þtVHO

( )1 2 NP p , p ,..., p=

2SWLPDOL]DþQê SUREOpP Pi WYDU

( )arg min
N

opt
P S

P f P
∈

=

5LHãHQLH WRKWR RSWLPDOL]DþQpKR SUREOpPX MH

REY\NOH YH�PL REWLDåQH Y G{VOHGNX VNXWRþQRVWL� åH

symetrická grupa SN obsahuje N! permutácií. Z
WêFKWR G{YRGRY P{åH QDVWD" VLWXiFLD� åH SUH YH�Np

N &38 þDV ]KUXED UDVWLH DNR N! .
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Typ 2. Nech Rset={1,2,...,r` MH PQRåLQD

obsahujúca prvých r FHOêFK þtVHO� MHM SULDP\ V~þLQ
N
setR  obsahuje N-tice

( )1 2 N, ,...π = π π π

-HGQRWOLYp NRPSRQHQW\ WRKWR YêUD]X V~ FHOp þtVOD ]

uzavretého intervalu [1,r]. Funkcia

N
setf : R R→

zobrazuje N-tice π QD UHiOQH þtVOD� RSWLPDOL]DþQê

problém má tvar

( )
N
set

opt
R

arg min f
π∈

π = π

9 G{VOHGNX WRKR� åH NDUGLQDOLWD PQRåLQ\
N
setR  je rN,

RSWLPDOL]DþQê SUREOpP P{åH SDWUL" PHG]L REWLDåQH

s exponenciálnym rastom &38 þDVX SUH YH�Np N.
3R]QDPHQDMPH� åH SUH U � VD WHQWR RSWLPDOL]DþQê

SUREOpP UHGXNXMH QD RE\þDMQê ELQiUQ\ SUREOpP�
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Úloha obchodného cestujúceho

Typ 1 kombinatoriálneho problému bude ilustro-
vaný známou úlohou obchodného cestujúceho
(TSP, Traveling Salesman Problem).

Grafovo-teoretická formulácia je nasledovná

Nech G je úplný graf obsahujúci N vrcholov a
N(N-1)/2 hrán (spojov).

.DåGi KUDQD >i,j ] , spájajúca i-ty s j-tym vrcholom
�PHVWRP� MH RKRGQRWHQi NODGQêP þtVORP d(i,j),
NWRUp VD LQWHUSUHWXMH DNR Y]GLDOHQRV" PHG]L

danými vrcholmi - mestami.

6OXåREQi FHVWD REFKRGQpKR FHVWXM~FHKR

(+DPLOWyQRY F\NOXV� QDYãWtYL NDåGp PHVWR OHQ UD]�

SULþRP VD YUDFLD GR YêFKRG]LHKR PHVWD�
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7iWR FHVWD MH XUþHQi SRPRFRX SHUPXWiFLH N
objektov - miest, odpovedá ceste, ktorá je zahájená
v meste p1� SRWRP SRNUDþXMH SRVWXSQH Y PHVWiFK

p2, p3, ..., pN, a na záver sa vráti do východzieho
mesta p1.

.DåGHM FHVWH MH SULUDGHQi MHM G�åND

( ) ( ) ( )1 1
2

N

N i i
i

f P d p , p d p , p−
=

= + ∑

&LH� ~ORK\ 763 MH QiMV" WDN~ FHVWX �

permutáciu Popt , ktorá poskytuje minimálnu
G�åNX FHVW\ fopt=f(Popt).
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Mutácia permutácie - cesty

Cesta P P{åH E\" ]PHQHQi QD QRY~ FHVWX P'
pomocou stochastického operátora mutácie Omut

ãSHFLILNRYDQpKR SUDYGHSRGREQRV"RX Pmut.

( )N mut NP S P O P S′∈ ⇒ = ∈

( )
0

lim
mut

mut
P

O P P
→

=

SURFHGXUH 3HUPXWDWLRQB0XWDWLRQ�

EHJLQ IRU L� � WR 1 GR ′pi � SL�

IRU L� � WR 1 GR

LI UDQGRP�3PXW WKHQ

EHJLQ M� ��UDQGRP�1��

DX[� ′ip �

′ip � ′jp �

′jp � DX[

HQG�

HQG�

Omut(2,1,4,3,5)→ (2,5,4,3,1)
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.UtåHQLH�pernutácií - ciest

K tomu, aby sa tento typ kombinatotiálnych úloh
PRKRO ãWXGRYD" JHQHWLFNêP DOJRULWPRP� PXVtPH

]DYLHV" HãWH RSHUiFLX NUtåHQLD PHG]L GYRPD

permutáciami

( ) ( )crossP ,Q O P,Q′ ′ =

ktoré zachováva ich charakter permutácie, t.j. P' a
Q
 V~ WDNWLHå SHUPXWiFLH� âWXGXMPH GYH

permutácie P a Q n objektov, vyberme bod
NUtåHQLD a WDN� åH ��a<n

( )1 1a a nP p ,...p , p ,..., p+= , ( )1 1a a nQ q ,...q ,q ,...,q+=

.H� Y\PHQtPH VHJPHQW\� NWRUp QDVOHGXM~ ]D

ERGRP NUtåHQLD� GRVWDQHPH GYD QRYp REMHNW\

( )1 1a a nP̂ p ,...p ,q ,...,q+= , ( )1 1a a nQ̂ q ,...q , p ,..., p+=

äLD�� WDNWR Y\WYRUHQp REMHNW\ QHPXVLD E\W Xå

permutácie.
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0{åH QDVWD" VLWXiFLD� åH QHMDNp FHOp þtVOR VD Y

objektoch P̂ alebo Q̂ vyskytuje dvakrát. Z tohto
G{YRGX MH SRWUHEQp DSOLNRYD" �RSUDYQê SURFHV�

�QD]êYDQê þLDVWRþQp SULUDGHQLH � partial matching),
ktorý z objektov P̂ a Q̂  vytvorí normálne
SHUPXWiFLH �SR]QDPHQDMPH� åH Y OLWHUDW~UH MH

SRStVDQêFK PQRKR U{]Q\FK GUXKRY NUtåHQLD GYRFK

permutácií a spôsobov ich opráv).

3UH LOXVWUiFLX ãWXGXMPH NUtåHQLH PHG]L GYRPD

permutáciami
( )3 4 5 1 2 6 10 8 9 7P , , , , , , , , ,=
( )1 2 6 10 8 3 4 5 7 9Q , , , , , , , , ,=

SUHGSRNODGDMPH� åH ERG NUtåHQLD MH a=4. Ak
vymeníme medzi dvoma permutáciami segmenty
SR ERGH NUtåHQLD GRVWDQHPH

( )3 4 5 1 8 3 4 5 7 9P̂ , , , , , , , , ,= ,

( )1 2 6 10 2 6 10 8 9 7Q̂ , , , , , , , , ,=
9LGtPH� åH REMHNW\ P̂ a Q̂ nie sú permutácie,
SUHWRåH REVDKXM~ QLHNWRUp LQGH[\ GYDNUiW�
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K oprave týchto objektov na permutácie
zostrojíme zobrazenia fQP  a  fPQ

2 610 8 7 9

8 3 4 5 9 7PQf
 

=  
 

8 3 4 5 9 7

2 610 8 7 9QPf
 

=  
 

Objekt P̂ opravíme pomocou zobrazenia fQP a
objekt Q̂ pomocou zobrazenia  fPQ . Prvé tri indexy
v P' zameníme za 3→6, 4→10 a 5→8→2.
Podobne, prvé  indexy 2, 6 a 10 v Q' zameníme za
2→8→5, 6→3 a 10→4, dostaneme opravené
REMHNW\� NWRUp Xå V~ SHUPXWiFLH D V~ SRYDåRYDQp ]D

výsledok výmeny medzi permutáciami P a Q
 ( )6 10 2 1 8 3 4 5 7 9P , , , , , , , , ,′ =

( )1 5 3 4 2 6 10 8 9 7Q , , , , , , , , ,′ =
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Úloha obchodného cestujúceho
QD�PULHåNH���×10
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2UWRJRQiOQD PULHåND ERGRY W\SX 1×1� SULþRP

Y]GLDOHQRV" PHG]L MHGQRWOLYêPL ERGPL VD SRþtWD

pomocou Hammingovej (L1) vzdialenosti. Pre
WHQWR ãSHFLiOQ\ SUtSDG RSWLPiOQD Y]GLDOHQRV" MH

( )

( )

2

2

pre párne

1 pre nepárne
opt

N N

f

N N


= 
 +
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3RK\E�NR�RP�SR�ãDFKRYQLFL




