Hoptieldova siet’

Prednaska “Neuronove siete”
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Neural Networks - A Systematic Introduction

a book by Raul Rojas
Foreword by Jerome Feldman

Springer-Verlag, Berlin, New-York, 1996 (502 p.,350 1llustrations).
http://page.mi.fu-berlin.de/rojas
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John J. Hopfield, Princeton University
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1. Specifikacia neuronovej siete

e Nech neurdnova siet’ ma n binarnych neurdnov, Jej stav je popisany stavovym
vektorom

x=(X,%y 00X, ) €{0,1}

Nech x" = (Xl(t) ,th) ,...,Xr(]t)) je stavovy vektor neurdnovej siete, ktory popiseje

aktivity jednotlivych neuronov v ¢ase t. ~

e Neurdnova siet’ je popisand obnovovacou funkciou
f:{0,1}" —{0,1}"
ktora urCuje stavovy vektor XY pomocou stavového vektora
z predchadzajuceho okamziku X
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K uplnej Specifikacii tejto funkcii musime mat’ zadany aj pociatocny stavovy
vektor x!".

Ilustra¢ny priklad A

11
limitny cyklus
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X, = X, —> X > X

N

Ilustracny priklad B

3

12

x,=1(x,) x,=f(x;) x,="7(x)
Xg = f(xlo) X = f(xll) Xg = f(xlz)
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Systém je asymptoticky stabilny, kazda trajektoria konci v stave Xo.

Ilustrac¢ny priklad C

10 11 12
dva asymptoticky stabilne stavy

xo=T(x5) x,="(x)
(xlo) Xp = f(xn) Xg = f(xlz)

Systém je asymptoticky stabilny, kazda trajektoria bud’ konc¢i v X; alebo v stave Xo.
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S ={X, Xy o0 X5 | :ix1 RS ,XS,XG,Xg,XIO}JUiX4,X7 Xg s X)) ,Xlz}

Y LY
stabilny stav X, stabilny stav x,

Veta. Kazda trajektoria konc¢i bud’ v limitnom cykle alebo v asymptoticky
stabilnom stave

Specialny typ neurénovej siete (podl'a McCullocha a Pittsa, 1943)

X, =t(2wijxj +8ij
j

(620
(§<0) "

0

Asynchronna obnova aktivity: v ¢ase t sa ndhodne vyberie jeden neurdn I, ktorého
aktivita sa obnovi
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X+ (Zw X' +9]

Specialny pripad neurénove;j siete podla McCullocha a Pitsa, ktora ma
e nulové¢ diagonalne vahoveé koeficienty,
e nediagonalne elementy su symetricke,
e aktivity neurénov sa obnovuju asynchronne,

sa nazyva Hopfieldova (neuronova) siet’.

Veta. Hopfiecldova neurénova siet’ ma len asymptoticky stabilné stavy.

Dokaz vety sa vykona pomocou Ljapunovej funkcie
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Ilustracny priklad 1 Hopfieldovej siete

(<0.5,0.5,1.5)
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E(x)=—(XX, = XX +2%X,X, )+(—0.5% + 0.5, +1.5x,)

stav.vektor
(0,0,0)
(0,0,1)
(0,1,0)
(0,1,1)
(1,0,0)
(1,0,1)
(1,1,0)
(1,1,1)

Vlastnosti:

e Spojen¢ orientovanou Ciarou su len take dva stavy, medzi ktorymi je jednotkova
Hammingova vzdialenost’.
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e Stavy moOZeme charakterizovat’ na vstupne (zelené), vystupné (Cervené)
a prechodné (Zlte).

Ilustracny priklad 2 Hopfieldovej siete
9,=0.5

, 9=(0.5,0.5,0.5)
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E(x)=—(XX, = XX, + %X )+(0.5% +0.5x, +0.5X, )

stav.vektor

(0,0,0)

(0,0,1)

(0,1,0)

(0,1,1)

(1,0,0)

(1,0,1)

(1,1,0)

(1,1,1)
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Dokaz vety

Nech stav x” vznikne zo stavu x zmenou aktivity neurénu |

Pre rozdiel Ljapunovych funkcii L(x)—L(x") plati

:_lekwklx,JerkSk wak,x Zx WX + > XSy + %9,

k J#i k=i Kk #i

:——Zx W, X Zx WX + > X9 + X9

k A k=i k #i

Po jednoduchych tpravach dostaneme

L(x)—L(x")=(x —x (Zwk,x ,j (1 2x" )(Zwk,x

K#I K#i
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Budeme diskutovat’ jednotliveé pripade tejto formuly:
(1) Nech (x, =0) > (x/ =1), potom

((x—%)>0) and (ZWkixk—Sij:ei>Oj

k=i

(L(x)-L(x")>0)=(L(x)>L(x"))

(2) Nech (x, =1)—>(x/ =0), potom

((x—x)<0) and ((Zwkixk —Sij =g < oj

ki

(L(x)-L(x")>0)=(L(x)>L(x"))

Tymto sme dokazali, ze kazda asynchronna zmena stavoveho vektora vedie
k znizovaniu Ljapunovej funkcie. Pretoze existuje len kone¢ny pocet stavov, siet’
musi dosiahnut’ stav, v ktorom uZ sa Ljapunova funkcia neznizuje. L]
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Asymptoticky stabiln¢ stavy Hoppfieldovej sieti st ur¢ené podmienkou
f(x)=x

Nech x; je poCiatoCny stav, potom existuje sekvencia stavov, ktoré koncia

v asymptoticky stabilnom stave x

X, :f(xl)’x3 :f(xz):f<f(x1)):f2(x1)’"-’xn :f(xn—l):fn_l(xl)
V(x,)3(n,)V(n=ny) x=rf(x,)

Symbol [x] sa rovna

([X] = ):?) :def (.if = [in f” (x)) -— findlnemu  stacionarnemu

stavu x, ktory lezi na konci
trajektorie s pociatocnym
stavom x.

<~>={xeS;5c=[x]}gS
\ bazén pritazlivosti stabilného

stavu Xx.

n—>0

Hovorime, Ze dva stavy x a y st ekvivalentné ak maji rovnaké finalne stabilné stavy

(x~y)=u ([x]:[y])
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S= &) UE) &)

(X5)

Rozklad mnoziny stavov na bazény Znazornenie trajektorie, ktora zacina
pritazlivosti v stave x; a kon¢i v stabilnom stave x.

Znazornenie povrchu
funkcie energie
Hopfieldovej siete
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Ucenie Hopfieldovej siete

Hopfieldova siet’ méze fungovat’ ako asociativna pamait’. Nech {xk = (x1

mnozina obsahujuca p obrazcov, potom

0 (i=)

Sxat (i)

\_ k:].

Potom obvykle minima energie Hopfieldovej siete su priraden¢ jednotlivym
obrazcom z mnoZiny (existencia fantdomovych minim)
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[lustracia ¢nnosti Hopfieldovej autoasociativnej pamati. Siet’ ma 100 neurdnov, 5
pamatovych vzorov (5 pismen) a deterministickt asynchronnu dynamiku. Na vstupe
je poskodené pismeno H, ktor¢ siet’ vd’aka svojej dynamike perfektne zrekonstruuje.
Graf ilustruje vyvoj prekryvov aktualneho stavu siete s jednotlivymi pamatovymi
vzormi. Pismenom H je ozna¢ena krivka odpovedajuca vyvoju prekryvu pre pismeno
H, ostatné krivky vyjadruja vyvoj prekryvu s ostatnymi vzormi.
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Boltzmannov stroj

Boltzmannov stroj je Specialny pripad Hopfieldove; sieti s asynchronnym
obnovovanim aktivit. Stav i-teho neurdnu je uréeny podla pravidla

(41) {1 s pravdepodobnostou p,
X, =

0 s pravdepodobnostou 11— p.

kde pravdeopobnost’ p; je

P =
2]1 ij J

1+exp| — 7

T’ je kladny parameter nazyvany ,,teplota“.
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Asynchronne obnovovanie aktivit
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1. priklad — hPadanie binarneho vektora

Nech a=(a,,a,,...,a,)e{0,1}" je binarny vektor, ktorého tvar bude zakodovany
v Hopfieldove;j sieti, naSou ulohou bude ngjst’ tento binarny vektor
Poznamka: NajzloZitejSia verzia tejto ulohy ja taka, Ze vektor a je
znamy len ordkulu, ktoréemu mozZeme posielat’ dotazy, ¢i1 dany bindrny
vektor x je totozny sa, dostavame len odpoved’ ano/nie. Takto
formulovana Uloha je neriesitel’na aj pre evolucne algoritmy.

Definujme Ljapunovovu funkciu takto

L(x) :(,an:xi —pjz +ZZ::(XI- -a,)

ktort po jednoduchych tpravach prepiSeme do tvaru

L(x) = —%Zwijxixj + ZSZ.xZ.

%]

kde w,=—22a 9, =2(1- p—aq,), parameter p =|a| $pecifikuje pocet 1" v a..
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2. priklad — rieSenie ulohy obchodného cestujuceho (TSP)

Nech G je uplny neorientovany graf obsahujuci # vrcholov, pricom pre kazdu
dvojicu vrcholov v; a v; pozname ,,vzdialenost™ d; medzi nimi. Uloha obchodného
cestujuceho spociva v tom, Ze h'adame uzavreti hamiltonovsku cestu na grafe G,
ktora ma minimalnu vzdialenost. Nech P =(p,, p,,..., p, ) je permutdcia n objektov,

ktorda ndm Specifikuje uzavreti hamiltonovsku cestu na grafe

pbp—>D0,>...—>Dp,,—>PD,

-

Tuto schému mozeme interpretovat’ tak, Ze cesta je zahajena vo vrchole — meste p;,
z ktorého 1de do p,, potom pokracuje do ps, atd’., z posledného mesta p, sa vracia do
vychodiskového p,. Dlzka tejto cesty P je
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Uloha TSP spoéiva vtom, Ze hladdme optimalnu cestu — permutaciu P, ktora
minimalizuje dlZku cesty

F,=arg izaegnF(P)
K tomu, aby sme preformulovali tlohu TSP pre Hopfieldovu siet’, permutacia P bude
reprezentovand permutacnou binarnou maticou P = (P;) , ktora v kazdom stlpci

a v kazdom riadku obsahuje prave jeden '1° element. TUto podmienku vyjadrime
pomocou ucelovej funkcie

i

G(P):Z[; p, _1j2 +2(z P, _1j2

Podobnym sp6sobom mdzZeme prepisat’ aj funkciu vzdialenosti F(P) pre permutacnu
maticu

n n—1 n
F(P) - Z (Zdijpi,kpj,kﬂ T dijpi,npl,lj = Z dijpi,kpj,kﬂ

i,j=1\ k=l i,j k=1
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Ljapunovova funkcia ma potom tvar
L(P)=F(P)+yG(P)

ktora po jednoduchych upravach moze byt prepisana do tvaru

1

L(P) = _Ezk:(_Zdijpi,kpj,kH ) +
ij

y([;zpyp,.j,—zzp,,.+1][;;pypﬁ_zyzpy+ln

-~ .
Riadky a stlpce permutaénej matice st ortogonalne, ¢o vedie k zjednoduseniu
Ljapunovovej funkcie

L(P):_%Z(Wifpi’kpf’k“)

ik
kde sme zanedbali konStantn¢ Cleny.
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Hopfieldova siet’ a vyrokova logika

Specifikacia penaliza¢nej vyrokovej logiky

Q= { p,q,...,u} je mnozina (atomickych) vyrokovych premennych, Q‘ =p.

O = {((pl.,pl. )i= 1,2,...,a} tedria zostrojend nad Q, obsahuje dvojice (9,, p, ), kde
¢, je vyrokova formula nad Q a p; je kladna penalizacna konstanta.

T ={1,,7,,...,T,} je mnoZina interpretacii formul z teérie @, interptacia T {O,l}p
Specifikuje pravdivostné hodnoty vyrokovych premennych z mnoziny Q; nech
T= (’cl,...,r iree T, ), potom pravdivostnd hodnota i-tej premennej z 2 je uréena
veli¢inou 7, € {0,1}. Sumarna penalizacia formul z teérie @ pre danu
interpretaciu T € Z ma tvar

a

E(t)= (1-val,(¢))p,

i=1
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Interpretacia logickych spojok vyrokovej logiky

; AT A
a8 A o

e
R
e i ey
=

=q=(p=>q)r(q=p)=1-p—-q+p-q(3-p-q+pq)
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Poznamka

V pripade, Ze mnozina T ={t,,7,,...,T,} tvori model tedric @ :{((pl.,pl.)}, potom
sumarna penalizacia E(r), pre kazdé teZ, je nulova. V penalizanej vyrokove]

logike sa mdze predpokladaz, Ze tedria nie je konzistentnd, pripadne nekonzisten-
tnostt s penalizované. Optimdlna interpreticia pre nekonzistetni teoriu je
Specifikovana ako rieSenie minimalizaéného problému

T, =arg min E(‘r)

Tento optimalizaCny problém sa bude riesit’ pomocou Hopfieldovej neuronovej siete
kombinovanej so simulovanym zihanim (Boltzmannovynm strojom)
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Priklad 1

Teoria @ je definovana takto:

¢
m

S = —m
C=S
c=>m
V= —m

Mnozina Q obsahuje 4 vyrokové premenné, {m,s,c,v}, potom interpreticia T

obsahuje 4 komponenty, ktoré Specifikuja pravdivostné hodnoty premennych
4

z mnoziny Q, ©=(m/1,,s/1,,¢/1,,v/t,)€{0,1}
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Funkcia energie ma tvar

E(T) =val_ (—m) +2val_ (S A m) +4val_ (c A —|S) +4val_ (c A —m) +4val_ (v A m)
=(1-1,)+2171, +41,(1—1, ) +41,(1-1,) + 41,7,

— >}< -1, +81, + 21,1, — 41,7, +41,7, — 41,7,
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Stavovy diagram Hopfieldovej siete rieSenia problému penaliza¢nej
logiky
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Umiestnenie bankomatu Nepretrzite otvorené 23 hodin

“YmMmoM Poccuio He NOHATL...”
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