LINEARNA ALGEBRA

. Uvodné porndaicy
--Jeden zo spoluzakladatelov kvantovej mechaniky P. A M. Dirac ukdzal, Ze
‘nejvhodnejsim matematickym Jazykom pre formulovanie kvantovej mechaniky Je
linedrna algebre a JeJ zovieobecnenie - tedria linedrmych operétorov v Hil-
berl:ovoml _Priesto're.‘ Pomocoﬁ tohto pomerme ;)rednoduchého formalizmi dajii sa ab-
straktne formulovat vietky zdkonitosti kvantowe) mechaniky. Uvahy nead dife-
rencidlnymi rovnicemi a diferencidlnymi operdtormi si prevedené na Jednoduché
operdcie 8 eperétérmi, Gﬁm' sa ,stévva tenta pristup nezastupitelny hlavne v
murististiekea oblastii diskusie a odvodzovania zdkonitost{ kvantovej: mecha=-
niky z Jej prvych principov, |

2, Linedmy priestor

Prv-nei pristipime k formuldeiii pojmu linedrny priestor, musime si presne
!pecifikbvaf pojem. " gkaldr® a "pole skaldrov", Pod skaldrom budeme rdzumiet'
TubovoIné (1) recicnélne ¥fslo, | |

(2) iraciondlne ¥{sle, alebo

(3) komplexné Zislac. 7
Nccl_;-c *{ ol /3 yooo }» Je mnoZina skaldrov, p:edpoklada;dme; Ze elementy tej-
to mnoZiny vyhovuji tymto podmienkam (axidmam)s

A, _K&}ided _dvb:)ici o /566 je priredeny skaldr oK # /3 € nazgvany
mifet, prifom - ' T ' '

a1, o(+/?>=[5 +o{ - (komutatfvny zdkon).

2. J*(P*)*)‘ (oU[b) 7‘ (asociat{vny zdkon).

3. Existuje jednoznaZne definovany element O (mula) taky, Ze
L0 s X, = a o .

' 4, Ku kaZdém 4 existﬁd& Jednozna&ne prirge}eni]akalér -ol taky¥, Ze



oAL+(-)=C =
B. KaZde} dvoJjieli skaldrov o( / /5€ C Je prt."-adeny skaldr o /566 nazyva=
ny 51.'15_111, priZom
e A5 X (komutativny zdkon).
2, 0((/5)») (xp)}&asociat:wny zdkon) o
3. Existuje JednoznaZny element 4 (:jednotka) taky, Ze
I~ (pre kazaé D(ée e

4, Ku kaZdém o 0 existu,je ;)ednozna&ne deﬁ.novani skaldr of ( f/o()
taky, Ze |

L= 1,

C. SU&in je distributivny vzhladom k su¥tu,
o((/’n}) =o</3 +o(/» .

Defin{cia,., Za predpokladu, Ze nad mmoZinou skaldrow C si definované dve

bindrne operdcie "silet" a "gulin", prifom: si splnené sady axiom A-C, mnoZina
C sa nazyva pole skaldrov (alebo Jednoducho: pole). - |

Pr:[klady. ‘
Dokéite pomocou axiom pola skalérw tieto vz'eahy

0 +ed= ol
df/b=a(f/z\ = /b ~‘2» ,
p(+(/b—p() =/5,

20~ 0u> O,
(-1 oK | e e ‘, "
R4, sy
AP0 > K0y pro v(x oz\/z 0)
2, Nech C Je mmoZina vEetkych celych is:cac;(f:liﬁi~
e={ .. -2-1,042..%F, o s .

e A P bl

prifom. nad € Je definovany siZet a sdEin: ohwyklym spbsobonb Je C pole?

R L ]
R
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3. Nech £ e mno2ina vietkych reciondlnych &fsel,

. g / 'P ag 84 cele nesudeliteIné éisla},

priéom nad Je definovany silet a sii¥in: obvyklym. spdscbom. Je C po]le?
4y Nech € e mnoZina vietkych reslnych Sisel tvaru o +/Zf , kde o afp
si raciondlne &{sla. Je C pole? ‘ ‘ |

: 5¢ Nech E Je mnoZina vietkych polynomov s celofiselnymi koeficientami,

4 E={C’,4, y X, T4y - ’I+x+x ,}
pridom nad & ;jo derinovany suéet a su?s:!.m obwyklym spdscbom. Je C pole?.

Predpokladajme, %e mime definované pole skaldrow F . Nech V={&, E,}
Je mnoZina vektorow. Nech elemnenty - wektory tejto mmoZiny wyhovujd nasledu-
Jdcim podmienkam: , '
A Kazdej dvojici X, j €V e priradeny vektor X + ? €V nazjvany
pucet, priéorm
1. + X  (kxomutativny zdkon).
2, X+ ?54 »)e- (Xr )+z (asociativny zdkon). |
3, Existuje Jednoznaéne definoveny wektor N (milovy vektor) taky#, Ze

X+0 =X (pre kazdé X€V )
4, Pre ka2dé X eV existuje jednozna¥ne vektor -X€\/ taky, Ze
X+(-%)-=

B, KaZdej dvojici XeF a Xev Je priredeny vektor X €V nazyvany
gugin skaldra s vektorom, prilom |
1. a((/.’) 5(")=(d/57)7 (asociativnost si¥inu).
2. 1X - X (pre kazaé X €V )
C; Distributivne zdkony pre si&in skaldru s wvektorom,
e (+p) X =XT+pR, |
2. a((ffj): A X fﬂ(j ‘

Definicias 2a predpokladu, Ze nad mnoZinou vektorov V & polom: skalirow

? "~ 84 definovené opricie sikel vektorov a si¥in skaldru s vektorom, pri=-
Zom si splnené sady A-C axiom, mnoZimu V nazyvame linedrny priestor nad
polom skaldrow F (v mnohych pripadoch budeme pouZfivat! skrdteny termin
"Iinedrny priestor™ alebo len "priestor”).




Priklady.-
Doké%te pomocou axiém linedrneho priestoru tiete vztahy:

- -

=X

&y

)

]
S

X
=0,
- (-Nx%

-l

Ox C, |
pre kaZdid dvojicu vektorov x,‘\a eV existuje

t.aké ael, ze X+&» 3
J-Z«Lj' = 5=5,
o(?=5 > X=0V X=0 V(A0 A £6)

x; R
Oy'
f\

Terminologickd poznédmka. ‘
1s Nech d; Je pole redlnych &isel, potom y

Je redlny linedrny prie-

gtore.
2+ Nech ? Je pole komplexnyeh &isel, potom V Je komplexny Xinedrmy

griestor.

1, Priklady linedrnych priestorov.

1, Nech V je mnoZina vEetkych komplemich &isel a nech ?: je pole
komplexnych &isel, Operdcie X +g a o X s definované ako sifet a suéj‘n

avoch komplexnych &isel. Potom \Y Je komplexny linedrny priestor.
2, Nech V Jje mnoZina v3etkych matic typu (m,h.) 8 komplexnymi elemen~

tami a nech ?: ©  Je pole komplexnye &isel,

V={A;t(A)~(mn)}-

Operdcie siu&tu dvoch matic A a E a si&inu matice A 8 komplexnym &is-

lom nech si definované obvyklym sp&sobom,

(A+B)y = (A + (By,



(<B).; = o ( E’)y“
(0 -0
(’A)?‘ > = (Ar/) .

¢

Poton V Je komplexny linedrny priestor.

3, Nech |/ je mnoZina v3etkych polyndmov typu

, ao.(:ﬂ _*a'th“" b o O-h-vé*a" )

kde © Je komplexnd premennd a Qo;Q,..., Qp sd komplexné koeficienty.
Nech @ Je pole komplexnych &isel. Operdcie si%tu dvoch polyndmoc a sidimu
skaldru s polyndmom nech si definowané obvyklym sp8sobom. Potom l/ Je kom=-
plexny linedrny priestor. 7 |
4, Nech V Je mnoZina v3etkych usporiadanych n=tic komplexnych &isel,

V{(E By B)F

a nech (‘f Je pole komplexnych &isel, potom V E . Dei‘inotoricky zavedieme

-l

operdcie sultu a siSimi a tie% vektor 0 a -X . Nech %X» (ﬁ)ﬁ) )ﬁ,
a yf(%)?ﬂ,...) 7,,) s botom
? (F4*71) fz*’(z; ---,ﬁw‘?,,),
(,(f)a(f) : a(.‘e"‘)/
-(010}"'1 )
°xa(.ﬁ1;7%>‘“)’ﬁ') |
Ehko sa presveddime, Ze axidmy A=C si splnené, &iZe V Je komplexny linedre

~

ny prie-stor.

3+ Dimenzia linedmmeho priestoru

Nech V Je linedrny priestor nad polom skaldrov ‘?: e Vyberme z V
N vektorow Q"Qz; an . :
Definicia. Koneéné moZina {Q,“Q“ ,5.,3] vektorov z V s naziva' linedrne



nezdvisgléd, ak
> - b e
°<7CL1 +°(ZQZ + o fo(thh=O )
plat{ len pre o<1=o( = e ox oy ()e_‘?.
Pozndmka. 1, Ak konednd mnoZina {'ct“ Qay ey
(2i%e nie je linedme nezavisld), potom vztah

2

‘7(1 *'(,zaz Foeb ey Gy = O

an } Je linedrme zévislg

plati pre 'bake koeficienty z ktorych aspon Jeden Je nermlovy.
2qs Vyraz XK Q1 s <, & Qz v p o4, a,, sa nazyva linedrna kombindcia
vektorov CL,”»Q,_) von, Gy e

Prikla !o—
1 V je priestor polyndmov, nech
?_f -t N
X q-4" _ -

Tieto. vektory su 1ineame zdvislé, pretoZe X + 5 ~x=~0 ( ¢ 3je nulovy
polyndm, ktorého koeficienty si rovné nule).
2, V J2 priestor polyndmov, vzvol‘me si konednd mnoZimu vektorow defino-

vanych takta:

@4
sz

SN
_ mef’: ) i
Tdto mnoZina Je linedrme nezdvisld, pretoZe

-

by prend h -y ——lp
) 0(1Q1 +o(2a2 + . ‘."’D(hah + o(,,Ma”Mgo
plate len pre K=o . = &y, =0,
e \/ 3e linedmy priestor usporiadanych trojfec komplexnych E:[sel,
V‘{(Fﬂfz, f;)} Vyberme si tri vektory

a4, (4,0,4) a, = (1417, ag=(c,141) -
Budeme ¥tudovat pre ktoré koeficienty &, b, o plat{

o (40,1 + Ly (11,1) + 43 (6,04)= 0= (0,0 0).
Tdto vektorovd rovniea produkuje tri ska_lé.me rovaice



g by =0
Ay +olsy 20
A+ ooly + oy = 0.
Hodnoty koeficientov /, ) "('z ) o3 si urdené homogénnym systémom linedrmych rove
nic. Vieme, ¥e tento systém mé nerulové rielenie vtedy a len vtedy, ak deter-
- minant matice koeficiéntov Je milovy,
A

44 o
det(AY= |0 4 q[=44%0.
: 1 14 1

To znamens, Ye systém méd len trividlne ~ nulové rie§en1e o( a( 0(3
Systém vektorow a,, C‘B Je linedrne nezdvisly.

Veta, Vektory & 1:3:.» , &, su linedrne z4vislé vtedy a len vtedy, ak
asponr jeden vektor Cig (4< k<n) je linedrnou kombindciou ostatnych vektorov.
Dokaz, 1, Podmienka nutnd, predpokladajme, Ze vektory aﬂ C".U“': Qh 84 14-
nedrme zdvislé, potom

o(,la; + ._..+a(kak'+---+a(,\,5h=0‘
plat{ pre ¥kx+0 . Vektor HK mdZeme vyJjadrit ako linedrnu kombindciu ostat-

-
/
/
-

nych vektorov

- :_4;1_-- . _’(A’-'f — dkpt A - Ay —
oLy k—1 o(K Kry T Td;.; Q. .

2, Podmienka posta&ujica, nech Clk_ Je vyjadreny ako lineéma kombindcia
Vek'torcrw

CLK,=/b1 QAp oo # Ty Cp, * /3k¢1 Qg * ""'/Bhah .
Tento vyraz moZeme prepisat do twaru
- KN
/31Q1 /3k-1 K~ - @ ﬂkwakn*""/&han’c,
kde aspon jeden koeficient z I'ave] strany Je nemilovy, &iZe vektory a 5;,
‘8d linedrne z4vislé,

/ -
‘ Veta, Nech vektory Q. 1) %) an 'S'.Li linedrne nezdvislé, potom vektor X
Je vyjadreny Jednozna&ne aka linedrna kombinécia tychto vektorov.
Dékaz, Predpokladajme, Ze vektor X Je vyjadreny dvoma rdznymi spbsobmi,

z=/5151*"' *-ﬁﬂan)
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giZe plati
—, i, - -
.'7(7(,(1 £ - e » D(hCLh:/?)fc,QTJ» "'*/-))h Q,, ,
alebo
(A=Y ay +-ov s (<0 =[3) ,
Pretoe vektory &,,.- ., an sU linedrne nezdvislé, tento vztah plati len

nulové koeficienty 0(1‘ - /3(= (, alebo A, '[b{ pre kazdé 1>%2)---,n . Tym sme
dokdzali Jednozna¥nost linedrnej kombindcie.

Definicia,., Linedrny pr:l.estor' V je n-dimeniionélny, CL(M/ V)= h , ak v nom
existuje préve 11 linedrne nezdvislych vektorov.

Priklady. )
1+ Nech \/ je linedrny priestor usporiadanych n-tic komplexnych Xisel,

V=" . poxazte, ze clim (V)=h.
2. Nech V Jje linedrny priestor polynomov maximdélne stupna n~tého,
V: {ac{;n+a1fh 1 + e Qp, t+ Qy }‘.
Dokédzte, Ze dim (V)=Nn+{ «

Definicia., Lubovolnd mmoZina " linedrme nezdvislych vektorov z n-dimenzio-
nélneho priestoru V ,{C{,” .. .)ah}, sa nazyva béza linedrneho priestoru V .

Veta, KaZdy vektor X =z n~dimenziondlneho linedrneho priestoru V  moZno
jednoznafne vyJjadrit ako linedrnu kombindciu vektorov béze,
Dékaz. Nech [(_Q4\a1!' -.,Gh‘l’ je bdza \V , ak k tejto mnoZime pridéme vektor
X s dostaneme mnoZinu obsahujucu n+1 vektorov, &iZe musi byt linedrne
zdvisls,
0(92+d1c—; + ¢ 0 +o(n§h= 5
pre X, 4(: 5, @alebo

- XKy =~ o(,,..;

X:-Za1"““z .

Jednoznaénost tejto linedrme] kombinicie vyplyva z predchédzajuce;j vety. g

)

Nech { Q,,)Cla,- .. Ccn} je vybrand bdza n-dimenziondlneho priestoru V' ,
dim (\/) =h, podla poslednej vety kaZdy vektor X €V moZeme jednozna&ne vy-
jadrit pomocou linedrneJ kombindcie vektorov béze ,

2‘=o(,,c‘f +o(nai+...+a/,,5,,. ,
Koeficlemty o, «q,... o(,, nazyvame suradnice vektora X ‘v béze {a,,, D

Poznamenajme, Ze stradnice daného vektora pre zvolemi bdzu uréu;)u vektor
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jednoznadne a si vzdy vztiahnuté k zvolene) bé.ze.
Budeme Studovat zmemu sirednfc vektora pr:l. prechode od JedneJ bdze k dru=~
hed, tieto béze n-dimenziondlneho priestoru V  sd

{&a,, . S8R,
{E’»E’-)‘ g ')d:l;hl,('

. Nech ?é\/ ’ potom .

X 0<1 ]+0¢a+0(h h /54b +7...+Pn }1)’

kde koeficienty o/; ( ;) si siradnice vektora X v bée {Q‘] ({ b, &
Elementy bdze {'o \{ moZeme: vyjadrit mocou bdze {Q 0

b‘-.- . R H'a .
Potom a ?43 ! Ea "

fZX T@ }—fé {W f*g%}d

X Zﬁ‘dﬁa' (i=12....n)

 Tento vyraz zap.igeme pomocou maticového formalizmu v kompaktnom tvare, zave-

dieme stIpcové vektore a maticu

0(1 _ - ] f~”1 | Eﬂ ) f 1h
| : g~
p /51‘) ~ f ny fnn
Potom

Z-§F .
Za predpokladu, Ze oﬂef(f ) +0 , existuje inverznd matica £,
B

Tieto vysledky zhimieme do nasledujicel vety.

ta) Siradnice vektora pri prechode od jednej bdze k bdze druhej sa trans-
formuji podla vztahu

=,§[§
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4, Izomorfizmus

Nech u a V si dva linedrne priestory a nech existuje 1~1:zna&né zo-
brezenie 4 1na V,

f: U=,

(* 8, = F(&)+£(a,).
K 1«1 znaénénm zobrazeniu definotoricky existuje :anerzné gobrezenie
vt

prifom.

pricéom

-1
7 F(z)=> £-£7(9).
Definicia, Dve lindrme priestory U a V si izomorfné, ak medzi nimi exi-
stuje =1 zna&né zobrazenie-F:u'év s DriZom

£ &, + oly Oy )= F (&, ) + G f(8).

To znamend, Ze dva priestory a si izomorfné, ak medzi nime existuje

izomorfizmus, &o je 1=1 znadné zobrazenie Fu,'* V' zachovévajice linedrme
vztahy. ' '

Veta, Dvé priestory Ul a V si izomorfmé vtedy a len vtedy, ak maji rovnaki
dimenziu, dllm U.) > dim (V)
Ddkaz. 71+ Podmienka nutné, nech U a 'V =d izomorfné priestory, v priestore
1l zvolme bizu { ,01, . Q,,} DokdZeme, Ze vektory

1) )[‘(CH) bz f(a, ),--- E‘ f(ah
tvoria bézu priestoru V . Izomorﬁzmus zachovéva nulcvy vektor (dokééte),
linedrna kombinAcia

Ky Ayt Gyt vvotolyQpy= Oy
Je zobrazeni na
(@) s, & )~ F(04 ) G :
£ g4t Xyt et ApQa, « v
alebo v inom tvare
’ - -
Syl roly by ¢+ o voty by Oy,
%o plati tieX len pre Xy=...z o> 0 « To znamend, Ze izomorfizmus zachovéva
linedrm zévislost (alebo nezdvislostt) vektorow. V priestore V' teda exi-
stuje préve tolko linedrne nezdvislych vektorov, ako v priestore U g SiZe

priestory maji rovnaku dimenziu.



2, Podmienka posta&ujica, nech o(i,m(a)'d(m (v)"."'ziro]:me siv L bidzu
{aﬂaﬁ...)a“} avyV bdzu {1:11 )-Ga.;' '-,En\j & KaZdy vektor X< {L Je vyjadreny
ako linedma kombindcia elementov bdze {&.‘} . '

L R T b oty Gy Oy
Definujme zo'brazehie JC U>V takto

TTEREY L (g
Potom ' N

: ?t#(?)ﬁdfér"‘o(zbg_fo..+0(n61.
Toto zobrazenie je 1=1 zna¥né a f(a(,)-(; 1 X ) = X FG ) + 7(‘[;12)
(dokdXte), ¥i%e medzi U a V  existuje izomorfizmus. .

D8sledok. KaZdy n-dimenziondlny priestor V definovany nad polom skaldrov

? Je izomorfny s priestorom ?_n»{(f,) )f,, 2}= Fx---=TF.

Pozndmka, Pojem izomorfizmu medzi dvomea linedrnymi priestormi Je veXmi ddle~-
Zitﬁ. UkazuJe, Ze nie Je d8leZité akym spdsobom Jje realizovany dany linedrmy
priestor, Jjeho podstatnym znakom Je Jeho dimenzia, VSetky vlastnosti Zpe~

cidlneho priestoru. vV , kde Lim (V)’n . platia automaticky aj pre ostat-

né priestory s rovnakou dimenziou.

5y Podpriestory

Nech \/ Jje linedrny priestor nad polom skaldrov q:’ a nech V' Je
. ]
neprdzdna podmnoZina Vv ’ vcacy .

9
Definfcia. PodmnoZina VeV sa nazyva podpriestor linedrneho priestoru, ak
'kaZdd linedmma kombindcia dvoch TubovoInych vektorow z i?,;e V' patr{i tiez doV'.

’

“ R t

Pozpsnka, Z tejto definfcie priamo vyplyva, Ze podpriestor 4 linedrmeho
priestoru V Je sidm osebe linedrnym priestorom, obsahuje tieZ mulovy vek-
tor 0 . ’

Priklag!.
h ’ .
1, Nech V‘?" Je linedrny priestor tvoreny z usporiadanych n-=tic 2z pola

skaldrow F . Vytvorme podmnoZim V' <v ,
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V-{(Fﬂ -Flu ' ")f”') Gy ")C')} )
kde M <N o MnoZina V Je podpriestorom V "
2+ Nech {d‘,‘ yee ,ar} Je mnoZina vektorov z n~-dimenziondélneho priestoru
\/ ’ Cﬁm (\/) *N) « Nech V' Je mmoZina v3etkych linedmmych kombinicif{ vekto-
rov {_01 1Ry ")am} ’
[ — iy ——t
\/' Je podpriestor linedrneho priestoru V s hovorime, Ze Je indukovany
moiinou {a., )Q'l)' vy Q_m } ’ formélne
/ ’ prs am, - .
.V=S/9Qn{o°1;0~1)"-,am} .
Dimenzia tohto priestoru sa rovnd po&tu linedrne nezdvislych vektorov v
1< dim (V) € b
kde rovnost dum (V') = ’1: plati len v tom pripade, ak vektory {E”CL,..,) a,.,}
sd linedrne nezdvislé, V limitnom pripade, ak 'f:=n a u(‘c';)a:)...,an} si li-
nedrme nezdvislé, t.j. tvoria bdzu priastoru \4 s plati
| - - = .
V=SFQn{Q‘1 )al) . .)C\,n} .

Ka?dy linedrny priestor je indukovany svojou bézou.

Nech \/1 a Vz, su podpriestory linedrneho priestoru, prienik tychto

podpriestorow je definovany
oy -{asaey, Aadey].
Mg Nech V1 a VL su podpriestory linedrneho priestoru V , potom ich
prienik V4 N V)\ Je tieZ podpriestor,
Dékuz. PretoZe V1 a Vg_ su podpriestory, obsahuji nulovy vektor, &iZe
(TéV,,/]V;L. Vyberme dva vektory 'ct\E‘ , -‘ktoré G‘B € V.‘ a a, Pe V,
potom tier AL+ [SF’ €V, a L&+PpBEV, , SiZe 4
&, beVNV, =S L&:+pbeViv,. ' |
Veta, Nech & ‘je podpriestor linedrmeho priestoru V' » Dotom
. O<dim (V) scem (V) .
rovnost olim {V')=d47n(l/)p1at:[ len vtedy, ak Vv'= V ,adm (V')=Oplats
len pre V'={5} .

..Dermicia. Suma podpriestorow V,,‘Vl)... ’VP | (_r<u )
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linedmeho priestoru V' sa nazyve mnoZina v3eikych vektorov typu

CT=(3.“1+-C11+--'+Q)
kde E:':_,-ev.-, pre 4’=4,2, ceny ]s » Tito sumu budeme oznaZovat V,*\{zh--*vpv

Veta. Suma podpriestoi'ov_ \/'= \[1 t \{2 +oo0 et 7, linedrneho priestoru .V Je

podpriestor,
. 'Dakaz. Vyberme si dva vektory, | (—i ) EG'V o Potom

N @=Q1+Cl2 + ..+C-fr_ ) (a.lé'\/c pm '{"’]Q,-..,F )
"’},’7*;’1 Foaaeby (Bee Vi pre 4sh2..,p )

Nech X /5 €F si dva Tubovolné skaldry, potom

0(a+/5£:~/o(a+[bb) P (A, +/315)+ o+ (R8s /bz;)
to znamend, Ze dQ#P b€V , pretote 0<a_ +/3£ €V, .
(pre kazdé 4= 4,2) -ey ?a ), to znamend, Ze suma podpriestorov je podpries-

toxr.

| Pre operdciu sumy podpriestorov bez ddkazu uvedieme tieto zdkladné vliast-
nosti: ~
i+ Va=Va+Vy
Vit (Ve vy ) = (s 1) 2y,
V1 CVJ. é \/,’4 l/;lzv‘z,

Veta;" Dimenzia sumy \/ +V;  dvoch podpriestorov. je

o dim (V) sdem (V) + cumm lim (VN V) -
Dakaz. Nech Ob.hw(‘/ﬂ <Yy, dim (\’ )= a &\M(VAAVl)zm - V podpriestore
V. /\Vl s8i zvolime bdzu {Cﬂ Caye Om} ’ potom
Vi NVy = epanh 88,0, EmY -
PretoZe \/4/\\/2 Vi a WAV, V;\ s bdzu v podpriestoroch V} a V, moZeme
zvolit‘ takto

Vy= S’FC‘“{QM P) yEm Y,
V- SFQV\{E:) ,,y,c‘,cl, --;€M}’

kde »P+m=>p &8 qrm> Iy .Potompre—“\/‘#—\/g\ plat{
V4+V.1'SFQ“{Q1)"')a}o)gﬂ“') b?)a}"')am},

alebo |
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dt‘m(\/,, +'Vg\)= "o +%, +tth = (Pﬂm) +(<1,+ m)-m
=V tTy-M
= dim (V.,) + elim (VJ_)"CQ'M (\1’1 /\\/1\.
Definfcia. Nech \4 a Vz si podpriestoxry linedrmeho priestorn V a nech
prienik V,; 1V, obsahuje len nulovy vektor, V4 N VA‘—{C’ ‘] » Potom suma V,+V,
sa nazyva priama suma podpriestorow \/4 a VL -, znal{ sa Vj@® Vo

Yeta, Nech V=V1 ® \/:L s potom ka%dé 5:€ vV Je Jednozna&ne vyJjadrené
vztahom

— -

iy
Q= O"I + Gy )
kde Q, €V a Q,eV, . |
Dokaz. Predpokladajme, fe L€\ moZe byt vyjadrens dvoma spdsobmi

CT-C? + c—i' . &= E,, + Fl )
kde Q.“b GV»; a Cl )5:2 Vl‘ Potom 6{4*52=5,+131 y CiZe
CL1 52 2 . -
PretoZe prienik V / Vy\ obsahuje len nulovy vektor U , z poslednel rove
nosti dostévame 5, ~0 U= b~ Ay Bite Q, ‘b a & ;'5; .

Pre dimenziu priamej sumy piati
dim (V1@.Vl)= O(Am (\/1') "'OC('VVI (VJ.) ’
pretoZe dim (V4 A VJ_) = 0 |

5.1 - P‘rik.lady_ P

1. Ndjdite slradnice polynom . 3
)~ a b a ™+ sog,t ray,
v nasledujicich bdzach
@ {4t,6 ... 87,
(b) {4.’:—& (k- . .. (4-a3"}.

2, N&jaite maticu transformécie siradnfc pri prechode od bize [, ¥}
k bdze {4 l»-o. (k- 00, “’ -Q) E] v priestore polynomov stupna ‘maximdlne

i



-17 -

n~=tého.
3. Rozhodnite, ktoré pocdmnoZiny \(ektofov su podpriestormi.
(a) VSetky vektory n-dimenziondlneho priestoru, ktorych siuradnice s
celé &isla, A |
'(-b) VSetky vektory z ?"={@nfz,---;ﬁn]}, ktorych suradniece vyhovui
podmienke f,*?_,;*- toe *Fh-‘ C.
- (c) VSetky vektory z ‘T" , ktorych suradnice vyhovuji podmienke
f 1"?1 "{S:*\ » 1 .

4, Doki¥e, Ze ak dim (\-4)4' dﬂh“u\>” , kde V4 a \/_7__ si podpriestory
linedrneho priestoru v » im (V)=Y) s potom prienik tychto podpriesto-
row \/4 N Vp\ obsahuje aspon Jeden spoleény nemulovy vektor.

5« Nech \/ a V, si podpriestory V/ a nech VvV, .. DokdZte, Ze
ak Vy= ﬂocm {015 dio} a Vp= *‘r"%\{bn ;‘1’}7 » Dotom Ve Q’rqu{c—‘:ﬂ-»-.,aP,E;,...,E?\J’,
6. DokdZte, %e pre kaidy podpriestor \; priestoru V  je moZné nsjst

podpriestor Vi  taky, Ze Vo= ViGVa.
7. Mdme zadané vektory ('1 (/f 146, 1) » Og* (4. 17,2 , ("1['/0,4)

b_t (.4.,—4, ¢ ¢) , nech V- ﬁmh{%,‘ﬁ} a V,z fow{z;,y]j « Zostrojte podpries~
tor \/4 N Vi .

Ge Skalérnz sG&in.

Nech \/ Je linearny priestor definovany nad polom skalédrov ?

Definicia. Skaldrny sufin Jje usporiadand bindrna operdcia definovand nad V s
ktord kaZdym dvom vektorom X ;6 v priradi skaldr (% ) } ) € a}- s Drifom

5) (5,2)%,

(%,25)- (3,5),

(f,;’+jl)= (5?’}., )+(?+jz)
4, (X, X)y20  (=¢ Zen/w %= C).

Z axiém 1. a 2, vyplyva
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(D[X'Z)= (;)Q(X)qr‘-‘ﬂ( /7{-1)**0( (X,))o
Podobne, z axiém 1. & 3. dostaneme _ ¥ .
— - - = A - ¥ - - =
G2, 5~ (5K %) (%) (5,%)
| = (6)y) » G\ 5 ) .
Skaldmy syiéim kaZdého vektora s nulovym vektorom Jje vZdy skaldrma mla,
- om - A ‘
(0),x)=(x)0)= 0.
Pozndmka. Ak v linedrnom priestore V' nad polom komplexnych (redlnych)
Eisel Je definovany skaldrny sudin, potom. V sa naifva unitérmy (eukli-

dovsky) linedrny priestor.

Priklad. 1. Nech \/ Je linedrny priestor usporiadanych n-tic komplexnych
n
zisel, V=C" . Vyberme si dva TubovoIné vektory

"—Z"(‘anl)‘ : ';fn))
7 (o ture ) 1)

Potom skaldrny sudin ( 2,3\ vyhovujici axidmam 1.-4. z definfcie mo3e byt
definovany takto n ¥ '
("f?)‘ ;fx 7 -
2, Nech V je n-dimenziondlny linedrny priestor s bdzou -{?,, )371)...) ;h} )
/ ¥ B, 2T
\:‘S‘rqr.{x”.. ',Xh.\[ « IuboveIné dva vektory X,} €V sd jednozaZne vajadre-
né pomocou elementov zvolenej bdze,
- —_ " y == - ~ .
* ﬁle‘"" tfaiy 2'7117 P ¥n
Skaldrny sudin mozneme definovat v3eobecnejiie takte
- - > X%
x'?)-;ﬁ 73' Uy - ‘ -
K tomu, aby boli dpinené axidmy 1.-4. z definicie, matica A= (| a,?.) musi
byt hermitovskd a pozitivne definitnd, ) ‘ ‘
+- .
A=A | ‘
- - i ¥ '
(x X )= ha. D0
(7, 3) 2 fif oy >0, -
pre kazdy vektor X € VvV s rovnost plati len pre X =0 .
Je¢ V linedrmom priestore V polyndmov premenneJ f » ktoré si stup-
na maximdlne n~tého " skaldrny su&in mbéZe byt definovany takta '

(.;z,} )}=£x"’(€); (Brete |

B e e LS



kde oo<b , xlt) a 2(&) si polyndomy z priestora V .

Podla axidmy 4. z definicie skaldrneho sulinu, veliZina (%)X ) je nezdpor-
nd, &iZfe mbZeme zaviest jeJ odmocninu.

Definfcia. DI¥ka vektora XevV je definowand

[%|=+V(z,%) .

‘f‘ektor ma& malovid dIZku ,32 \= C 1en pre x=0 . Pre vektor o X plat{

| X [= 1] X | . |
Veta., Pre kaZdi dvojicu X ;;, eV plati Schwartzova nefovn&st’
| ETRINERIEAR
priZom rovnost plati len wtedy, ak vektory X a 3 si linedrne zdvislé (t.j.
32‘0(-5 )¢ _

Dokaz. Podla axidmy 4. z definfcie skaldrmneho sG&imu platf

) - - ™
[2‘-')3 ) x-ﬁy )=0,
alebo

Y - - ¥ - L/ -

(2,5)-2( )-2(5;¥)+.IM (9,3)20.

° dostaneme (¥,X })> 0 , & Je v sthlase s axidmou

4, Predpokladajme, Ze 9#6 + Pretofe A je IubovoIné komplexné &islo, po=-
loZme
A- %ﬁ_
Po jednoduchych upravidch do staheme .
(Ei)(’?uj)*S (X, 7)(5:27) ,
- - ne - -
Predpokladajme, %¥e X a g si linedrne(zavislé, &ile X—g\g #+0 , potom
(’? ‘7‘5, X- ]i) > 0 e Opakovanim vy38ie uvedeného ddkazu dostaneme
l(fc‘}“( | X ”‘}.‘ .
Na zdver predpokladajme, Ze X a g si linedrne z4vislé, Sife X= 0(5 » kde
£+0 , potom ' o ‘ | '
ARG 51 = 11G §H) = 121G U]
131y,

alebo-

Izomorfizmus bol pdvodne definovany pre linedrme priestory bez skaldrneho
suX¥imi, pre unitdérme pristory musi byt Zpecifikovany.’



Definicia, Dva unitdme priestory U aV si izomorfné, ak si izomorfné v
pdvednom zmysle & izomorfizmus zachovdva skaladmy su%in, &iZe pre Ta\,".{»'(;(.,)a

%}(‘ (%) pratt

(-‘ii-‘,j.z )v = (’(1)?2 )u'
Veta. Dva unitdrme pristory MU a V st izomorfné vtedy a len vtedy, ak maji
rovnakyd. dimenziu, dim ( W)= tim (V).

T Ortogonélno st vektorow

-
Definicia. Vektory >_(\ a z unitdrneho priestora V si ortogondlne, ked

(?,5}0,

Vlastnot ortogonality Je symetrickéd, ak vektor )? Je ortogondlny k g » PO~
tom &aJ Jje ortogondlny k X » Symbolicky |
2L 3.
Rulovy vektor Jje ortogondlny k TubovoInému vektoru z daného unitdrmeho pries-
tora. MnoZina vektorow {’?g) X2)-0) ’(P} Jje ortogondlna, ked
(%,% )0 -
pre kaidé uawl,,?)..., 7; .

- .
Definicia. Nenulovy vektor X z unitdrneho priestora V Je normovany,
ked jeho dTZka je jednotkovd,

X |=1.
Této podmienka je ekvivalentnd s (X ) X )= 1 3
Systém nenulovych vektorov { )?” 3'(:2 YRR ;r} Je ortonormélny, ked

L. 4 (Fu '{:3;) )
(Xl)X)z. gd.‘ .
779 Lo (pudtg),
Veta, KaZdd mnoZina nemlovych ortogondlnych veictorov z unitdrneho priestore

-:je linedrme nezdvislde.
- Dokaz. Studujme linedrnu kombindciu
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d,z "‘011;2 I Pi;b=6~.
Skaldrnym vyndsobenim tohto vyrazu vektorom A-; (1 (i*’ /b ) dostaneme
X (X, )=
’ _(x] ) % )=0,
pretoZe (;;);J‘ )>0 ,plats =0 (pre kezaé EAZATIBE

' Vata. V kaZdom n~dimenziondlnom unitdrnom priestore existuje ortogondlna bédza
vektorov.

pokaz. PouZijeme Schmidtov ortogonaliza&ny proces, dokdZeme, Ze z TubovolneJ

mnoZ iny {)'(;) )—(;U. cey YP } linedrne nezdvislych vektorov m6Zeme zostrojit

mno?im ortogondlnych vektorow {S} ,%‘1 P )3},} o Proces ortogonalizdcie

rozdelime do postupnosti krokove.

1, krok: 5‘1 =X, . .

2. krok: Zl=d1§1 + X9 , koeficient A 1 uréime z podmienky g'.L ?'2_ s CiZe
(9“31);0 , dostaneme

o m (517 %)

q__. (}—;;5; )

Vektor ? 2 mé potom tvar

| (.,%) ~
- NG 1 %
3¢ krok: -152, 51 “('LB?." X;a koeficienty % a o~ ur&ime z podmienock F'l 33
a 11 465, potom

0<1=_(}?1);3) oAy = @)%)

T 2 p—
_ (51191 ) ’ (52, 52.)
Vektor ? 3 Je urcéeny linedrnou kombindciou
?f:_@i}%_)g;- (52, %) 5 0 5.
R (51191 (5’11?2)_‘ R o
E~ty krokz_znso(",g? R 9;‘1 + 3, kde_ K‘Laﬂ""akﬂ , SiZe
koeficienty ¢4y ..., X}, maji hodnotu

A=~ (’9‘.) ;(2) A=242,..., 41

’<< (9-”9-;_) ) ( ) ) )
= 41 (8) %) —
. 5# = (5“ 'g‘_) 3(.

potom

PR
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Nazna&eny postup opal;u:jeme aZ pre Jz=n ¢+ tak dostaneme mnoZinu ortogondlnych
vektorov {gq ,8} yere )3;“.8 . Z tychto vektorov normalizdciou dostaneme mno-
 $im ortonomélilych vektorov {Tg;) g;-) . .,g;_} » kde .
5:=TA-L— . (=120, 0)
})e | |
Tymto sme dokon¥ili kon3truktivny dékez skuto&nosti, ¥e v kaZdom n-dimenzio=
nélnom-. unitérnom priestore existuje ortogondlna (alebo tie3 aj ortonormédl=

na) bdza vektorov.

Nech Y, Jje podpriestor unitdrneho priestoru V y ViV , pod \/1'L

rozumieme taku mnoZinu vektorov, nazyvanou ortogondlny doplnok (komplement)

podpriestoru \/»' » ktoreJ vektory su ortogondlne k vektorom =z \4 y for-
milne

o Vqlg{ >"<'“€V3 pte kaide g€v4 ,(,—glg),o\J,

L
Veta, Ortogondlny doplnok Vq Je podpriestor unitdrneno priestoru V .
- - .
Ddkaz. Nech X4);(\2€\/1J.', potom pre kaZdé 3 € V1 plati
= e o
(X‘n; )= (X‘U})'O'_
Vytvorme z vektorov X a X9 1linedrnu kombindciu

N X =0l g + 0y

Potom .
(<, 9 ) (% +6 % g - 04*.‘(13/3‘ )+ 4 (2,5 )= 0,

- L
giZe X € V,"L , &im sme dokizali, Ze V,, Je podpriestor priestoru vV .

- 1
Veta, Unitdrny priestor V sa rovna priameJ sume svojho podpriestoru,a jeho
ortogondlneho doplnku \/41' ’ |
V=\/4 @ \/4-1- [
‘ . - - -
Dtkaz, Nech podpriestor md ortogondlm bdzu {CL“Q;U- . .,QPX s Potom
-—_—'- - - CLL (V B - . . - - — .‘k
V,l-SPQn{Q“...‘QP.k » CuUM ,,)—F o Tuto bazu roziirime na {Q4)..,§Qr)..., O,n .
b ady
tak, aby bola bdzou unitdrneho priestora V » CiZe V=€F0.n{Q”-u, Qp } )
oh‘m(‘t)m. Pou¥ijeme analog Schmidtm?h_o ortogonaliza&ného procesu k tomu, aby

aj vektory {af"” . .,c’i,,} boli ortogondine nielen medzi sebou ale aj vzhla-
dom k bdze {&1). s d’P} podpriestoru V,] « Nech

b’=d1Q1+~--+o£PanQ,P+1 ) — N -
koeficienty a(,)oiu. ey 04}._, uréime z podmienky b, L QRyqyeeey QP , potom
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(
(

)

P+§ . {f’/’rz)“")/”)
{
-
Anala:gicky zostrojime vektor b.z R
b °(1Q +°(1Q1L+ . *djoap */31Q1 +Qpup s

kde F..L Q”Ql, , },) , » potom
, (5,,8,,,) {Q;, Qp,nd)

. = - b2 o ry }H.ﬂ. .

- = y |- — s 41 = 1, 2 e

’ pq (5-“5;) ) ‘U (at') d‘-) [ ) )—f:) |
opakovanim tohto postupu zostrojime vektory 5;, L:, ) bn-p .o PretoZe
tieto vektory sd ortogondlne, automaticky musia byt a} linedrne nezdvislé,

= -

Ly 0y

21| S

)

- . - IR
EiZe aj -{Q,,,---) Qf’) b,, vevy gm,b} Je bdza unitdrnehe priestora V « Podpries-
tor V2¢ teraz mbZeme definovat ako
L
Y = Jpan {7, &) E"’/"} :
&iZe
L
V=V, e\,
Poznénka. Pre ortogondlre doplnky p;dpriestorov unitdrneho priestore \V4 pla=-
tia tieto dal3ie vlastnosti.
1, Nech \A Je podpriestor, potom
Vi)i
26 Nech % a Vi si podpriescory, potom
(V’l 4 VA)J—= V’:J-@ \CIL )
v, @ V.z)L= Van V.ZJ-
3. Ortogondlny komplement V Je

vi- {3}, o} v

Priklad, Nech V L4-dimenziondlny priestor usporiadanych 3tvoric redlnych
ESJ'._sel,, Jeho podpriestor Vl nech Je definovany
Vi=span { &= (40,1, 0) , &= (171101 | -
Zostrojte bézu v V, . ‘
Pre kazdé X=(«,«;, % o, ) €y~ must platit &ILX a B LX , s1ze
oy tdy =0 ,
A P O
PolioZme a<3='l-7 a o= (L‘, potom rieSenie mi tvar
N A o(f-é,;\tz Ays fy ) L4y -
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To znamend, Ze kaZdy vektor ?é V,""' méZeme vyjadrit lindrnou kombindciou.
- P
X :(.{1)_{1}{2) 11’ J {2)= fq (-4I.-4I 1/0) 4 {1(014f 0, 7)

EiZe
s qpan {1916, &= (01,00
Be Operatory.

Definicia. Hovorime, Ze nad linedrnym priestorom |/ mdme definovany
e N
operdtor (zobrazenie) A , ak kaZdému X¢ |/ méme priradeny jednozna&ne

vektor aeV » formdlne

A5
J .

Priestor V sa nazyva obor definicie operdtora A . MnoZina

An A-)»VA {gev g =A% pu M%axev}

sa nazyva obor hodndt operiatora s Prilom plati
Va < V.
L PAY
Majme nad linedrnym priestorom definované dva operdtory A a B , tieto

V2 NTAN . -
operdtory sa rovnaju, A=D s ak pre ka¥dé xeV plati

Ax-B%
Operdator E sa nazyva Jjednotkovy nad \' » 8k pre kaZdé XeV plati
EX-X.
AD '

. ~ o ,
Su&in dvoch operdatorov A a ‘:B s Oznadeny AB s Je definovany

AAN 0 A D . . N ;
(AB)X =A(BX> . (pre kazdé X €V )
Pre sulin operdtorov plati asociativny =zdkon,
A\ A A AN AN
To znamend, Ze mb&Zeme zaviest prirodzeno-&iselnu mocninu operdtore A ’
Am AN A Fal
AM-A A A

potom
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m+n
A A~ A ’ (m an si prirodzené 5:[31&)

Mocninma operétore. mbZeme zov3eobecnit a-'.'l _pre nezdporné celé é:f.sla, ak po=-
loZime A° E (:]ednotkovy operdtor). '
Dva Operétory A a 3 komutudd, ak
AN

N ADB-= B A :
V opa&nom pripade (AB"‘BA ) hovorime, Ze operdtory nekomutuji. Ake priklad |

komu‘tu:jucich. operétorov uveddieme vztah
- AE-EA-B
'ktory lahko dokdZeme priamo z definicie Jednotkového operétora a su&imu
dvoch operidtorove.
Operdtor Je 1=1 zna&ny, ak plati implikécia
xq#xa => AJQ‘#Ax,_ ,

pre kaZdu dvojicu réznych vektorov X5,% €V .

Definficia, Pre 1=1 zna&ny operdtor K existuje inverzny operdtor 1/4\ i
taky, Ze , |
AR1-A"A-E.
- Veta. Ku kaZdém 1«1 znadnému ope:idtoru l&\ existuje len Jeden :I.nverzxiwj

N1
operdtor A - A

Dakaz. Predpokladajme, Ze existujui dva operdtory 3” 2 také, Ze

FASTAS A N A\
A%,-3,R- E,
D Y
AB,~BA=E.
AA ~ A AL A
Vyndsobme AB,> E  zlava operdtorom B4 3 dostaneme BAIB, =B >
A A A a2 A A1
E E’l =Py B,cA , %o bolo treba dokdzat.
_ A A
-1
Inverzny operdtor k A Je A ”
(AR,
Tento vz-ﬂah vyplyva priamo z defim.cie inverzného operétora. Predpokladajme,
- A’1 -y . '\
Ze A je dany operdtor a A je inverzny k A e (A .
Zipornd celo&iselnd mocnina 1=1 zna&ného operétora Je definovand
A A, A A_ps
A M - N A-’\ . .A‘1.

Potom l.pl.ati
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N -1 A n A _
(An) > (A 1) = A n ’ ( N Je prirodzené éislo)_

Pre 1nverzny operétor k su&inu dvoch operétororv A Jednoducho odvodime

(ABY"- % AT

kde (,415)(»‘31’:)1 (A%)
GV (D~ £ .

>\,

@

AL A A A AAA_L AN
1A 1‘2\(331)/5 -1=A 1=AA 1‘ , podobne aj pre

9. Linedrne operdtory

A
Definicia., Operdtor A definovany nad linedrmym priestorom \/ Je linedr-
nym operdtorom vtedy, 2k
A\ —n - —_ AT
AU X ey X )= "(12"{ oy A,
kde oo, si komplexné ¥fsla a i ,3(; si Tubovolné vektory z V

Jednotkovy operdtor :je linedrny,
E("({’Q ‘*"(2.’(7_) oy X + oy X 0(,!.:261 +°‘7.E Xy -
Linedrny operdtor zobrezuje nulovy vektor O na seba,
AN AN - n
A6-Al0R)- 0AR -
Predpokladajme, Ze v n-dimenziondlnom: priestore V méme definovani bdzu
{Qﬂ Cpjerny Qn} . Budeme Xtudovat pdscbenie linedrmeho operétora A  defi-
Al A = ot
novaného nad V na elementy zvolenej bdze, PretoZe Adgév ¢ Vektor AQl- mb= -
Yeme vyjadrit ako linedrmu kombindciu vektorov béze,

h
A—-h - - . -
D W RE AP CYE I
Majme Fubovolny vektor XeV, . ‘

- -— - —
X ~oyQ +, Qg #-- -+,
nech plati 3=Ax » kde

By Bt PGy

Koeficienty ofy-..y &An a ﬁz,)---, ﬁm si sirednice vektorov X aj ’
respektive, v bdze ‘[5;,54-)- )y 5,,} . Pre A¥X plati .




h -’1 Ao h h -
2?’/312;;0(( a‘--%x‘-AQ‘=ﬂZ’_‘d‘ > ’41« %
h n -— N n -
. Mool (g > B> D]
2-;:{12’; Ao % * g &1 /éé %%
e,
¢ /3* = Z’A.G(O(l‘ ‘ (l: 4,;?,--.) N )

Podgbﬁe ako v kapitole 3, prepiSeme tento vyraz do kompaktného tvaru pomocou

maticového formalizmu,

AN (B A
voé: :L > .L. 3> ; .:
02;‘ )/3> ./ugn ) /4"1.':14'”4 )

potom
B-AL.
Hovorime, Ze linedrny operator A Je v priestore V 8 bdzou {5;,
qh} reprezentorvany maticou A (A'J) « Tdto matica popisuje pdsobenie operé-
tore A na elementy zvolene] bdze { )Cg,l) )Qu}
Studujme problém, ako sa zmenf matica A operdtora /4 pri prechode od
béze {@,Qz, )Q,,} k novej bdze 15, 2) * Z,} e Novd bdza Je vztiahmtd k

stare}
B -
A = T Q@ .
- Zr_L 7 : (45 2yeen., 1)
77 /
PretoZe vektory 2z {B; )IO:;_, E } si linedmme nezdvislé (tvoria bdzu), matica
- (Ta) ;je nesinguldrna, &ife existuje inverznd matica ‘1 (T-’) alebo
4 "'N
Qa by - (3'= 12,--.. n)
Operdtor A v bdze {Q1 ,O.,_, C—f“} Jje reprezentovany maticou A » vV bdze
{b‘l) ’En& ;je reprezentovany maticou B »
: n
. -_— VA -
a.-Z AB D B b

P P ) e YUY
Potom
. n h n L
%Ta‘“o aZT % JZP Ta Ay O

-)
°3



Z Tii Ary Top By

Py

To znamené

n
T
Matica E) reprezentujuca operdtor A v ba’ze{g1 )ba) sy bn} Je zazdand
B-T AT

oA
Ak pozndme pdvodni reprezenticiu operétoraA a maticu N prechodu od sta-
rej baze k nove;j, mbZeme zostroJit pomocou tohto vztahu novi reprezentdciu
operatoraA v biaze {5:,51) E:,}] .

A .
Determinant operdtora A definujemeg;)omocou determinantu Jjeho maticove}]

reprezentacie,
det (RY) - Lok (A .
Tdto definicia determinantu operdtora nezdvisi od vyberu bdze, pretoZe
det (B)> dot (T'AT = dut (A) .
Stopa operdtora Tr (A> Je definovand pomocou stopy Jjeho maticove] repre-
zenticie
n
Ty (K ) T (A) * Z A
Podcbne ako v predcha'.dzajlico; ;:ripade, plati
Tr(®) - Tr (TTAT) =T (R),
&iZe stopa operdtora nezdvisi od vyberu konkréitnej bdze,

Nad linedrnymi operdtormi mdZfeme prevsdzai zdzne operdcie si¥imu a su&tu,

Je d6leZité mat zabezpefené, Ze aj tieto nové operdtory su lenedrne.

Yeta, Nech i\\ a @\ su linedrne operétory definované nad priestorom V :
potom. si linedrne aj operdtory AB B D‘A a A (za predpokladu, i
Ze A\ Je 1-1 znadny operdtor). 4
m. * Su€in dvoch operdtorov Je linedrny operdtor,
(AP))("HCH toly Oy )= A[B (4% + o, G )] = '*’: i
- R B +4, 53, ) 4 (AD)g +a(1(m\.

¥

Sifet alebo rozdieX dvoch operétorov- Je linedrny operdtor

BB (@ +da B )= A Br B ) = B (w3 1, 8 ) -

S
ey
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~oU BB, 1o Aay oy BE oL, BG =
wA(A*%)a,)fdg(Atb)Qg. |
Dakaz pre AR  je triviélny. Nech A je 1-1 zna¥ny linedmy operdtor,
("(1“1 oy B )y BBy 4ol A -
= 04 g + O(Z
'kde.g A—G., a 5_\ [01 o Potom
| A by + 4B, ) dlq“fOZC}l ,,4/3,’1;‘ oy A b,_)
?So bolo treba dokézat'.

Teraz méZeme pristupit k maticove) reprezenticii operétorov AB ,j‘ B |,
/\-1 PN
a(A a A « Nech: operdtory _ A a b si v zvolene] bdze reprezentované

maticami A o B,

AN .
Ad Je reprezentovany maticou: AB

AL _

AtP®  je reprezentovany maticou A* B,

o} 3e reprezentovany maticou oA ,

'17 ” -1
A' Je reprezentovany maticou A ',

v zvolene} bdze.

10, Hodnost & defekt linedrmych operdtorov
_- - - 3 ey e retgttamy

A
Nech A Je linedmmy operétor definovany nad priestorom \/ e Qbor hodndt
tohto, operétora ozna&ime \m A , kde

im M- {‘Af‘v ol ¥ ,m&awxev}

Jadro operdtora A oznazime ker A s kde

N e -
h!JLA ={X GV') AX.= O } .
) ~
Veta, Obor hodnét im A je podpriestor lined&rneho priestoru vV .
- DN
Ddkaz. Nech g,.‘dg_G«mA, potom existuji také dva vektory x,, XZGV » Ze 31=A¥1

a laa_anz , SiZe 15,‘“(132_;0(1/\,(,‘ rol, Ax,, 3(06‘x\+a(1x,,)€th.

Vegtaa. Jadra operdtora kﬂk Je podpriestor linedrneho priestorw Vv -
D8kaz, Nech x-,,;(g.(-&&x » Potom AX*0 a A"z’ o, alebo.A (4G +ea % ) -0 s ClZe
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oy X 4oy % € bex A,

Val
Veta, Linedrny operdtor A definovany nad priestorom \%4 je 1=1 znadny vte~

-l

A > - R -
dy a len vtedy, ak Ax=0 plati len pre X*0 a ku kaXdému 3€ v existuje
- -
také XeV , Ze a*A’( . _
A - S AT -
Dokaz. 1. Nech A Je 1-1 zna&ny operdtor, potom X, + 0 => Axg +AX =
2;:‘-2;24 0=>A(%-%)10, Obrétenim tejto implikdcie dostaneme AX-0 1en pre

=0 , kde X=%G-X; .

A . N S :
Nech A Jje 1-1 zna&ny operdtor a nech {Q“Ql,...\ Qh& Je bdza V , potom

FAS FARS - . Ing= Y ry
aj{AG‘)AQp--,RQn} Je bidza, PretoZe 042\\01*"-""(nAqnﬂi\\(oﬁG;*"'*."[hau)' 0

~—

plati len pre 0<1¢4* o r ok Qe 0 , ZiZe of> = 2% 0, 10 zZnamend,

2e kazdy vektor g mdZe byt Jjednoznaine vyjadreny ako linedrna kombindcia
N I\ - N I AR PAY — PAREE N - -
ba‘.ze{Ad:)AO\l,'--\A Q“}» g*Zoﬂ-AQ‘- = Ao = AX s kde X 2.9 Qg

A

. — -in —
&iZ%e ku kaZdému 3 existuje také X 4 Ze 9 ~ A o

*}

/\_; -
2. Nech AX*0 plati len pre x = 0 a pre kaZdé 'g existuje také Ed

Ze g‘ﬂ X e Zvolme si bAzu {5\,751,--- 75“3 » na zdklade predpokladu, Ze pre
—— )

FaSEs N

kazdé ¢ existuje také X , Ze —5.-* A % , dokdZeme linedrnu nezévislost

vektorow -{Z\T\{,-.., X } , ktoré teda tvoria bdzu priestore V . To zna=-

mend, Ze kasdé X €V Je Jednoznalne vy;jadrené ako linedrna kombindcila
(o)

- — s A QA b
X+ 4y X=X , pritom AX >0 len pre X=0 , t.j. operdtor A Je

1=1 zna&ny operator.

. A /\
Definicia. Hodnost, \"(AW, a defekt, d(A ), linedmeho operdtora A defi~

novaného nad priestorom vV sd urliené
r(}):dim (im A,
A (R) »dim (lan B)
Al

Yeta, Nech A Je linedrny operdtor definovany nad priestorom |4 . Jpotom
jeho dimenzia je urend vztahom ' »
dim V= r(R) +d(A). :
Veta,. Linedrny operator A\ je 1=1 zna¥ny vtedy a len vtedy, ak
A (A O,

A -
t.3. podpriestor ki A » { 0 \] .
A\ A —a —
Dékaz. 1. Nech A Je 1-1 zna&ny operdtor, potom Ax=0 len pre X0 ,

 stxe b £-{0Y) .

R e e G




2. Nech 4(A)>0, potom drw (V)= rv(fﬂ‘). pretofe im AV , platf Vaim A .
to znamend, %e pre kaZdé 59 v existuje také X €V . 2o g‘:R? . Pred-
pokladajme, %e pre 56 V  existuji dva vektory ¥, €V  také, e A¢ =

AN &Y — - — - N ”~ ~iy
='A;;i'= y , oviem potom A(G-% )= 0 , Si%e X4 ebun A~ {0} , dosta-
neme X, > % . Pre 4+ X1  plati teda A%+ A% , A 3e 1-1 znas-

_ny operdtore

+

t A » A
Veta. Hodnost operdtora A a hodnost jeho maticove) reprezentdcie 4 v Iu-
bovolne] bdze sa rovnajuy,

r(A)~ v (A).
Dokaz. A Je dom (V)= h & &L O
Dékaz. A Je linedrny operdtor mad V , dim (V , nech 1192, -y Qi ¥

Je bdza V . Potom
n

)/q\Q‘,ﬁ-JZ' 43-4'6:&. ' (I-‘/’,J’...'nﬁ 'A (")

A
maticovd reprezentdcia A je A> (A,",) . Podpriestor 1m A je urdeny
o A A TR
_ 4MA‘JTQH{AQ.,)A(‘1,---, QHH- B .
AP — -
Pofet linedrmne nezdvislych vektorov v mnoZine {Acq ) AQ; ) --,A Ql,l‘f aa rovnd
. N
r(A):dim ((MA), To znamend, %e v (¥) je len r(R) 1linedrne nezdvislych veke

torov, &o je rovné hodnosti matice A .

11, Invariantné podpriestory

2 :
Nech A Je linedrny operdtor definovany nad priestorom V' a neen U Je

Jeho podpriestor.,

Definicia. Podpriestor u. Je invariantny (.stabilm'r) vzhladom k operdtoru
~

A » ak . A
ReU = Aaell
formsine AU~ W R

N . A
Nech operdtor A nmé netrividlny invariantny podpriestor Uq ’ A (-L( ’uul ’

a bézou.{d“di,...)am ‘] , Up&'PQM {q"_,, G:”. -,6#"& ,dim (U)>M _ Priestor
N i .
\% » nad ktorym Je operdator A definovany, méZe mat bdzu {(T” ey 5',,‘ )
wnily - - - .
QWI)"')QMX s dim du'M(V): N » Plati mM§Nn .« Zavedieme maticovi reprezen-



téciu A= (A‘) operdtora A v

AN N -
Q= dz; Aa.g & (12,00, m)
Ay s)i:,q;aj’ (txmsly. )

To znamend, Ze matica A md Etruktiru
A% ]B
Lo
kde Jﬂgp A= (mim) » {3)9(15) g« homY e fyp (A Grmnem)
Hovorlme, Ze operator indukuje v invariantnonm podpriestore uq novy
operdtor A" .
A <A %,
pre kaédé xe (/L,, .« Operédtor ﬁa, md maticovu reprezentdciu /A1 o
Studujme priamu sumu invariantnych podpriestorov
U- u @« (1)
kde ZH,(,‘ ‘b( a h U, = Uz . Nech podpriestor U, a {l, majd vize {Q Ei,,,g
a{qm,“. Qh} s, respektive; prle/s\tor W ma potom bézu {a” Qm, ,55‘\5.
Maticovéd reprezentdcia operdtora A v teJjto bdze md blokovo=-diagondlnu
Struktiru,
A, O
Ao )

N
Nech A,\ a A2. su operdtory indukované operdtorom A v podpriestoroch

ﬂ,, a ML s respektive,

N
X eb(l —> =Py X _

N
Operator'y A1 a ASL ma;ju v danej bdze maticovi reprezentdciu A1 a Aq_

xl, x}

¢
Prevedieme zovéeobecnenie tychto tvah, nech v

u‘-u,\@ L(l@ @ug ,
kde N . :
Au =(.(( ‘ (1212, 9)
Zvolme v kaZdom podpriestore 'u bdzu, priestor U ms potom bézu, ktord
vznikne zjednotenim tychto bdz, maticova reprezentdcia operatore A mé po-

tom tvar

F I T

RS UET. E

e teany
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kde A{ je maticovd reprezentdcia operdtora A.~ indukovan” operdtorom A

' F podpriestore u( .

12._:_0_.1&5_;1_%_%&@

.

Nech linedrny priestor f\k Je priama suma podpriestorov 'uq a ug_ ’
-\
ut {{4@ LL;_,‘ o To znamend, Ze kaZdé X Gu. méZeme Jednozna&ne vajadrit
takto
-
kde X,€u1 a X'z €u1 .

A
Definicia. Operdtor P sa nazyva proJjek&ny operdtor (pro:jektor) na pod=

priestor Uq vtedy, ak
oo -
PX-=X,

pre kazdé xell .,

>

- - -
Projektor T Je linedrny operétor. Nech X* "1 * Xp a X'=% * Xy , kde

”

X Xq €lya Xz X2€Uy , potom ?(x+x V=X, 4 %32 PR+ PR

fal ANa N

Veta, Operdtor P Je projektorom vtedy a len vtedy, ak idempotentny,P =P .

”~

Dékaz. 1, Operdtor P e projextor na U, , potom pre kxazdé X €U plati
‘Pl" P(F)-Px-% - PR , s1ze P1= F .

2, Predpokladajme, Ze $ Je linedrny operdtor vyhovujici podmienke idem~
potentnosti $1= ? » Nech Jje definovany nad priestorom U « Defimujme pod-
priestory u1 a 11)_ takto | |

“4’{?(.6&.3 $;=?},

.'(,-(‘,_’{?eu} $§;6} - bex P,
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A r—

.Dokéieme, ze U1 W, {O } . Nech § ¢ U,N Wy , potom $a 2 a ﬁg‘

toto plati len pre 'a‘ 0 , CiZe ‘u4m&2 {0‘] » DokdZeme, %e U= U4+ W, , kaidé_
XeW mszeme vyjadrit ake X = X, * X , kde melly, a ¥ €l , X‘(E‘P'F B) X
‘(E‘ﬁ)’?"ﬁ;. . PoloZime ?4*%3? a 5@_‘ (g',‘; )X s Dotom 5;& "1;2,_(,3 f’;f’ ;;1 )
:lg)—(‘i‘?(g’?)?’ ($'§l> X - o) « To znamend, 2e U-U41® Uy , Tym sme do=
kdzall, Ze linedrny idempotentny operdétor md vlastnosti projektora, Px- ’?;('uh

A , ral Fal
Veta. Linedmy operdtor P Jje projektor vtedy a len vtedy, ak & — P
je projektorom. Ked P  Jje projektor na W, , potom E-P Je projektor

na ('(1 . :
AR
Dokaz. 1. Nech P Je projektor na U1 » Potom Je idempotentny, &ize

(E-F).E-P-F9m. E-F,

- - - -2 ey
(€ - P)X’X'?X=’<‘Y1’XJ,.
24 Nech E P Je projektor na MZ s potom Uplne anatogicky dokéZeme,

A

e ¥ Je projektor na M1 o

7~ ~. A

Nech = u'g@ ua. a P Je projektor na (,44 s potom E-P Jje projektor na
Ul . Zavedieme oznalenie

=P, P:-E-P.

Potom plat{

(P, +ﬁ_= E
(2) '/P\‘ % A g ? , (‘iJ"’tﬁ) L

kde &a-u'? pre 1=a a 513 U pre 4'+3'

Pomocou projektorov mbéZeme vhodne vyjadrit aj pojem invariantnosti pod=
priestoru vzhladom k linedrnemi operstoru A « Nech Uq Je invar iantny
podpriestor vzhladom k 2 . AM z 1«(1 . Potom exis*‘u.je taky podpriestor
Ui , ze Uy NU,= {OH‘ U- e Ug_ . Nech ? a ?1 st projektory na 1,

a U ). » respektive,

P ! .
Veta. U, Je invariantny podpriestor vzhladom k operdtoru A  vtedy a len

vtedy, ak )
A% - A% .

Nech - Kq@ﬂl Jje priama suma dvoch imrariantnych podpriestorov, /H.L, Uq. 4

a Al{l W2 o Nech 71 Je projektor na U, a P,_ Je projektor na 1, . Potom
Fa¥
' operdtor A komutuje s projektormi R‘ a ?,_ ’
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A ~ ~ A
AR-BA , AM-hA. |
N
Pouzitim posledne] vety a tychto vysledkov dostaneme. !e operé.tor A
tvar

mé
A .
A‘zx\q ""All
. ”~ A D
§-RF , AR,

kde A1 Je :!.ndukovany operdtor operétorom A v invariantnom podpriestore
PAS
¢

%, » podobne Ag_ je indukovany A v Uy

N :
Pristiupime ku kon3trukcii maticove] reprezentdcie projektoru P na Uq -

Nech %, mé bézu {_01,0.1, ,a l_[ » ktord mdZe byt doplnend na bdzu celého

priestora u '{Q.') P y 0 Oh } ’ kde
A -
SPag=op ( 4=102,.., p )
Pa -0 ' (12p+1y. .5 n )
N\
V tejto bdze Je projektor P reprezentovany maticocu
a0
P- 4
| o 0.
0

~ Potom Tr(?) Tr (W) =dim (u,) P, tym sme dokdzali, Ze stopa maticoveJ reprezentd-
cle projektora :P a teda aj stopa samotného projektora sa rovnd
Tr (F)=dim (UyD

&o Je explicitny vyraz pre dimenziu podpriestofa.

13. Hermitovsky zdruZleny operdtor

Nech A Je lineémy operdtor definovany nad unitémym priestorom U

: A A
Refinicia. Operdtor At sa nazyva hermitovsky zdruZeny operdtor k A

Pre kazdé dva X,§€ll platf
(A,5 ) (2,4°).
2+

!gta.‘ A Je linedrny operdtor definovany nad w

D8kaz., Pre skaldrny su&in (A\?'S‘*g")

s 8k

platia tieto dva alternativne
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vztahy
(A%, 545, ) (X, A" E‘l STRDEN
(7‘\\)'(‘, S+ 8 ) (A\’?131 ) +(A\’?"z)
: (’?I'ﬁ‘\fg)*(’?)ﬂ*:.)
- (?)ﬂ+5, + ’A\+a,_).

C1%e plati
. N
- + = -— NG AT I -
(X)Afgt“az.)'A My = A "31) 0,
pre ka¥dé X €l . Toto mb%e nastat len ak druhé komponenta skaldrneho si¥im

e

je milovy vektor O ,
~ A n
U™ - + - g -
AT(BL + 3= ATy + ATH,
Tym sme dokdzali, %e A’ Jje linedrny operitor.

~ .

Veta. Nech operator A v ortonormalne] bdze je reprezentovany maticou A »
”~

potom v tejto bdze Je operitor A reprezentovany maticou A+ » kde (A+)1'J'

* +
- Aa\- {(hovorime, %e matica A je hermitowsky zdruZend k matici A ).

Dokaz. Nech v unitérnom priestore mdme definovani ertonormilnu bizu {x—'; oo 5
- A . :
-->Xn} e Operdtor A Je reprezentovany v tejto bdze maticou A= (413-3 .

A% -2 AR <
A 7. R I =425 nY)
PretoZe bdza Jje ortonormdélna, waticowé elementy Aa; si uriené vztahom
s N -

Nech operdtor At Je reprezentovany maticou B- (Bl'a') ’

n
N —
A+ X( = Z B ¢ Xy )
. PR 4

kde o AL
'I)a'( = (xa ) At x(} ‘

Pretoze B~ (?d-,ﬂ"?,.% (R, %) (
B- A,

X
kS
aXx}
~%
[ ]
>

v J » dokdzali sme ,-‘ Ze

: NN+ AL A
Veta. (AB) - B*Ar, R
D6kaz. Pre skaldrny su&in (AB X \ 3 platia tieto dva alternativne vyrazy,
HNA - N D -
(A48 ,9)= (X, (AT)" ),
AN o o D N . - D N
(BB 2,8)- (B2, A'g)- (%, %74+ 9D,




-37-

gife plati

,(;) (£3)+5‘ %+£5)‘0 )
alebo A,

(AR)t=2*A+,

Yeta. Ak A Je 1=1 znadny operator, potom aj A+ je 1=1 znaany opgrdtor. .

. Dokaze. Z 1=1 znaénosti operdtora A vyplyva, Ze pre kaidé x*O plat{

ﬁ\\x*o , alebo (2,82)40 , potom (A*%,%) 40 pre kazas 743, mo znamend
s AR . R i

3¢ tie2 plati A" x40, operitor AT jJe 1=1 znaZny.

, A "
Veta, Nech A Je 1=1 znalny operdtor s inverznym operdtorom AT , Potom
(A‘{-)-‘!, (ﬁ-‘l)f. :
Dokaz. Inverzny operdtor je definovany vztahom
Aoa N
/A\ A‘-*] -ATA:E

alebo A

(R) At AH(A)F-ET-E.

| A al
To znamend, Ze (A™1)*. (A*)"1,

Pre hermitovsky zdruZeny operdtor platia tieto reldcie

AP A
Py N A
(ﬂtB)"' - A+ + B"-)
| (oiz)"'ao{#,a"',
Pomocou poJjmu hermitovsky zdruZeného operdtora definuju sa tieto Specidlne
typy operdtorov:
1, Hermitovsky operdtor, AT= A
”~ ~

2o Unitdmy operdtor, AR AR - 5 s alebo Ats R
3.,N6rmé1ny operdtor, ;\\ 3" = A\*A .
4, Antihermitovsky operdtor : Ate- ﬁ .



14, Charakteristickj groblém

~ ) ,
Nech A Je linedmy operdtor definovany nad n-dimenziondlnym komplexnym
. ”
priestorom V , Charekteristicky problém pre operdtor A mé tvar
N - - '
Ax = } b4 )

kde X Je nemulovy vektor nazyvany charakteristicky vektor a A Jje kom=
plexné &islo nazyvané charakteristickd hodnota,

ZvolIme si v priestore V' vézu {CT”C-& ,.--,CT"} s nech maticovd reprezen-
4 e .
tédcia operdtora A v tejto bize jJe A » Charekteristicky vektor X eV
v 2volene) bdze md tvar
* -

2oy Q468 + oo 4 oy & .

Maticovd reprezentdacia charakteristického problému mé& potom tvar
AL=2L
kde (I‘(O(”a(;,- <y olp )T je stlpcovy vektor suradnic vektora X . Maticovd re-'f

X

prezentdcia charakteristického problému mbé3e byt prepisand do ekvivalentného ;
. !
tvaru =

o .
(A-2E)Y L =0,
kde E  je jednotkovd matica., Siradnice charekterdistického vektora o s i

urdené ako rieSenie homogénneho problému, pretoZe nés zaujima len netrividlne;

. R S .
rieZenie oL +0 sy determinant koeficientov homogénneho systému musi byt nulovy;

det (A-2E)-0 .
RozvoJjom tohto determinantu dostaneme sekuidrnu rovnicu matice A ,
n -
Q°24Q1}h4+"+ah.'2+qy\zo)

n ,
kde napr. Qo (-1) a an:dit(A) . Sekuldrna rovnica je invariantnd vzhladom k

vyberu bdze v priestore Vv » nNech v noveJ bézre :je'operétor ﬁ reprezen=
tovany maticou BT AT , matica T je trensforma¥nd matica precﬁogu
od stare] bdze k novej. Sekuldrna rovnica matice B mi tvar |
det (B-2E) = det(TTAT-2E) = et (F1(A-2EDITD
= Aot (A-2ED.
Tym sme dokdzalli, Ze koeficienty QoyQyy- -y Qmn sekuldrne]j rovnice su

invariantné vzhladom k vyberu bdze, &iZe mdZu byt priamo vztiahmuté k operd=:
. ~ ' 3
. toru A .



. ~
Veta. KaZdy linedrny operdtor A  m& aspon jednu charakteristickd hodnotu A

e k nej prislichajuici charakteristicky vektor X ,AX=AX .

D8kaz. Ako vyplyva z predchddzajiceJ diskusie, charakteristické hodnoty ope-
rdtore ,A} su urdené ako korene sekuldrnej rovnice. PodTa Gaussovej zdklad=
nej vety algebry, kaZdd algebraicki rovnica (sekuldrna rovnica je algebraic-
kou rovnicou) md v obore komplexnych &isel aspon Jeden koreﬁ-./\'l‘o znamend, Ze
:selmlérna rovnica mé tie? aspon Jeden koren, &i¥e operdtor A md aspont
Jednu charakteristicku hodnotu. Dosadenim tejto charakteristickej hodncty

do homogénneho problému a jeho rieSenim ziskame prisilu3ny cherakteristicky

nenulovy: vektor.

Charakteristicky polynom mdZe byt prepisany do tvaru.

n n, i hp
(-2 (A=) - (2-2,)P= 0
kde hyyhgy..oy hp sui prirocdzené <isla obmedzend podmienkou
h1+]17_+-4i‘}P=n

VeliZiny Az y-- -, 3}, si charakteristické hodnoty, ich multiplicita je po-
pisand &islami hyNy,. ., hp « Hovorime, Ze charakteristickd hodnota Ay mé
mItiplicitu hy « Ak n;=1 , potom charakteristickd hodnota A; Je nedegenerc=
vand, v opa&nom pripade je degenerovand.

zg. Nech operdtor A\ md dve charakteristické vektory }'; a ?(2 priradzné
dvom réznym charakteristickym hodnotdm 7, a A (t.j. 432, , Z“x‘p 2,4 a
A % >A2%; '), potom vektory X, a X, sd linedrne nezivisls,

Dékaz, Studujme linedrnu kombindciu Xy % +oly 3y = D , jed resturnym vyndsc-
benim zlava operdtormi (4~} E) a (4- 2.€) dostaneme, %z &0 a «>0 ,

¢iZe vektory X a X  su linedrne nezdvislé.

lg_t_l;.‘ Nech A\ a g si komutujice 1ineame operatory definované nad
priestorom V , A AB-EA ,’ potom mnoZina charakteristickych vektorov cpe~
rdtora A\ priradenych charakteristickej hodnote 7‘ *

Ry={Xev, Az.ax Y,
tvori podpriestor invariantny vzhladom k operdtoru . ﬁ .
DSkaz. Nech X;,% €R, , potom Ay 31063 ) = 2o + 4y ) , SiZe

d,x,w(;x,_ eR) » tym sme dokdzali, ¥e mnofina 5?) Je pedpriestor. Nech XGQA )
A X= AX V'ynasobenlm zlava tohto charakteristickeho problemu operdtorom.
I’ dostaneme 'BAx A Bx e 37’ X s to znamend, Ze B2 Je charskteris-
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~ (AN
tickym vektorom A s charakteristickou hodnotou A o EiZe BX€R, «

Veta. Komtﬁdﬁée operdtory A a @ majui aspon jJeden spoldéni charaekteris-
ticky vektore.
D8kaz. Podla predchédzadﬁcej vety plati @R;\‘ R y t1%2e podpriestor R A Je
invariantny vzhladom k operdtoru B o To znamend, %e operdtor 3 indukuje
v podpriestore Rm operator "Sq s DriZom @1 Je linedmy operdtor defi.
novany nad podpriestorom Q; e Vieme, Ze kaZdy linedrny operdtor mé _spoﬁ
Jednu charekteristickd hodnotu & k neJj prisluchajici nenulovy charakteristies
N

-l A—l [] -h ) ’
k¥ vektor X' , prifom BRX'»B,X' =2 x . Pretofe X'€ Ry , platf siesn
A-u A =1
ad X'*»A X _ & bolo treba dokdzat,

15. Vlastnosti hermitovskych a unitdrmych operdtorov

gg. St&in dvoch hermitovskych operdtorov Jje hermitovsky operdtor vtedy l
len vtedy , ak tieto operétory komutu;j\i; |
Ddkaz. Nech At- ﬁ+ « Potom (RI'SY'* @+K+= ﬁa , ak komutujd, A‘@’@?\h
potom. (A= A E . i

Veta. Su&in dvoch unitdrnych operdatorov Jje unitédrny operétor. 1 )
- - i
Dékaz, Nech A=A a Bt B o Potom (A BV At BT A (A BY 4

Veta, Charakteristické hod.noty hermitovského operdtora su redlne &isla.
Dbkaz. Nech A=-Rt a AR:=2% , bre X ¥ [4] « Pre hermitovsky operdtor plati
(A%, %) = (%, AR, atebo 2*(R )= 7.(2 ;z) , pretoze (% X)>0 ', dos-}
taneme 2*: 7\ . &

Veta. Nech. A Je hermitovsky operétor definovany nad n—dimenzicmélnym un.t-f

térmym priestorom. V a nech X  Je charekteristicky vektor A
. MhoZina vaktorow

U-47; (2g)0y< v :

tvor{ (n-1)-dimenziondlny podpriestor, ktory Je imrariantni vzhladom k A o b

Dtkaz. Vytvorme 1=dimenziondlny podpriestor w(x)- gf’q"‘{"‘ « Jeho orto.-__:

gondlny doplnok: je totoZny s podpriestorom YU , U "=, Vieme, %e ple



V- u(,‘(‘)e { -, 8iZe dimenzia WU Je dim (W)~ -1, DokéZeme, 2e U 3o
invariantny podpriestor vzhladom k ﬁ w A A A=W Nech el , potom
(g‘,i‘) 0, pre Ag plati (AB)S'Z = 5Ax)>:\ g.?) O , zize ﬁag(‘"

* %0 bolo potrebné dokdzat,

| Veta. Dva chayakteristickd vektory hermitovského operdtora, ktoré si prira-.

‘dené dvom rdznym charakteristickym hodnotém, si ortogondlne, -

D'akaz. Nech 2\\3?1»34?,, AN a 232 L pract (A2, R) =2 (2, %) -
(’(nz\"?z) )1(3\%.). CiZe hr%)(‘ﬁ;i’i%t). Pretofe A4¥ 71, , dostaneme (M,% ) 0

vek’cory x‘ a x,_ s ortogondlne.

. ~N
Veta, Linedmy operidtor A definovany nad n-=dimenziondlnym unitdimym pries-

torom Jje unitdrny vtedy a len viedy, ak zobrazuje ortcnormdlnmu bdzu n2 orho-
normdlimu -hdzu.

A ~
. y_ a1 -~ o= -
Dokaze 1+ Podmienke rnutna, AT = A s Mech {2.1 1 €2y oy ‘?nLI Je ortonormédlna

— A-h
bdza v V . (&,%, 3) gL pre *tr)’/"l?"' ' . Definujme { A€  , pre
l Py f > R -
4‘:4\2)... Nn . Poten. (F‘”J\} (A QL ) QG‘ \\/ = '\e[)A*'Aea.}-. Sla pre {’541‘2,,__.”.
'AY

2, Podmienka postadujica. Nech A je linedrny operé‘tor nad V s Dajre

- s —_ - e - A
dve ortogondlne bize v V ’ {Q1 s By 3@ \' a {{1 :'F.x) )’Fh‘f s DPricom ]fg‘!"\?(
R i Fadire) ,\ ey S - _.. A
pre ‘z"lZ)*--‘h ’ plati ( t;'fsj\):{l(} (AQl ;Aea')‘( \)A*Ae’a)]
Al FAS -

pre 1,3 12 .h e 2 Jednoduche]d aiskusie wyplyva, Ze A"/-‘.‘ E ., Podobne dokd?z-

A N ;
me, Ze . Flati tada
/\/\ N 7
AAT- ﬁ* A = E » A Je unitimy cperdtor.
Veta., Charakteristické ncdnoty unitirnehe operdtora majli absolitnu hodnotu

rovnd jacnej (leZia ca Jednoetioved krufnici v kemplexne] rovine).
A ~ B N - - e ~ o
Dokaz. Nech A=A a AX* AX  pre X+0 , Potem () ¥ {AX,AXD
| SRS — T H -
=M (%1 X)) 4 pretoze [, X)>0 | plasi 12 A s &lzbo iA{=1 .

v

17. Ortoprojekéné onevatow {ortoprojektory)

FaS

Qefinicia, Projek&ny operitor T sa nazyva ortoprejekiény operdtor (ortepro-

~
Jektor), ak P Je hermitowvsi? cperdtor,



‘Nech Uy a {{, =i dva podpriestory linedrneho priestora V , priZom
~ A :
V=4, @ Uy . Nech P, (P, ) je projektor na U, (U, Ye

”~

'Veta. Nech 17 Je ortoprojektor, potom aj f’z Je ortoprojektor a pbdprfstom'
Uy a Uz si ortogondine.
Dokez. Flatf P,= E-P , Zize 7~
DN - Lo TP - A S
potom P.,X,"q . Py X3~ X a?, 1=(
()% ) N A, A '
i -ty - - = -~ —t - —
(%, % )- (P, %)% ) (0, R )= (4, %) (%,0)-0.

To znamend, Ze podpriestory ’U, a “1 su ortogondlne,

() —r -ty
= Pz e Nech X, €u1 » X2 € “2. »
O ., PoXftajme skal .frny siG&in

PO e - Bt

Veta, Podpriestory U., a u.L si ortogondlne vtedy a len vtedy, ak ich proje-
ktory sd artoprojektory. ' i
N ”~

. D t. .7 .
Dokaz. 1. Nech plati B,"P, a 7,’2 - Rg s Potom podla predchddzajice) vety pod-
priestory Uy a Uz su ortogondlne.

e 3

2e Pmdpokiada:jme, Z2e podpriestory Uy a a;\ si ortogondlne , Ka%dé
X1y % € U@Uz mdze byt vyjadrené v tvare X)=U, +%4, , %= +%; , kde Ay B €Uy
a ﬁz,ﬂi eu.z « Lahko dokdZeme, Ze '
D ~
(Rx5,%)=-(F,% %),
~ - -l L) -—
(%%, %) @)% %),

A
EiZe 74 a Bl si hermitovské operdtory.

»

Pozndmka, Predchddzajuce Uvahy sa daji Jjednoducho zovEeobecnit. Nech
V=u1@a1@...@l(f,, A

Je priama suma podpriestorov. Nech _7'.’. Je proJektor na podpriestor U,- » ‘

pre 1:=1,2, oy p e Z predpokladu, Ze tieto podpriestory su ortogondlne vypli-‘_
o ’ ) ¢ -:
va, Ze projektory I, - sui ortoprojektory,

’lP\(""»’P\r - -(4721.2'...’P )

Tieto ortoprojektory vyhovuji vztahom
~ ~ ~ ~
R!+‘-P1+o--+‘PP=E )
A .
A gt

-~

kde € Je Jednotkovy operdtore.
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18, Charakteristicky problém hermitovskéha operdtora
aismaieRer e =S

Nech A je hermitovsky operdtor (A+- A ) definovany nad n-dimenzio-
ndlnym unitdrnym priestorom 4 « V kapitole 15 sme ukdzali, Ze Jeho chara-
Kkteristické hodnoty sd redlne a dva charakteristické vektory odpovedajice
rémym charakteristickym hodnotdm si ortogondlne. '

Nech X Je charakteristicky vektor operdtora A , potom podTa kapitoly

72
15 poqpriestor U( X) 3f°c‘”‘{ 1] Je invariantny vzhYadom k operatoru A .

N
Vetay Hermitovsky operdtor A definovany nad n-dimenziondlnym unitdrmym

priestoron v ma N ortcnormdlnych charakteristickych vektorov.
Dékaz. Vieme, Ze kaZdy operétor (giZe aj hermitovsky) md aspon Jednu chara-
kteristicki hecdnotu 9\ A X ?‘ ><1 « Vytvorme podpriestor

U (%) = { eV, ((a)x\) OECV )
ktory je (n-1 )-dimenzionalny a invariantny vzhladom k A , AU, (¢ )= U, (a).
To znamen, %e operator A indukuje v podpriestore 'uq (X13 novy hermitovsk-
operétor' ﬂq definovany podmienkcu AX - A ? , pre kaZfdé X € U, (5(.;) a
A%-0 pre kazdé XQ'.W(-‘G). Operitor A1 md v U, (%) aspon Jedmu charekte-
ristickd hodnotu A2 , ku ktorej Je priradeny: charakteristicky vektor ;{.zeuq(?:
21)7 =M X; o Vytvorme (n-2)-dim=nziondlny pcdpriestor

(%, %)- {Aaév (5%~ (5, %) 0}
ktory Je invariantny vzhladom k A1 - Operator A1 indukuje v “1 ()q, 3(23 her
mitovsky operdtor A 2 , definovany A—“A:L pre kazdé Xéug_(xyc%)a A_z X
pre kaZdé X ¢"{,1(->(:1.3?;_> « Tymto postupom vytvorime N ortonormdlnych chara

kteristickych vektorov ;Z«, ) ?1, ey xn » kde
A _a s ‘ 2 1 2
A yf - al xt R ( A2 [ 1° % () )

Pozndmka., MnoZina charakteristickych vektorow {?\ ) X ) B X S‘ hermitov-
A .
ského operdtora A tvor{ bdzu unitirneho priestora vV ’
V‘SFOW\{’Qw %y ycs XY

Maticovd reprezentdcia operdtora A v tejto bdze Je diagondlna metica



A, 0... D
S A
0O 0. An

Potom plati

et (AY-2,2,--2n
Tr(A) 2+ 220+ D

Ako u¥® belo naznalené v kapitole 14, nie vietky charakteristické hodnoty

~ .
operdtora A  musia byt rézne. Oznadme 7!4,3_1, <) z}) rézne charakteristic

«é hodnoty, ich multiplicita nech je /)y, /2,..., hP e Vybermi si chare-
kteristickd hodnotu Ay (7€4€ ] ), podla poslednej vety k tejto charekte-

H

ristickej hodnote existuje Iy ortonormélnych charakteristickych vektorov,

- —"([).
x((ﬂ) coy X ) « Definujme podprilestor

=~ = (n) ‘9
4’(1'=S,PQM{X" )y X, )
- A
kda dim (ug) :h-a pre kaZdé X € L(L' piati A X =N' X « Podpriestor ul' sa
-~

nazyva charakteristicky podpriestor operdtora A priradeny charekteri-

stickej hodnote A’ . Dimenzia tohtc podpriestoru je totoZnd s multiplicitou
;e charakteristickej hodnoty. Priama suma tychto podpriestorov Je priestor
v, | _ |

V:.E,{'1®L(l@---@ﬂ.}).

e

19, Spektrdlny rozvo] hermitovského operdtora

!

_ ~ ‘ ; _
Nech A je hermitovsky operdtor definovany nad n~-dimenziondlxym unitér-;
nym priestorom \% « Ako bolo ukdézané na zéver predchddzajice] kapitoly,
tento priestor mdZeme vyjadrit ako priemu sumi charekteristickych ortogonél~-

nych podpriestorov,
‘A V‘-u7® u_z@ ¢ @ (/(P .

" Rech '{" Je ortoprojektor na podpriestor l(‘. s potom platié tieto vztahy



AT T T
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Tr(ﬁ)’ 0‘(”1 (“{)=nr ) ("’4’1"" )P)

ia + 1; 4+ -- - +jﬁ} - é? 3
Bt @) | a2y p)
& R ”’;”‘ Sy T e 2 p)

A .
‘kde €  je jednotkovy operdtor v umitdrnom priestore V .

~ ~
Veta, KaZdy ortoprojektor :P.; komutuje s operidtorom A s Pricom

ACA A NA A i

‘P[‘A'A‘P(,,)\A"P( . (ashdyoy pD)

AN
Dékaz. Charakteristické vektory A tvoria bdzu v V s 0znaéme tieto vek-
] . ) = [

tory X9, kde 1242, 3p a )2, potom V’Jfan‘{"a'J}. pri-
Som plati

A = (4) _s(')

A Xl'(] s A(' X‘AJ m (n
To znamend, Ze 4’(@' *o"ffmrh {Xo' oy Xi }. Kazaé X € V mbéZeme vyJadrit ako
linedrmu kombindciu tychto charakteristickych wvektorov,

n-
- ? ; /')-a’
K = O(1J X[ IJ).

Poton R
A N A ) -
P A x=ﬁ§7_‘o<s’ AT A 2 %A 07
17 d= =7
A AN “8 /) A
s J vl 1) 1y AL
AR X i(]Zx A PR A AT
Plati teda

~
Veta, Pre hermitovsky operdtor A plati
A A
A = ﬁ 21’ ‘P;
127 ) A
tdto formula sa nazyva spektrdlny rozvo] operdtora A .
) A A A ) ~ fa) al
D3kaz, A~ E A=, E;\\ = 2. Ay "P,. kde sme pou%ili formulu € “ZH .
- 3

. ”~N
MnoZina vetkych charakteristickych hodnét hermitovského operdtora A sa

nazyva spektrum operitora A ,
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Sf:ecf(/?)-{'anzz,...’ AI,} ,
ktord Jje podmnoZinou mno¥iny redlnych &isel, .Jyagc((A) <R .
Nech -f(x} Je funkcia redlnej premennej, JjeJ definilny obor Je m{: < R
2a pred'pokladu,. Ze v3etky charakteristické hodnoty operdtora A\ leZia VJ{_ '.
‘ s{)ecf (A C‘-‘D_f » mdZeme definovat funkciu operdtora

N
HEREDWICH T
kde £(Ai) je hodnota funkcie £(x) v vode x>Ar | Ukd¥eme, Ze takto defi-
novang funkcia Jje konzistentns s pojmom mocniny operdtora. Napriklad
Ay AN N ~ £ S oA
ALAR 2B 707 DA RE s TR
11 i>4 d a 1957 ; d 77 "y

An
Pre n-td mocninu A~ , kde N Jje prirodzené &islo, plati

>
=
¥

Mr
pY)
- 5
D

>

Za predpokladu, e A nema milovd charakteristickud hodnotu, O¢ {;f{c”a) .
méZeme definovat tieZ aj zdporné mocniny A . | :

LI S -
A = 2:‘ 4

171

e e

N A A
Ak spektrum operdtora A Je nezdporné, potom mdieme definovat mocniny ope: .
A L

rétora A s kladnym raciondlnym exponentom,
Ay = Py S
A - 12.? ’2{- ,Pi P
Za predpokladu, Ze .Sfer,é (K ) Je kladr.é, m3Zeme definovat IubovoInu racio;
N
ndlnu mocninu matice A »

AL T AR

AL S S gl TR R

Nech funkcia 7[(13 méd v okoli bodu X=0O Taylorov rozvoj +
FON= Qo+ Qyx+ Qux™ 4. e Qx|
s oborom konvergencie M o« Druhd alternativna moZnost definicie funkcie
operdtora /’4\ Je
NG

N ~ ”n . ’
-‘:(/’Q\)z a, E +a,A +Q1A1 4—--—+O.,‘A + .

N
Vznikd otdzka, kedy su tieto dva rdzne pristupy k definfcii -F(A ) ekvival_}

tné? DokdZeme, Ze ak SP{O(: (R)C—M (t.j. charakteristické hodnoty operétorﬂ
n

A  1ezia v oblasti konvergencie M rozvoja funkcie £{x") ), potom
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gieto dve definfcle si ekvivalentné,
) Pl
{(ﬂ):iQ“A" Za“i?‘ P i{ZAGn (Y
n>o h=o e =y Unao

 za predpokladu, Ze ’A‘-EM pre kazdé A>12,..., P , plati
>

. h :
g{) O,,A"‘ ‘F(R( ) )

,612 e
L4

$(AY - S a, A" Eb: EREN
n2o 11

Priklady. 1. Taylorov rozvoj exponencidlneJ funkcie LK v okolf x>0 md
tvar & <

2 -/]+><+7|-+ S b T
tento rozvod konverguje pre kazZdé X M= R . Exponencidla hermitovské-

ho operdtora potom md tvar
2N A A v ’A\

LA"'E*'A"'FA 3 -. h'
Tento rozvo3 Jje ekvivalentny pre kaZdy hermitovsky operdtor A s

A 7. A
(A>inPft

1]

2+ Taylorov rozvo] funkcie "’/ (’f’ x) v ckold ¥ 0O mdi tvar
—1—34 b g e XMy
1- X

’ -~
ktory konverguje pre Ix1<1 . Ax A je taky hermitovsky operdtor, Ze
vietky jeho charakteristické hodnoty leZia v intervale (?-4 i 4) s potom

(E-AY B vA +AY 4. 4R o

Altermativna formula operdtorove] funkcie Je

A . 4 ~
(€~A)“=i = N

]
Vidime, e tdto funkcia Je definovand ak v3etRy JeJ charakteristické hodnoty
8 rézne od /1 alebo-1 ., Formule si ekvivalentné vtedy, ak ancf (A< t41),

tede 1M 1<T pre a=%2,-.. b .

\.



