2. kapitola

Intuitivny Uvod do jednoduchej

(K) modalnej logiky




Uvodné poznamky

e Modalna logika patri medzi neklasické logiky, ktor¢ vyuzivaji modalne
spojky pre kvalitativnu Specifikdciu pravdivosti usudzovania. Moddlna logika
zahriuje taka modifikaciu vyrokovej logiky, ktora obsahuje dve nové unarne
spojky ,,je nutne, aby...*“ a ,,je moZné, aby...*.

e Modalne logiky maju vyznam nielen vo filozofii, kde umoznuji analyzovat
a precizovat’ jej argumenty modalneho charakteru, ktoré su casto vel'mi
neur¢ité atazko ,uchopitel'né”, ale aj vo vedach prirodovednych,
v informatike a v umelej inteligencii, kde umoziuji rozSirenie sposobov
usudzovania a reprezentacii vedomosti.

e Spolocnym rysom modalnych logik je, Ze modalne spojky nevyhovuja
principu extensionality, ktory je platny v klasickej vyrokovej logike.
V modalnej logike pravdivost’ vyroku & (s undarnou moddinu spojkou &) nie
je plne urCenda len pravdivostnou hodnotou vyroku . Tento problém
sposoboval vel'ké problémy pri korektnej formulacii modalnych logik.
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Koncom 50. rokov minul¢ho storoCia americky filozof a logik Saul Kripke navrhol
novu sémantickl interpretaciu, ktora vyuziva aj iné mozné svety, ako je len nas svet.
Problém urcenia pravdivostnej hodnoty vyrokov ..o je nutne pravdivy“'a , ¢ je
mozne pravdivy* vo svete w, spo¢iva v tom, Ze pri jeho rieSeni sa musime obracat’ aj
na svety, ktor¢ su dostupne zo sveta w:

o vyrok ¢ je nutne pravdivy vo svete w vtedy alen vtedy (vtt), ak ¢ je
pravdivy vo vsetkych svetoch, ktoré su dostupné zo sveta w.

o vyrok ¢ je moZne pravdivy vo svete w vtedy alen vtedy (vtt), ak ¢ je
pravdivy aspon v jednom svete, ktory je dostupny zo sveta w.

Tento pristup ma univerzalny charakter a je pomerne 'ahko aplikovatel'ny aj pre in¢
typy modalnych logik.




Saul Kripke (*1940)




Kripkeho sémantika

Pr1 skiimani pravdivosti modalnych vyrokov ,p je nutné*“ a ,,p je mozné* hl'adame
odpoved’ v moznych svetoch W= {w, wy,.., w,,...}. Ak je nejaka skuto€nost’ pravdiva
v kazdom moznom svete, ktory je dostupny zo sveta w atvoria podmnoZinu
['(w)< W, potom povieme, Ze je nutne pravdivd aj v nafom svete w, alebo, ak je

pravdiva aspon v jednom pristupnom svete, povieme, Ze je mozZne pravdivd aj
v naSom svete.

Priklad 1.Studujme vyrok ,nutne plati, Ze viak do Prahy odchddza o 10.15“. Ako sa
jednoducho vysporiadat’ s undrnou modalnou spojkou ,nutne*“? Najjednoduchsi
pristup k rieSeniu tohto problému bude, ked’ sa obratime s otazkou ,,odchdadza viak do
Prahy o0 10.15¢ ? na naSich susedov vdome kde byvame. Potom
F(W) = susedia _v_dame(w), tato mnozina obsahuje susedov individua w, ktory

s nim byvaji na jednej chodbe. Ak nam kazdy takyto sused odpovie ,,ano*, potom
mozeme pokladat’ dany vyrok za nutne pravdivy. Ak ndm odpovie ,,dno“ len urcita
cast’ susedov (aspon jeden), potom dany vyrok mozeme pokladat’ za mozne pravdivy.




Priklad 2. Predstavme si Skolu, v ktorej sa nachadza mnozstvo tried, pricom v kazdej
triede ja tabula, na ktorej su vypisan¢ pravdivé vyroky (napr. ,,Eva miluje Ivana®).
Ak chceme poznat’ v danej triede w, v ktorej sa nachadzame, pravdivost’ nejakého
modalneho vyroku ,nutne ¢*, tak musime skontrolovat’ platnost vyroku ¢ vo
vSetkych triedach, ktoré su napr. na rovnakej chodbe ako dana trieda,
w e triedy_v_§k0[e_na_rovnakej_chodbe(w). Ak je vkazdej triede vyrok ¢

pravdivy, potom ¢ je ,,nutne pravdivy v danej triede. Podobne, ak chceme poznat
pravdivostni hodnotu ,,moZne ¢* v danej triede, staCi najst’ aspon jednu triedu na
rovnakej chodbe, kde na tabuli je uvedeny vyrok ¢, potom vyrok ¢ je ,,moZne*
pravdivy v danej triede.




e Vyrok ,.cislo 3 je prvocisio* je pravdivy za kazdej situdcie v kazdej triede
v celej Skole, t. j. je napisany na tabuli v kazdej triede, potom je takyto
vyrok nutne pravdivy.

o Vyrok ,Eva miluje Ivana*“ je pravdivy len v niektorych triedach na
rovnakej chodbe, potom tento vyrok nie je nutne pravdivy ale len mozne
pravdivy.

e Vyrok ,prvocislo vicsie ako 2 je delitelne 2, ktory nie je pravdivy
v Ziadnej triede, t. j. je nutne nepravdivy.




Zovseobecnenie

Zovseobecnime tieto dva jednoduché ilustra¢né priklady. Nech vyrok ,,nutne ¢* ma
tvar O, kde symbol O reprezentuje undarnu modalnu spojku ,,nutne*. Nech svet
v ktorom sa skiima pravdivost vyroku O¢@ je oznaceny symbolom w, mnoZina
moznych svetov je oznaCena W. Ak vyrok ¢ je pravdivy pre kazdy svet w'el'(w),
potom budeme pokladat’ skimany vyrok O za pravdivy aj pre svet w

val(woe)=1 vt VYw el (w):val(w,p)=1

val(w,D(p) =0 vt Iwel(w): val(w’,(p) =0

Podobnym sp6sobom mézeme diskutovat’ aj vyrok tvaru O,
val(w,00)=1 vt Iw el (w):val(w,¢9)=1
val(w,O(p)zo vit Vw'eF(w):val(w’,(p) 0

Modalne spojky st navzajom spriahnuté vzt'ahmi
—0Q = 0—@
—0@ =0




Intuitivna formulacia modalnych unarnych operatorov

V prvok kroku budeme Specifikovat’ tvorbu formul jazyka L modalnej logiky. Nech
Q={p.q....0".q"...p,.q,...} je kone€nad mnozina atomickych vyrokov (vyrokovych
premennych), z ktorych pomocou unarnych a bindrnych logickych spojok (vCitane
modalnych O a ¢) vytvarame formuly modalnej logiky, kde L je minimalna mnozZina
Specifikovana tymto rekurentnym spdsobom:

1) L=0,
2) Ak gyeL,potom (eAy),(ovy).(0=v).(o=v),(—0).(0¢),(0p)e L




Kripkeho model M je definovany ako usporiadana trojica
M =(W,R,v)
kde mnozina W = {w,,w,,...,w,} obsahuje mozné svety, R < W xW je binarna relacia
definovand nad mnozinou svetov a v je zobrazenie
v:QxW—>{O,1} (2.7b)

ktoré ohodnocuje atomické premenné Q={p,q,...,p".¢"....p,.¢,....; vkazdom svete
w e W pravdivostnou ohodnoti w( p,w) € {0,1} s interpretaciou
w(p,w)=1= p je pravdivé vo svete w
w(p,w)=0= p je nepravdivé vo svete w




SkutoCnost’, Zze vyrok p je pravdivy vo svete w zapiSeme -, (podobny formalizmus
bol pouzity aj v predchadzajice; kapitole pri Specifikacu vyrokovej logiky, pozri
formuly (1.2a-b))

(WIZp) = e v(p,w) =1

(w¥ p) =4 v(P,w)=0
Pomocou relacia R mozeme definovat’ pre kazdy svet wew mnoziny dostupnych
(susednych) svetov F(w) C W zo svetaw,

{w’;(w,w’)eR}




(L,1)

Znazornenie binarnej relacie R W xW pomocou orientovan¢ho grafu, priCom
mnoZina svetov W obsahuje tri svety, W ={w,w,,w;}. Mnozina Q obsahuje dve

vyrokové premenne, €)= { D, q} Kazdy wvrchol grafu je ohodnoteny binarnou

dvojicou «p, kde o () Specifikuje pravdivostni hodnotu premennej p (g). Tak
napriklad dvojica (0,1) pri vrchole w, Specifikuje pravdivostni hodnotu p (g) ako 0
(1), alebo w, ¥ p resp. w, Fq. Mnoziny I’ su urené takto: T'(w,)={w,w,, w,},
T'(w,)={w,},T(w,)=. Ohodnotenie v je uréené takto:




Pouzitim podmnozin I' modalne unarne operatory (spojky) st definované takto

(wEOe) = s °

( /\ (w'lzq)) (preF(w);é@)

w'eF(w)

1 (preF( ):@)

( \/ (w'lzq)) (prer(w);&@)

w’eF(w)

0 (preF( ):@)




Sémanticka interpretacia formal modalnej logiky

(D

wWE =@ vit w = @

(2)

wE(pAy) vit wE@ a wEy

(2°)

3)|w

)
wE(pAy) vit wHE @ alebo wFy
)

evVy)vit wkEe alebo wk vy

(BH[w

Pvy) Vit wEoe a wky
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=(
a
(

wE (p:>\|1) vit wE @ alebo = y

(4)

wE(p=y)vit wEe a wky

)

wlog vtt pre kazdé w' e I'(w) plati w'F ¢

5

w Foo vtt existuje také w' e I'(w), ze plati w' ¥ ¢

(6)

(67

(w
wEOQ vtt existuje také w' € F( ) ze plati w'E @
)

w o vit pre kazdé w' e '(w) plati w ¥ ¢




Priklad.
Pravdivost’ formul pre Kripkeho model s relaciou R znazornenou na obrazku

formula

P
q

Up
Ug
©p
g

»—d»—ﬂb—AOb—ar—dccv—db—AOOh—ab—ﬂb—ar—AE

—lo|—lol~|lol—|lol~|lo~lo~lo~olS

olo|—|~loo~~lolo~l~I~lolo~—|3




Tautoldgia

Ramec pre dany model M = (W,R,v) je definovany takto:
F =(W,R), potom M =(F,v)

Vyrok “formula @€ L je pravdiva pre model M a svet w’ zapisujeme pomocou
symbolu — relacie F takto

(M , w) X0
Negacia tohto vyroku ma tvar

(M , w) X0
Ktort Citame "formula ¢ je nepravdiva pre model M a svet w’.
Hovorime, ze formula ¢ € L je tautologia vzhl’adom k ramcu F vtedy a len vtedy, ak

FFEo = et V(V)V(W c W)(((WRV)W) = (p)

Hovorime, Zze ¢ € L je tautologia vtedy alen vtedy, ak je tautologiou pre kazdy

ramec F
==, V(F)(FFo)
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Vybrang¢ tautologie jednoduchej modalnej logiky

(D)
(2)
3)
4)
(5)
(6)
(7)
(8)
©)




Pouzijeme metodu sémantickych tabiel (ktorej povodna verzia vyrokovej logiky je
teraz rozSirena o dva sposoby predlZovania vetvi) ne verifikaciu toho, ¢1 dana
formula ¢ je alebo nie je tautologia.

wFLIQ wECQ

w.k@e  Vw,el'(w)) wke  dw,el'(w))

(A) Moddlna spojka nutne’ (B) Modalna spojka mozne’




Priklad 1

Metddou sémantickeho tabla ukazte, ze formula (p=(<> p E—ll:l(—|p)) je tautoldgia.

Vzniknute sémantické tablo je znazornen¢ na obr. 2.4, kde pre jednoduchost’ su
jednotlivé uzly tabla st oznacena ¢islami 1,...,11 s nasledujacim komentarom:

1 W]I:—I(Op = —|D—|p)

2 wEOp AO—p 7T wE=0p A—O—p

w,EOp 8 wE—Op
Wll:D—lp 9 WII:_ID_Ip

wEp Jw,el’(w) 10 wEe—p VYw,el(w)
wik—p  Vw,el'(w) 11 wikp Jw,el’(w))
X X




Priklad 2

Metodou sémantického tabla ukaZze, ze formula ¢ = (op = ¢ p) je tautologia,

1 wE—(Op = Op)

w,ELp
Wll:—.Op

WFp  Vw,el'(w))
Wll-:l:]_lp

wik—p Vw,el'(w,)
X
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Priklad 3

Metodou sémantického tabla zistime, ze formula ¢ = ((m (p A q)) = ((D p)A (o q)))

je tautologia
1 wiE(0@pag) = ([@pIANDOg))

2 wEO(pPAg) A (O—=p)V(O—q)) 10 wEOpAOg) A XN—p v —q)

wED(PAG) 11 wrOpAQg
wE(O—p)Vv(0—q) 12 wEX(—pv—g)

wEOp

wWEpAG Yw,el(w,) £ 00
1

W,ED
WyEq 15 wEp Yw,el(w)

E
/\ to e VW4EF(W1)
8 wll:<|>—.p 8 Wik '—'q |

17 wE—=pv—g Jw,eT(w))

9 wik—p Iw,el’(w)) 9 WE—g 18 we—p 18 wik—g
X dw,el’'(w)) X X
X
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Priklad 4

Dokaz tautologi¢nosti formuly ¢ = (<>( pvq)=(op)v (Oq)) pomocou sémantického

tabla.

wiE=(O(pvg) = Op)v(0q))

w,EQ(pvgIAN(O—pAO—q) w E(OpvO@IAD(—pA—q)

wEO(pVvq) w EOpVOg
WiED—=pAL—q W FO(=pA—g)

wEO—p wiFO(—pA—g)
Wﬂ'—'l:]—q

WE—pA—q  Vw,el(w)
W2':—x

WiE—g vwel(w) WE—p

wE—q
wiEpvg  Fw,el'(w)
wEOp w,EOq
W,EpD w,Eq
X X

Jwsel’(w)) wikp weq Aw.el(w)
X X
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Priklad 5

Dékaz tautologi¢nosti formuly ¢ =(op)v(og)=n(pvg) pomocou sémantického

tabla.
w E=((Op)v(Og)=0(pvq))

wE(Op)v(dgq)
w,EO—(pVvq)

Wli:<>(_|p/\_'lq)

WE—pA—g  Fw,el(w)

Wzl:—“np
Wzl'—'—iq

PN

w,Elg

w,kg Vw,el'(w))

X




Priklad 6

Falzifikacia  tautologiCnosti  formuly o :|:|( pVv q) = (l:l p) v (Dq) pomocou

sémantického tabla

1 we—(O(pvg)=(Op)v(Oq))

w,EO(pvq)
Wlt:O—np
Wlt:O—lq

sz:—lp
W3|:~—|q




Sémanticka interpretacia podformil formuly o( pv ¢) = (op)v (og)

formula

p
q
Op
Og
Op v Ogq
pVq
O Vv q)
O(p v g) = (Op v Og)

O»—ap—tOOO»—ap—tg
v—t»—tv—t»—tr—t@»—tog

W3
1
0
1
0
1
1
1
1




Priklad 7

Pravidlo modus tollens v modalnej logike ma alternativny tvar

o(p=q)
op

Oq
Pomocou sémantického tabla dokazeme, Ze formula |:|( p:>q)/\|:| p=0q ]e

tautologia
1 w E=(O(p=q)AOp=0q)

w EO(p=q)
w,ECDp

W1I:<>—1q

W,ED VYw,el'(w))
WiE—qg dw,el’(w))

T wkp=>q Vw,el'(w)

8 wE—p 9 wkqg (w=w,=w,)
X
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Uuplnosti a korektnosti jednoduchej modalnej logiky

Pomocou techniky sémantickych tabiel moze byt dokédzané, Ze modalna logika
K vyhovuje dvom podmienkam

o korektna (|_K (P) — (IZK (P)
e uplna (|:K (P) = (|_K (P)

To znamena, Ze relacie -, ¢ a F, ¢ su ekvivalentné




Priklad
Ukazte, ze pre model M, kde pre kazdé we W, mnoZiny dostupnych svetov su
prazdne, I'(w)=J, kazd4 formula ¢ je nutna anie je mozna, t. j. pre 'ubovolnt

formulu ¢ plati op=1a 0p=0 .

Navod:
PAAp, (prenx1)

\1 (pren O)
n (pl\/...Vpn

0 (p nZl)
= =<
l\_{p, YA B 0 (pren O)

/\pizl/\pl/\.../\pn = <
i=l1




( /\ (w'lzq)) (preF(w);é@)

wel(w)
1 ( pre F( ) = @)

r \/ (W E o) (preF(w);t@)

W'EF( w)

0 (preF( ):@)




Priklad

Pre model M = (W,R,v), ktory je Specifikovany zvolenou vlastnost’ou relacie R,

dokéazte pomocousémantickych tabiel formuly:
(a) wFaop = p, pre reflexivnu relaciu R , kde pre kazde we W plati (w,w) €R,

(b) wkE p =o0p, pre symetricku relaciu R , kde pre kazde w,,w, e W plati
(wl,wz) ceR= (wz,wl) e R,

(¢) wkFop =oop, pre tranzitivnu relaciu R , kde pre kazde w,,w,,w, e W plati
(wl,wz),(wz,w3) ceR= (wl,w3) eR,
(d) wk Op =o0p, pre symetricku a tranzitivnu relaciu.







