3. kapitola

Axiomaticka formulacia modalnej

logiky
Vztah medzi syntaxou a sémantikou




Axiomaticka vystavba modalnej logiky

e Cielom tejto prednaSky je ukazat axiomaticktl vystavbu réznych verzii
epistemickej logiky. Ukazeme, Ze axiomaticky systém modalnej logiky je
mozn¢ zostrojit’ jednoduchym zovSeobecnenim axiomatick€ého systému
vyrokovej logiky. Nech L Q) je mnoZina tautologii vyrokovej logiky.

prop (

Vyznam Kripkeho pristupu k sémantickej interpretacii modalnej logiky
spoCiva vtom, ze sa mu podarilo ukazat, ako pomocou podmienok
kladenych na binarnu relaciu R z jeho systemu M = (W,R,v) sme schopny
modelovat’ jednotlivé modalne logiky, ktoré boli zostrojené Lewisom
pouZitim roznych rozSireni axiom vyrokove] logiky o d’alSie axiomy
reprezentované formulami modalnej logiky.
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Definicia
Zakladny axiomaticky systém modalnej logiky je tvoreny:
(1) mnozinou tautoldgii vyrokovej logiky L . (Q),

oron |

(2) tautologiou modalnej logiky (ozna¢enou pismenom K na pocest’ Saula
Kripkeho) o(¢ = y) = (0p =ov) a

(3) pravidlom modus ponens (pravidlo odlucenia), kde plati, ze ak formuly

@ a ¢ = ysu tautologie, potom aj formula y je tautologia. Toto pravidlo

sa nickedy zapisuje aj ako schéma

¢
¢ =V
W
(4) Pravidlo nutnosti (necesitacie). Ak formula ¢ je tautologia, potom aj

formula (o je tautologia
"L
Op
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(5) Pravidlo substitlcie. Nech ¢ je tautoldgia, ktory obsahuje vyrokové
premenné (p,,p,,...p,). Nech {y,y, ..y, }je mnoZina Tubovolnych

formul (ktorych pocet je rovnaky ako pocet premennych v ¢). Nech
formula y vznikne z ¢ tak, ze kazda premenna p; je substituovana
formulou y;, pre i =1,2,...,n

v=0(2 /W2 /W 2V,
Potom takto vytvorena formula y je opat’ tautologiou.
(6) Pravidlo nahradenia ekvivalentych podformul. Nech ¢ je tautologia
anech y vznikne z @ substiticiou jej l'ubovolnej podformuly ¢ < ¢
formulou ', ktora je s nou ekvivalentna, ¢’ =y’

v =0(¢'/y’)

potom aj y je tautologia.
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Definicia 3.2.
(1) Formula ¢ sa nazyva bezprostrednym logickym désledkom mmnoziny
formul ® = {(pl,(pz,...,(pn} vtedy a len vtedy, ak vznikne aplikaciou jedného

z pravidiel (3-5) axiomatického systemu na formuly z ©.

(2) Formula ¢ sa nazyva logicky doésledok mnoziny formul @ (co
oznacime Ot ¢ vtedy alen vtedy, ak ¢ ® alebo je bezprostrednym
dosledkom © alebo je bezprostrednym dosledkom ®rozsirenej o niektoré
jej bezprostredné dosledky .

(3) Konecna postupnost formul ©,,Q,,....¢, sa nazyva dokaz formuly
¢ z mnoziny © vtedy alen vtedy, ak ©¢=¢, a kazdd formula ¢; z tejto

postupnosti je bud’ bezprostrednym logickym dosledkom niektorych formul
z ® alebo formul ¢,,0,,...,0,_; .
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WV, (logicky dosledok)

Znazornenie postupnej tvorby logického dosledku {(pl,...,(ps} =y,

Ve = O((O((Pl )’(Pz )’0(0((P3’(P4 )’O((PS )))
kde O je unarny/binarny operator reprezentujuci pravidla odvodozovania.

Y, 2V, 2VY; 2>V, 2> Y; 2| Yq

priesvitka 6



Dodato¢né axiomy modalnej logiky

Axioma relacia R
o(e=vy)=(op=ny) -
op= @ reflexivna
0p = 0@ s€riova
O¢ =00 tranzitivna
0 =000 euklidovska

¢ =00 symetricka
Oop =00 konvergentna

w,
w

reflexivna symetricka sériova tranzitivna euklidovska  konvergentna
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Veta
(1) Formula op= ¢ (oznaCena T) je tautologia pre Kripkeho

M =(W,R,v), ktorych relacia R je reflexivna.

(2) Formula op= 0¢¢ (oznaCena D) je tautologia pre Kripkeho
M =(W,R,v), ktorych relacia R je sériova.

(3) Formula oep=o00¢ (oznacend 4) je tautologia pre Kripkeho
M =(W,R,v), ktorych relacia R je tranzitivna.

(4) Formula ¢¢=00¢ (oznaCena 5) je tautoldogia pre Kripkeho
M =(W,R,v), ktorych relacia R je euklidovska.

(5) Formula ¢=00¢ (oznaCend B) je tautologia pre Kripkeho
M =(W,R,v), ktorych relacia R je symetricka.

(6) Formula ¢op =o00¢ (oznacena C) je tautologia pre Kripkeho
M =(W,R,v), ktorych relacia R je konvergentna.
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Dokaz (1). K tomu, aby vetva bola uzavretda musime predpokladat’, ze w, e F(wl),
potom (wy,w;)eR, pre kazdé w, e W, t. j. relacia R je reflexivna.

w E=(Op=0)

w ELIQ
Wllz_l(p

w,k@  Vw,el'(w,)
X
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Dokaz (2). K tomu, aby vetva bola uzavreta musime predpokladat, Ze pre kazdé
w, € W podmnozina I'(w, ) # &, to plati vtedy, ak relacia R je sériova.

w E=(Op=<0)

w ELIP
WII:EIﬁ(p

WHEQ Vw,el'(w))

wiEk—=@ Vw,el'(w,)
X
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Dokaz (3). Ktomu, aby vetva tabla bola uzavreta, predpoklad tranzitivnosti
(znazorneny Cervenou hranou na obrazku) zabezpeci, Ze vetva je uzavreta.

w E=(Oe=00¢)

w EDQ
W1|:<><>—|(P

W,EQ Vw,el'(w))
w,EO—=@ Iwsel'(w))

wWE—=0 dw,el’'(w,)
X
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Dokaz (4). Uzavretost’ vetvy sémantického tabla vyplyva zo skutoCnosti, Ze relacia R
je euklidovska.

w E=(Cp=000)

wEQQ
w, ECO—@

W,EQ dw,el'(w,)
WiFL—=@ dw,el'(w))

W, E—Q Vw,el'(w,)
X
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Dokaz (5). Uzavretost’ vetvy sémantického tabla vyplyva zo skuto€nosti, Ze relacia R
je symetricka.

w E—(e=000p)

WiEQ
W1|:<>|:|—|(P

w,kO—=0  dw,el(w,)
W E—@ Vw,el'(w,)
X
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Dokaz (6). Ak je relacia R konvergentna, potom vetva sémantického stromu je
uzavreta.

w E—=(CO¢p=000)

w, EOOIQ

w, EOO—@

w,ELIP
W3|: I:I_|(P
W,EQ

W5|:—|(P
X

priesvitka 14




Veta.

(1) Ak je relacia R symetricka a tranzitivna, potom je euklidovska.
(2) Ak je relacia R reflexivna, potom je sé€riova.
(3) Tieto tri podmienky su ekvivalentné:

(o) Relacia R je symetrickd, tranzitivna a sériova.

(B) Relacia R je reflexivna a euklidovska.
(v) Relacia R je reflexivna, symetricka a tranzitivna (relacia rovnosti).
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Rozne typy logik

Rozne axiomatické systémy modalnej logiky, ktoré su zaloZzené na axiomach T, D, 4
a 5. Niektor¢ axiomatické systémy produkuju ekvivalentné modalne logiky (na
obrazku si vyznacen¢ znamienkom rovnosti).

KT4=KDT4
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nazov logiky

axiomy

Charakteristika relacie

1Ny nazov

K-logika

K

K4-logika

K+4

tranzitivna

K5-logika

K+5

euklidovska

KD-logika

K+D

sériova

KT-logika

K+T

reflexivna

KDT-logika

K+D+T

reflexivna - sériova

K45-logika

K+4+5

tranzitivna - euklidovska

RN NN ||V —]TFE

KD5-logika

K+D+5

sériova - euklidovska

KD4-logika

K+D+4

sériova - tranzitivna

KT5-logika

K+T+5

reflexivna - euklidovska

KT45-logika

K+T+4+5

reflexivna - euklidovska - tranzitivna

KDT5-logika

K+D+T+5

reflexivna - euklidovska - sériova

KDT45-logika

K+D+T+4+5

reflexivna - euklidovska - sériova - tranzitivna

KDA45

K+D+4+5

sériova - reflexivna - euklidovska

KT4

K+T+4

reflexivna - tranzitivna

KDT4

K+D+T+4

reflexivna - tranzitivna - sériova,
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Poznamka

e Kombinaciou prvych §tyroch axiém za tab. 3.1 mézeme zostrojit 2* = 16
roznych axiomatickych systémov pre modalnu logiku, avSak v dosledku
ekvivalentnosti kripkeovskych relacii R niektorych axiom, niektore tieto
axiomatické systémy si navzdjom ekvivalentné, takZe dostavame len 11
roznych modalnych systémov vramci ich axiomatickej (syntaktickej)
formulacie.

K tomuto vysledku dospel uz pociatkom 20. storo¢ia americky logik C. I.
Lewis v monografiit A survey of symbolic logic (1918), kde systematicky
Studoval rozne typy modalnych logik. V tejto dolezite; tabulke susedne
vysvieten¢ susedn¢ riadky (5-6, 10-13, 15-16) reprezentuji ekvivalentné
logiky. Tieto zavery vyplyvaji zo skutoCnosti, ze je mozn¢ dokazat, Ze
vlastnosti kripkeovskych relacii R vo vsetkych danych vysvietenych riadkoch
si navzajom ekvivalentné.

Tento vysledok mozno pokladat’ za fundamentalny vklad amerického logika S.
Kripkeho, ktory ako 19-rocny publikoval vr. 1959 vpracu v Journal of
Symbolic Logic, kde navrhol sémantickl interpretaciu pomocou alternativnych
svetov a ukazal, Ze pomocou vlastnosti relacie R je mozné klasifikovat’ rozne
typy modalnych logik, ktoré boli odvodené uz C. I. Lewisom.
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Prirodzena dedukcia jednoduchej K modalnej logiky
Hilbertov  axiomaticky systém klasicke; vyrokovej; logiky o K-formulu
o(¢ = v) = (09 =0Ov) a pravidlo nutnosti (necesitacie) ¢/oe.

1. Pravidlo K-formuly
0o

(9=v)

Oy
Poznamenajme, Ze toto pravidlo nie je ni¢ iné, ako ekvivalentny prepis K-formuly
o(¢ = v) = (op =oy) (pozri priklad ).

2. Pravidlo nutnosti, ak plati ¢, potom plati aj formula Ll

¢
%
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eliminacia

introdukcia

PAY

Pravidla
K-formuly
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Vybran¢ tautologie jednoduchej modalnej logiky

(1)
(2)
(3)
4
(5)
(6)
(7)
(8)
9)
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[ like my net
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