4. kapitola

Uvod do epistemickej logiky

Motto:

Zviera nepochybne vie, ale nevie, ze vie.
(Teilhard de Chardin)

Osoba, ktora vsetko vie, potom vie, Ze vie a
vie, Ze vie, ze vie, az do nekonecna.
(Baruch de Spinoza)

4.1 Syntax epistemickej logiky

Pod syntaxom v logike sa rozumie metoda konStrukcie platnych formual danej logiky
z vyrokovych premennych alogickych spojok. Tato konstrukcie formul ma charakter
rekuretného postupu, ked zmenSich cCasti (podformul) zostrojujeme postupne vysledna
formulu. Tento postup umoznuje kazdi formulu reprezentovat pomocou syntaktického
stromu, ktory jednoznacne Specifikuje jeho rekurentnii konStrukciu ateda aj vSetky jej
podformuly.
Epistemickd logika je rozSirenie klasickej vyrokovej logiky o dve epistemické
(modalne) unarne spojky O a ¢, ktoré maju tito interpretaciu:
(1) formula O sa ¢ita ,,agent vie, Ze plati ¢,
(2) formula ©@ sa cita ,,agent sa domnieva, Ze plati ¢, ¢o mdzeme alternativne
formulovat’ ,,agent nevie, Ze neplati ¢*.
Z takto Specifikovanej unarnej spojky ¢ vyplyva, Ze je uréend pomocou spojky O zndmou
formulou ¢¢ = -0—0.

Definicia 4.1. Nech Q = { P4, p',q',...} je mnozina vyrokovych premennych (atomickych
vyrokov) a nech {—l, /\,D} st logické spojky. Minimalna mnoZina formul epistemickej logiky
A(Q) je rekurentne definovana takto:

(1) QcA,

(2) ak ((p € A(Q)), potom (—¢),(o¢p) € A(Q),

(3) ak ((p,\y € A(Q)), potom (¢ Ay) e A(Q).

K tejto definicii formul epistemickej logiky uvedieme dve poznamky:



(a) V definicii (2.1) boli explicitne pouzité¢ len tri logické spojky, ostatné mozu byt
povazované za skratky tychto vyrazov

PV =4 —(—=pV—y) (2.1a)
P=Y =y OV Y (2.1b)
o=y =4 (0=v)A(y=0) (2.1¢)
09 =, —0—¢ (2.1d)

(b) Vonkajsie zatvorky obvykle vynechdvame pre zvysenie zrozumitel'nosti formuly. AvSak
zatvorky ponechavame, pokial’ ich odstranenie by viedlo k nejednoznacnosti ,,Citania“
formuly. K zniZeniu tejto nejednoznacnosti sa zavadzaju pravidla priority aplikacie

logickych spojok: {—|} > {D,O} > {/\,v} > {:>} > {E} .

Kazda formula epistemickej logiky moze byt reprezentovand pomocou syntaktického
stromu, ktory Specifikuje postup, akym bola formula zostrojend pomocou rekuretnej definicie
2.1, pozri obr. 2.1. Kazdy podstrom syntaktického stromu S$pecifikuje podformulu danej
formuly.

—_) p <|>
p <|> q
q

Obrézok 4.1. Syntakticky strom formuly ¢=-0(pA0g) a jeden z moznych jeho podstromov, ktory

Specifikuje podformulu v = p A 0q .

Jaakko Hintikka (*1928) Saul Kripke (*1940)

4.2 Kripkeho sémantika modalnej logiky

V pripade, ze formula obsahuje epistemicku spojku, princip extensionality je nepouziteny
pre vypocet pravdivostnej hodnoty celkovej formuly. Studujme vyrok ,,vo svete w agent vie,
ze plati p*“, ¢o formalne moézeme zapisat pomocou epistemickej unarnej spojky ako Op.
Pravdivost’ tohto vyroku op vo svete w nemoZeme rozhodnut’ len na zéklade pravdivosti
vyroku p vo svete w, modalna spojka O s vyznamom ,,nutne* komplikuje situaciu s urcenim



pravdivosti vyroku op vo svete w, klasicka logika nemé prostriedky na to, aby postihla, ze

nie¢o ,,nutne” plati. Neklasické rieSenie tohto problému pochadza od logikov a filozofov
Jaakko Hintikku a Saula Kripkeho, ktori pociatkom 60. rokov minulé¢ho storoc¢ia navrhli
sémanticky model alternativnych svetov pre pravdivostni interpreticiu formil modalnej
logiky (ktorej zaklady boli uz naznacené v predchadzajtcej prednéske, pozri kapitolu 1.3).

Definicia 4.2. Kripkeho sémantika modalnej logiky (alebo Kripkeho model) je definovanid pomocou
usporiadanej trojice

M =(W,R,v) (2.2)
kde

(H w= {wl Wy, Wn} je mnoZina pripustnych (alternativnych) svetov,

(2) RcWxW je bindrna relacia dosiahnutel’nosti, definovana nad mnozinou pripustnych
svetov, ak (w, w’) € R, potom hovorime, ze zo sveta w je dosiahnutel’ny aj svet w'.
Budeme postulovat’, Ze relcia pre kazdé w e W ma nasledovnika w' e W ,ze (w,w')eR.
Podmnozina T, (w) = {W';(w, w') € Rl.} c W obsahuje svety, ktoré su dosiahnutel'né zo
sveta w, tato podmnoZina je pre kazdé w e W neprazdna,t.j. I, (w) .

() v:WxQ—{0,1} je ohodnotenie, ktoré kazdii vyrokovii premenni peQ vo svete
we W ohodnoti pravdivostnou hodnotou 0/1; ak plati v(w, p) = 1(0) , potom vyrokova

premenna p je vo svete w pravdiva (nepravdiva).

Nech ¢ je formula modalnej logiky, potom skuto¢nost, ze tato formula je pravdiva

(nepravdivd) v Kripkeho modeli M avo svete w je oznatena symbolom (M , w)l=(p
(M, w)E o)
((M w)F (P) =def (V(W"P) = 1) (((MW) F (P) ~def (V(W’(P) = 0)) (2.32)

symbol (M, w) ¥ ¢ mézeme vyjadrit’ dvoma alternativnymi spésobmi

i (M, w)E—0)
((MW) = (p) =def {ﬁ((MW) = (p)

Specifikacia pravdivostnych hodnét formul modélnej logiky je v ramci Kripkeho modelu
vykonana rekurentne tak, Ze pravdivost’ formul, ktoré neobsahuji modalne spojky je
Specifikovana klasickym spésobom pomocou principu extensionality. AvSak formuly, ktor¢,
ktoré obsahjuju epistemické spojky, uz nemaju pravdivostnii hodnotu uréeni pomocou
principu extensionality, v tomto pripade pouzivame Kripkeho model pripustnych svetov.

(2.3b)

Definicia 4.3. V ramci Kripkeho modelu A7 =(W,R,v) pravdivostné hodnoty

formul su ucené rekurentne takto:

(1) ((M,wl) = —|(p) vtedy a len vtedy, ak ((M w) ¥ (p), (2.4a)
Q) ((M,wl) EoA \u) vtedy a len vtedy, ak ((M,wl) = (p) A ((M,wl) = \|1) , (2.4b)



3) ((M.w)Eog) viedy a len vtedy, ak (2.4¢)

v(wzEri(wl))((M’Wl)h(P):de‘f /\ ((M’Wl)':q))’

wel(w)

Vratime sa k predoSlému problému zvodnej casti tejto podkapitoly, aka je
pravdivostna hodnota vyroku ,,vo svete w; agent vie, ze plati p*, alebo (M , w) Fop . Podla
formuly (2.4¢), pravdivostna hodnota op vo svete w je urena pravdivostnymi hodnotami
vyroku p vo svetoch w, eI'(w,). Nazorne si to mozeme predstavit’ tak, Ze ak sa ma rozhodnut’

agent existujici vo svete w, & vyrok ,,pri prechode hranic do Ceska nutne potrebujem
obc¢iansky preukaz‘ je pravdivy, zisti jeho pravdivost’ u najbliz§ich zndmych - agentov (ktori
tvoria podmnozinu I'(w;)). Ak dostane len pozitivne odpovede, potom vie, Ze dany vyrok
s epistemickou spojkou ,,agent vie, Ze plati“ je pravdivy, na cestu do Prahy si zoberiem
obciansky preukaz.

VYw'el'(w) Iw'el(w)
A AN

4 R 4 R

Co) 00
A B

Obrazok 2.3. (A) znazorituje vyrok O, jeho pravdivost’ vo svete w je uréena pravdivostou vyroku ¢
v susednych svetoch w’eIl'(w). Ak je pravdivy vo vSetkych tychto svetoch w’, potom je pravdivy vo svete w;
v opacnom pripade, ak je nepravdivy v aspon jednom svete w’, potom vyrok O je nepravdivy vo svete w. (B)
znazoriuje vyrok O, tento vyrok je pravdivy vo svete vtedy alen vtedy, ak existuje aspon jeden svet w’
v ktorom je formula ¢ pravdiva; v opacnom pripade, ak je nepravdivy v kazdom svete w’, potom vyrok 0@ je
nepravdivy. Tieto zavery su v stihlase s rovnicami (2.5h-k).

Dalsie sposoby uréenia pravdivostnych hodnét formal s inymi centralnymi logickymi
spojkami moézu byt’ zostrojené pomocou formul (2.1a-d).

Veta 4.1. Vramci Kripkeho modelu A :(W,R,v) pravdivostné hodnoty formul su ucené
rekurentne pre vSetky mozné typy centralnych logickych spojek takto:

(D (M w)E—e vit (M, w)Ee, (2.52)
2) (Mw)E(pry) vit (M, w)Ee a (M w)EFy, (2.5b)
(2) (M, w)E(ory) vit (M, w)Eoe alebo (M, w)Ey, (2.5¢)
(B) (M, w)E(ovy) vit (M, w)Ee alebo (M, w)Ey, (2.5d)
(3) (M,w)E(ovy) vit (M w)Eoe a (M w)Ey, (2.5¢)
4) (M, w)E(e=vy) vit (M, w)E e alebo (M, w)Ey, (2.5
4) (Mw)E(e=vy) vit (M, w)Ee a (M,w)Evy, (2.52)



(5) (M, w)Eoe vt pre kazdé w' e ' (w) plati (A, w')E @, (2.5h)
(59 (M w) Foo vtt existuje také w' e F( ) ze plati (M,w ) Fo, (2.51)
(6) (M, w)E0 vit existuje také w' e '(w), Ze plati (A, w')E ¢, (2.5)
(6") (M, w)Eo vit pre kazdé w' eI'(w) plati (M, w') Eo. (2.5k)

Poznamenajme, ze staci definovat’ len vztahy (2.5a), (2.5b) a (2.5h) (ktoré uz boli pouzité
v definicii (1.3) a v vete 2.1 s tmavo vysvietené), ostatné mozu byt odbodené. Tak napriklad
formulu (2.5d) zostrojime pomocou modifikovaného de Morganovho vztahu (2.1a)

((M,w)h(pvq/)E((M,w)IZ—.(ﬁ(pAﬁw))z((M,w)J%—‘(p/\—.\p)
= ((M,w) ¥ =) v (M, w) ¥ —y)=((M,w)E@)v((M,w)E—vy)
Podobnym spésobom dokazeme aj formulu (2.5j)
((M w) |=<>(p) = ((M w)E —|D—|(p) = —|((M w) |=D—|(p) = —N(w’ € F(w))((M w)E —|(p)
= El(w’ S F(w))((M,w’) |=—|—|(p) = El(w' IS F(w))((M w') E (p)
Dokaz ostatnych formul z vety (2.1) prenechdvame citatel'ovi ako vynikajice cvicenie.

Definicia 2.4. Nech ¢ € A(Q) je formula.

(1) Hovorime, Ze formula ¢eA(Q) je splnitelnd vo svete wew z Kripkovho modelu
M =(W,R,v), o zapisujeme (M ,w)E @, vtedy a len vtedy, ak v(w,¢)=1.

(2) Hovorime, ze formula ¢ e A(Q) je tautologia v Kripkovom modele M = (W,R,v), ¢o
zapisujeme M F @, vtedy a len vtedy, ak je splnitelnd pre kazdy svet z tohto modelu,
‘v’(we W)(M,W) Fo.

(3) Hovorime, ze formula ¢ A(Q) je tautologia, ¢o zapisujeme F ¢, vtedy a len vtedy, ak
je pravdiva pre kazdy Kripkeho model, V(M )(M ) Fo.

Veta 4.2.
(1) Ak ¢ je tautologia vyrokovej logiky, potom = ¢ (2.6a)
Q) E (D(p Ao(p= w)) —oy (2.6b)
(3) akFe¢ a Fe=y,potomFy (modus ponens) (2.6¢)
(4) akF ¢, potom Fog (kazda tautologia je aj poznatok) (2.6d)
5) E(op=-a(-p)) (2.6e
(6) E(op=op) (2.6f
@ h((D(pMJ))E((Dp) (09))) (2.02)
(8) |=(<>(pvq E ) (2.6h)
9 F ((Dp) |:|q =0 pvq ) (2.6a)
(10) F(o(prg)= ( P)A(0q)) (2.60)
(11) |=(D(p:>q Dp :>|:|q)) (2.6))
(12) |=(qu) =k (Dp =|:|q) (2.6k)
(13) E(o(p=4q)=(op=0q)) (2.61)



(14) E(p=0q9)=(0(p=7q)) (2.6m)

(15) Fo=o¢ (2.6n)
(16) Foo=¢ (2.60)
(17) Foo=ooe (2.6p)

Dokaz (1). Nech ¢ je tautologia vyrokovej logiky (neobsahuje modalne epistemické spojky),
t. j. je pravdiva pre l'ubovolnu interpretaciu vyrokovych premennych. Z definicie pravdivosti
formul epistemickej logiky vyplyva, Ze tato formula je pravdiva aj pre kazda model Kripkeho
sémantickej interpretacie.

Do6kaz (2). Pouzijeme metédu oznacené¢ho sémantického tabla.

1. (O,Wl)'(D(p/\D((pjw)) =y

2. (Lw):opAo(e=>vy) rozklad 1

3. (O, W1) oy rozklad 1

4. (Lw):00 rozklad 2

5 (Lw):o(e=v) rozklad 2

6. (0,w,):y 3w, el (W) prepis 3

7. (Lwy):o VYw,el(w) prepis 4

8. (Lw):(e=w) Vw,el(w) prepis 5

9 (0.w,):¢ (Lw,):y alternativny rozklad 8

Obe vetve st uzavreté, preto formula (D(p/\u((p:>\|/)) —noy je tautologia epistemicke;

logiky.

Dokaz (3). Nech ¢ a o=y si tautologic epistemickej logiky, k¢ a E(¢=y). To
znamena, Ze pre kazdy Kripkeho model A7 =(W,R,v) apre kazdy w, e W plati (M, w)E o
a (M,w)e(¢p= ), potom podla modus ponens plati (M, w)Ey. Pretoze M a w, su

T'ubovol'né, potom musi platit’ aj Fy, o bolo potrebné dokazat’.

Dokaz (4). Nech plati k@, potom pre kazdy Kripkeho model M a kazdy svet we W plati
(M,w)E ¢. Z tejto podmienky taktiez vyplyva ‘v’(w1 el (w))(M w,)E @, o je ekvivalentné

epistemickej formuly Fog, ¢o bolo potrebné dokéazat'.

Dokaz (5).

1. (0.w):9=00

2. (Lw):0

3. (O Wl)

4. (0w,):0 Iw, el (w)



Vetva nie je uzavretd, preto formula ¢ =o¢ nie je tautologia epistemickej logiky

Dokaz (6).

1. (0,w):0p=¢
2. (L,w):o0

3. (O,wl):(p

4. (l,wz):(p szeri(wl)

Vetva nie je uzavreta, preto formula op = ¢ nie je tautoldgia epistemickej logiky

Dokaz (7)

1. (0,w ):0p=00¢

2. (Lw):oe rozklad 1
3. (0,w):o00¢ rozklad 1
4. (Lw):o Vw, e, (w,) prepis2
5. (0,w;):mp  Iwyel,(w) prepis3
6. (0,w,):¢ 3w, el,(w,) prepis 5

Vetva nie je uzavretd, preto formula o =ooe nie je tautologia epistemickej logiky

Komentar k vete 2.2.

(1) Vyrokova logika je ¢astou modalnej logiky, kazda tautologia vyrokovej logiky je aj
tautologiou modalnej logiky.

(2) Tautologia F (D(p Ao(e = w)) =0y ma v modilnej logike mimoriadne postavenie,
poznatky typu ¢ st uzavreté vzhladom k logickému désledku. Této tautoldégia ma
ckvivalentny tvar Fo(e=y)= (oy An@), ktory zostrojime zpdvodnej formuly
pomocou prepisom implikacie do disjunktného tvaru a pouzitim de Morganovej formuly

((D(p Ao(p= \y)) :Dw) = (—|(|:|(p Ao(p= \y)) vm\;/) = (—||:|(p v—o(o=vy) vu\y)
= (—D(p v—o(o=vy) V|:|\|/) = (—D((p = y)v (-9 VEI\|]))

= (—ﬂ((p = vy)v (oo :>|:|\|/)) = (D((p = vy)= (00 :>|:|\y))

Niektoré formuly z vety 2.2 mo6zZeme prepisat’ do tvaru schém usudzovania:

(1) Formula (2.6b)
oe
(o= v) (2.7a)
alll
(2) Formula (2.67)
Se=v) (2.7b)
e =>ay



(3) Formula (2.6g)

o(prg) og
op op (2.7¢)
0q a(png)
(4) Formula (2.6h)
IL (2.7d)
o(pvyq) '
(5) Formula (2.6d)
il 2.7
Foo (2.7¢)
(6) Formula (2.6k)
= ((p = \V)
(2.71)
F(op=oy)

Platnost’ tychto schém usudzovania v epistemickej logike, viedla jej zakladatela
Hintikku k zéveru, ze v takto formulovanej epistemickej logike su agenti omniscientni
(vSeveduci), potom kognitivny organ tychto agentov musi byt neohrani¢eny, aby bol schopny
splnit’ podmienku omniscientnosti. Menovite, podl'a schémy usudzovania (2.7¢), agent musi
explicitne poznat kazdi tautologiu epeistemickej logiky, pretoze podla (2.6d) plati
( F (p) = ( |=|:|(p) , t. J. kazda tautoldgia je aj poznatok. Existencia omniscientnosti reprezentuje
vazny problém pre teoriu multiagentovych systémov, ked’ ich kognitivny organ je
implementovany na symbolickej irovni pomocou epistemickej logiky.



