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Abstrakt

V praci su diskutované dva rézne pristupy ku konStrukcii mentalneho modelu logiky v kognitivnej vede. Prvy
pristup je cisto syntakticky a je zalozeny na Gentzenovej prirodzenej dedukcii. System obsahuje priblizne tucet
Jednoduchych pravidiel usudzovania (napr. modus ponens a modus tollens, hypoteticky sylogizmus, inverzia
implikacie, atd’) a niekolko vychodiskovych predpokladov — premis. Tento pristup je vhodny pre uzivatelov,
ktori uz absolvovali tréning v matematickej logike a su schopni aplikovat pravidla usudzovania. Druhy pristup je
Cisto semanticky aje zaloZeny na diagramatickej technike sémantickych tabiel. Od uzivatelov tento pristup
pozaduje len elementdrnu schopnost' korektne ohodnocovat' logické spojky pravdivostnymi hodnotami, co
mozeme v nasom civilizacnom okruhu povazovat za elementarnu kognitivau schopnost.
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Mental models of logic in cognitive science
Abstract

We present two different approaches for the construction of mental models of logic in cognitive science. The first
model is a pure syntactical one and is based on the well-known Gentzen natural deduction system. As we have
concluded, this approach to the mental modeling is suitable for those users that are already trained in
mathematical logic and are able to apply basic syntactic rules of logic. The second model is a pure semantic
one and is based on a diagrammatic technique of semantic tableaux. It requires from users only basic knowledge
about semantic (truth) evaluation of logical connectives, which belongs in our civilization area to basic human
cognitive capabilities.
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Uvodné poznamky

Postavenie logiky v kognitivnej vede je velmi kontroverzné, je v protiklade s nasim
intuitivnym pohl'adom na logiku, ako na posvdtny gral kognitivnej vedy a umelej inteligencie.
Logika nam sluzi ako hlavny teoreticky symbolicky prostriedok na modelovanie usudzovania
(Navrat, 2001; Russel, Novig, 1995). AvSak na druhej strane, pri analyze 'udskych schopnosti
pouzivat’ logiku na elementarnej urovni (Johnson — Laird, 1983; Stenning, van Lambalgen,
2007), pozorujeme zavazné nedostatky. Tieto experimentalne zavery su v kontradikcii s nasou
vSeobecnou vierou, ze ¢lovek je bytost’ raciondlna, ktord uvazlivo pouziva zasady logiky pri
vyvodzovani novych poznatkov z danych predpokladov — poznatkov a viedli spolu s inymi
argumentmi ku vzniku koncepcie ohranicenej racionality (Cosmides, Tooby, 1992;
Gigerenzer, Selten, 2001; Johnson — Laird, 1983; Stenning, van Lambalgen, 2007).

Cielom tejto prace je prezentovat pohlad sucasnej kognitivnej vedy na tvorbu
mentéalneho modelu' logiky. Kognitivna veda sa uZ niekolko desatro&i zaobera problémom,
ako T'udia pouzivaji jednoduché logické zakony aaké sa pritom vyskytuji chyby.
Inovativnost’ kognitivistického pohl'adu na tito zaujimava problematiku (Johnson — Laird,
1983; Stenning, van Lambalgen, 2007) spo¢iva vtom, Ze sa navrhuji mentalne modely
kognitivnych aktivit ¢loveka pri rieSeni jednoduchych logickych uloh. Pozaduje sa, aby tieto
modely boli schopné postihnit’ nielen sprdvne rieSenia ale aj interpretovat’ chyby pri
konstrukcii rieSenia. Mentalny model ma urcitu zlozitost, ktora je premenliva pri aplikovani
na rozne problémy (na rézne kategorické sylogizmy) (Johnson — Laird, 1983), pricom
oCakavame, ze tato zlozitost modelu koreluje s vyskytom chyb. Existuje dve moZznosti pre
tvorbu mentalneho modelu logiky:

(1) Syntakticky pristup. Mentdlny model je stotozneny s Gentzenovou prirodzenou
dedukciou (Szabo, 1969), ktora obsahuje okolo tuctu pravidiel usudzovania vychadzajucich z
elementarnych zdkonov logiky sjednoduchou ajasnou interpreticiou ich vyznamu.
Z mnoziny predpokladov @ ={@,,0,,...¢,} pouzitim vy3§ie zmienenych pravidiel
prirodzenej dedukcie odvodime zaver . Hovorime, Ze tento zaver logicky vyplyva
z predpokladov (alebo, ze existuje logicky dokaz formuly y z mnoziny predpokladov
{(pl,(pz,...,(pn}) , o zapisujeme pomocou ,relacie” F takto: @ . Syntakticky pristup

k tvorbe mentalneho modelu logiky je vhodny pre I'udi, ktori uz absolvovali urcité zakladné
vzdelanie z logiky a preto mézu suverénne pouzivat prirodzenu dedukciu ku konStrukcii
dokazov zlozitejSich formul.

(2) Sémanticky pristup. Mentalny model je stotozneny s tvorbou sémantického modelu
mnoziny predpokladov, @, spolu s tautologickym doésledkom v, ¢o zapisujeme @ F .
Sémanticky pristup je zalozeny na grafickej metéde nazyvanej sémantické tabla. K ich
konstrukeii potrebujeme poznat' len elementdrne zakladné pojmy sémantickej interpretacie
logickych spojok.

' Mentdlny model je psychologické reprezentacia realnej alebo imaginarnej situacie, prvy krat bol postulovany
Skotskym psychologom Kennethom Craikom (1943). Predpokladal, ze vnasej mysli vznikaji modely
skutocnosti (redlnej alebo imaginarnej), ktoré napomahaji k pochopeniu udalosti ajavov vznikajucich
v suvislosti s danou skuto¢nost'ou. Podl'a Johnsona — Lairda (1983) tieto modely vznikaji v pracovnej pamati
nasej mysle ako vysledok percepcie a/alebo imaginacie, snahy vysvetlit' a pochopit’ dant situaciu. Zakladnou
¢rtou tychto modelov je, Ze su Strukturalne podobné objektom, ktoré reprezentuju (asi tak, ako drevené modely
molekul v chémii ku skutoénym molekulam).



Syntax, sémantika a pragmatika vyrokovej logiky

Jeden z prvych formalnych systémov v l'udskej historii bol Euklidov axiomaticky systém
geometrie, ktory sa stal vzorom pre rozvijanie d’alSich systémov hlavne v rdmci matematiky,
informatiky a logiky. V teorii formalnych systémoch sa obvykle od seba striktne separuju
tieto tri aspekty:

(1) syntax — sposob konstrukcie jazyka (formul) tedrie,

(2) sémantika — vyznamova interpretécia jazyka (jednotlivych formul), a

(3) pragmatika — zmena sémantiky pri zmene prostredia/situacie v ktorej prebiecha
vyznamova interpretdcia formul.

Pri $pecifikécii formalneho systému vystupuju do popredia nasledujuce dve otazky: (1)
Za akych podmienok je dokaz formuly - vety korektny a (2) aké metody moézu byt’ pouzité pri
konstrukeii tychto dokazov.

Veta (teorém, formula, vyrok, zékon, argument, ...) je vyrok o ktorom moéze byt ukazané,
ze je pravdivy. V tejto suvislosti hovorime o dokaze vety, ktory spociva v postupnosti
jednotlivych ,,medzikrokov*, ktoré st odvodené¢ bud’ z mnoziny jednoduchych postulatov,
nazyvanych axiomy, alebo z predchadzajtcich viet (pomocnych viet, ¢asto nazyvanych lemy)
danej postupnosti. Komplikované dokazy st obvykle jasnejSie formulované, ked’ ich dokaz je
rozdeleny na jednotlivé medzikroky, ktoré su formulované ako samostatné vety. Tieto
medzikroky - vety v postupnosti su vytvarané pomocou pravidiel odvodzovania (pravidiel
usudzovania), ktoré z niekol’kych pravdivych tvrdeni - argumentov vytvori nové pravdivé
tvrdenie - argument.

Metddy dokazu logiky st dolezité nielen pre tvorbu korektnych ddkazov v samotnej
logike, ale aj v matematike a v informatike. V teoretickej informatike sa napr. Studuju rézne
metddy verifikacie korektnosti programu, alebo ¢i operacny systém je bezpecny. V umelej
inteligencii pri odvodzovani novych faktov z danej databazy poznatkov (mnoziny vyrokovych
formul, ktord sa vo vyrokovej logike nazyva teoria) je dolezité mat’ zabezpecené, aby dana
databaza bola konzistentna (korektnd), teda aby z nej sucasne nevyplyval nejaky vyrok
a taktiez aj jeho negacia. Mdzeme teda konStatovat, Ze zvladnutie metdd matematického
dokazu je dolezité tak v samotnej logike, ako aj v matematike a v informatike.

Na zaver tejto [vodnej kapitoly uvedieme eSte niekol’ko poznamok k pragmatike
formalneho systému logiky. Obvykle sa toto hl'adisko vobec nespomina pri Specifikacii
logiky, veri sa, Ze logika je rigidny formalny systém, u ktorého nemoZze nastat’ zmena
sémantickej interpretacie pri zmene prostredia (napr. socidlneho). Medzi logikmi existuje
pevna viera, ktora pochadza uz od starovekych gréckych logikov, Ze logika je len jedna a
pouzivanie jej zakonov nezavisi na prostredi v ktorom uzivatel’ vykonéava usudzovania a pod.

Oblast’ pragmatiky bola otvorend v logike ruskym psychologom zprvej polovice
minulého storo¢ia Alexandrom R. Luria (Luria, 1979), ktory v 30. rokoch vykonal so svojimi
spolupracovnikmi expediciu do stredodzijskych oblasti vtedajSicho Ruska, kde skamali
kultarnu zavislost’ pouzivania jednoduchych logickych zakonov. Miestnemu negramotnému
obyvatelovi najprv vysvetlili vstupnu premisu ulohy, Ze kazdé zviera, ktoré Zije za polarnym
kruhom ma bielu farbu kozusiny, potom nasledovala konkrétne otdzka, akt farbu kozuchu ma
ladovy medved, ktory zije za poldrnym kruhom, ¢o formalne mdzeme vyjadrit pomocou
schémy

kazdé zviera Zijuce za polarnym kru hom ma bielu farbu kozusiny

ladovy medved’ Zije za polarnym kru hom
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Vicsina negramotnych respondentov odpovedala, ze nevie, pretoze za polarnym kruhom
nikdy nebola. Odpoved’ na tuto otazku gramotnych respondentov (hlavne tych, ¢o absolvovali
vzdelanie v ruskom jazyku), bola diametralne odlisna, odpovedali, ze polarny medved ma
biely kozuch

kazdé zviera Zijuce za polarnym kru hom ma bielu farbu kozusiny

ladovy medved’ Zije za polarnym kru hom

|l’aa’0v35 medved’ md bielu farbu kozusiny

A. Luria ztychto a podobnych pozorovani vyvodzoval, Ze existuje kulturna zavislost' pri
pouzivani schém usudzovania logiky, ze ich pouzivanie je zavislé od vzdelania respondentov
apod. Tieto experimenty si neobyCajne zaujimavé aboli v podstate zreprodukované aj
v inych oblastiach (napr. v Afrike a v Pacifiku). Zial’, existuje aj ich vel'mi tvrda kritika, Ze sa
nejednd o ziadnu kultarnu zévislost’ pouzivania elementarnych schém usudzovania, ale bezi
o problém komunikécie medzi negramotnym respondentom a rieSitelom, medzi ktorymi
existuje velka kultirna bariéra, pricom je vobec otdzne, ¢i respondenti spravne pochopili
polozenu otazku. Gramotni respondenti, ktori zvladli v Skole zakladné trivium (Citanie,
pisanie a pocitanie) obvykle v ruskom jazyku, zrejme uZz podstatne lepSie chapu rieSeny
problém a su schopni pouzit’ pravidlo modus ponens na konstrukciu spravnej odpovede —
rieSenia.

Specifikicia jazyka vyrokovej logiky (syntax)

Jazyk L vyrokovej logiky je tvoreny formulami vyrokovej logiky, ktoré¢ su definované
pomocou mnoziny atomickych vyrokovych premennych {p.q,..,p'q’..} amnoZiny

logickych spojok {A,v,=,=,—}je mnoZina logickych spojok.

Formuly vyrokovej logiky, ktoré tvoria jazyk L, st rekurentne definované ako minimalna
mnozina, ktord vyhovuje tymto vlastnostiam

M {r.g.-.p.q . JcL,

(2) ak (pe L), potom (—¢p) e L,

(3) ak (@.w € L), potom (¢ Ay ). (v ¥).(9=v).(9= V)<L,

Specifikicia vyznamu vyrokovej logiky (sémantiky)

Dal§i pojem dblezity pre vyrokova logiku je sémantika. Pojem pochiddza z tedrie
prirodzenych jazykov, kde sémantika Specifikuje vyznam danej vety (ktora ma tiez aj svoju
syntax). Vo vyrokovej logike, ktord sa zaobera len pravdivostnymi hodnotami premennych
a ich formul, sémantika nie je ve'mi bohatad. Sémantika vyrokovej formuly je vlastne tabul'ka
pravdivostnych hodn6t formuly pre rozne hodnoty jej vyrokov. Formuly (elementy jazyka L
vyrokovej logiky) maji pravdivostny vyznam, ktory je Specifikovany takto (symbol "1’
reprezentuje ‘pravdivy” a symbol "0” reprezentuje nepravdivy’), pozri Tabulku 1:

(1) Konjunkcia o AP je pravdiva vtedy a len vtedy (vtt) ak obe jej komponenty su pravdive,
v opa¢nom pripade je nepravdiva
val(oc/\B)zl vit val(oc)zl a val(B)zl



val (e AB)=0 vit val(o)=0 alebo val(B)=0
(2) Disjunkcia o.vp je pravdiva vtt, ak aspon jedna jej komponenta je pravdiva, v opacnom
pripade je nepravdiva

val(a Y B) =1 vt val(oc) =1 alebo val(B) =1

val(oc/\B)=0 vit val(a)=0 a val(B)=0
(3) Implikacia o= B je pravdiva vtt, ak prva jej komponenta (o) je nepravdiva alebo druha

komponenta () je pravdiva, v opacnom pripade (prva komponenta je pravdiva a druha
komponent je nepravdiva ) je nepravdiva

val (o= B)=1 vtt val(a)=0 alebo val(p)=1

val (o= B)=0 vt val(a)=1 a val(B)=0
(4) Ekvivalencia o. = je pravdiva vtedy vtt, ak obe komponenty maji rovnakl pravdivostni
hodnotu, v opacnom pripade je nepravdiva

val(oc = [3) =1 vtt val(a) = val(B)

val(a = B) =0 vtt val(oc) # val(B)
(5) Negacie —o je pravdiva vtt, ak jej komponenta je nepravdivd, v opacnom pripade je
nepravdiva

val(—a) =1 vtt val (o) =0

1

val(ﬁa) =0 vtt val(oc) =

Tabul’ka 1. Tabul'kova metdda pre vypocet pravdivostnych hodnot formul
¢, =(pvg)=(rnrg) ae,=(prg)=(pva)

Wilp | g | Py | prg | o=(pvg)=(prg) | e.=(Prg)=(pVva)
wi | 0] 0 0 0 1 1
W, | 0 | 1 1 0 0 1
wsl 1] 0 1 0 0 1
Wil 1| 1 1 1 1 1

Pri tejto prilezitosti je vhodné spomentt’ psycholéogov B. Inheldera a J. Piageta, ktori
dovodia (Inhelder, Piaget, 1964), Ze uz deti vo veku 10 rokov zvladaju zdsady sémantického
pristupu k vyrokovej logike. St schopné korektne reprodukovat’ tabulku pravdivostnych
hodnét pre disjunkciu, konjunkciu a negéiciu. Problémy so sémantickou interpretaciou
implikacie pretrvavaju az do dospelosti, spravna interpretacia vyzaduje zakladné logické
vzdelanie. Z tychto dovodov sémanticky pristup k tvorbe mentdlneho modelu logiky je
vhodny pre ,,laikov v logike®, ktori su schopni spravne zreprodukovat’ pravdivostné tabulky
logickych spojok anemusia mat Ziadne iné Specidlne vedomosti z logiky. K hlbSiemu
vysvetleniu tychto pretrvavajucich problémov sa eSte vratime v kapitole venovanej
Wasonovej selekénej ulohe. Teraz len tol'ko, interpreticia implikécie je silne textovo zavisla,
v niektorych extrémnych pripadoch v prirodzenom jazyku sa interpretuje ako konjunkcia, ¢o
moze sposobovat’ v inych pripadoch urcité problémy s korektnou implikacie. Preto ako jediné
mozné rieSenie tohto problému vidime vtom, Ze uz maly detom by sa malo ,,drilom*
zafixovat, ze implikdcia p = ¢ je pravdiva prave vtedy, ak p je nepravdivé alebo g je
pravdivé a taktiez, ze implikacia p = ¢ je nepravdiva prave vtedy, ak p je pravdivé a g je
nepravdivé (tieto dve skutocnosti je mozné vyjadrit’ dikciou, Ze pravda implikuje len pravdu



anepravda implikuje cokol'vek, ¢ize vyrok 1=>0 musi byt nepravdivy). Pravdivostni
hodnotu formuly ¢ mézeme jednoducho urc¢it’ pomocou tabul’kovej metody, pozri tabulku 1.
Formula ¢ sa nazyva fautologia (alebo zdkon, €o vyjadrime F¢), ak pre kazda

interpretaciu w plati val, (¢) =1

(F ) =4 v (W)(val, (¢)=1)

V tab. 2 formula @, je tautologia, je pravdiva pre vSetky mozné interpretacie w;, i = 1, 2, 3, 4.
V opa¢nom pripade, ak pre kazdu interpreticiu w plati val, ((p) =0, formula sa nazyva
kontradikcia. Ak existuje aspon jedna interpretacia W takd, ze val, ((p) =1, potom formula
¢ je splnitelna (to znamena, ze tautoldgia je Specidlny pripad splnitel'nosti, ¢o zapisujeme
F @). V tab. 2 formula ¢, je splnitelna pre dve interpretdcie w; a w4, Mo6Zeme teda povedat,
ze vSetky formuly, ktoré nie su kontradikcie su splnitelné a tautologie su také splnitelné
formuly, ktoré st pre vSetky mozné interpretacie W pravdivé.

Tautologie maji vo vyrokovej logike mimoriadne postavenie zdkonov logiky, tieto
formule su vzdy pravdivé pre l'ubovolné pravdivostné hodnoty premennych. Niektoré
tautoldgie sa Casto pouzivaju nielen v samotnej vyrokovej logike, ale aj v beZznom usudzovani

a su obvykle oznacované aj vlastnym menom. Vac¢Sinou ide o tautoldgie tvaru ekvivalencie,
ktoré umoziuji nahradzovat’ jedny formuly inymi bez straty vlastnosti ich tautologickosti.

Lubovolna neprazdna mnozina formual, ® :{(pl,(pz,...,(pn} sa nazyva teoria vyrokovej

logiky. Ak pre tedriu @ existuje takd interpretidcia W , pre ktoru su vSetky formuly pravdivé,
val,, ((pl.) =1,pre i=1,2,...,n, potom tato interpretacia W sa nazyva model teorie. Teoria @ sa

nazyva konzistentnd, ak ma model. Ak tedria nemd model, potom sa nazyva nekonzistentna.

Tabul’ka 2. Konstrukcia modelu pre tri formuly vyrokovej logiky

o =(pvag)=(prnrq) 0, =(p=9)r(¢9=p)
1 ]2 3 4 5 1 ]2 3 4 5
P lo | prve | prg |34 p | q |[p=q [a=p | 445
0|0 0 0 ] 010 1 1 ]
0 |1 1 0 0 0 |1 1 0 0
1 |0 1 0 0 1 |0 0 1 0
1 |1 1 1 1 1 |1 1 1 1
¢, =(—pAr—q)=(p=4q)

1 [2] 3 | 4 5 6 7

plgq| P |49| 3A4d | P9 | 5=6

00| 1 | 1 ] ] ]

o1 1[0 0 1 1

1ol o | 1 0 0 1

1]1] 0o 0 1 1

Priklad 1. Nech
d={p,=(pva)=(prq).90,=(p=9)r (3= p).¢; =(-pr—q)=(p=q)]



chceme zistit’, ¢i tato tedria ma model. Pomocou tabulkovej metédy ur¢ime pravdivostné
hodnoty tychto formul pre vSetky moZzné interpretacie, pozri tab. 3.

Z tychto tabuliek vyplyva, Ze existuje dve interpretacie premennych, w, =(p/0,q/0)
a W, =(p/l,q/1), pre ktoré vietky formuly z ® sa pravdivé, tj. interpreticie w; a wy su

modelom tedrie ®@. Tiez mézeme povedat, ze tedria @ je konzistentnd, ¢o vyplyva priamo zo
skutoCnosti, Ze ma model.

Formula ¢ sa nazyva tautologicky dosledok teorie @ (¢o oznaCime @ F @) prave vtedy, ak
kazdy model teérie @ je aj modelom formuly ¢ (t.j. formula ¢ je v iom pravdivd). Majme
teoriu @ = {(pl,(pz,...,(pn} , potom pre kazdu interpretacia w, ktord je modelom teorie @ plati,

ze pravdivostné hodnoty vSetkych formul st 1, val, ((pl.) =1. Nech ¢ je tautologickym
dosledkom teodrie @, potom pre kazdy model — interpretaciu 7 plati: val, ((p) =val,, ((pi) =1,

pre i=1,2,..,n.

Priklad 2. Nech tedria @ je definovand rovnako ako v predchadzajuicom priklade, ma dva
modely ur€ené interpretdciame premennych w, =(p/0,4/0) a w, =(p/l,¢/1). Uvazujem

formulu ¢ vtvare pAg, potom tito formula nie je tautologickym ddsledkom teodrie @,

pretoze len pre model w; je formula pravdiva, val,, ((p) =1, pre model w; uz nie je pravdiva,

val, (¢)=0.

Nech @ = je prazdna tedria (neobsahuje ziadnu formulu), forméalne moézeme teda
povedat’, ze I'ubovol'né interpretdcia W je modelom tejto tedrie. Ak formula ¢ je tautologia
(pre kazdu interpretaciu W plati val, ((p) =1), potom JF ¢, alebo jednoduchsie F ¢.

Teodria dokazu — prirodzena dedukcia (syntakticky pristup)

Klasicky sposob riesenie logického dokazu vo vyrokovej logike je Hilbertova axiomaticka
metdda (Gahér, 1998; Jirkli, Vejnarova, 2000; Kvasnicka, Pospichal, 2006; Peregrin, 2004;
Sochor, 2001; Svejdar, 2002), ktora postuluje systém 10 axiom ajedného pravidla
usudzovania. Aj ked’ je tento syntakticky pristup vysoko elegantny a v zdsade jednoduchy,
jeho pouzitie na dokaz novych zadkonov vyrokovej logiky (ktoré nie su obsiahnuté v mnozine
axiom) v mnohych pripadoch je netrividlna zaleZitost, ktord obvykle vyzaduje mnozstvo
sjemnych® trikov a postupov, aby sme dokazali aj pomerne jednoduché zakony vyrokovej
logiky (napr. = p= p). Alternativny pristup ku konstrukcii teorie dokazu je Gentzenova

prirodzena dedukcia zr. 1935 (Szabo, 1969), ktord je zalozena na jednej trivialnej axiome
(napr. p = p alebo pv—p) aokolo tuctu pravidiel odvodzovania). Pravidla usudzovania
v prirodzenej dedukcii su tvorené schémou (pozri tab. 3)
predpoklad, 0,

predpoklad N

‘ zaver | \\



ktord obsahuje n predpokladov ® ={q,,...,¢,} a jeden zdver y. Tato schéma usudzovania je
formalizovana pomocou ,,relacie’ - logického dokazu (alebo vyplyvania)
{ predpoklad, ..., predpokladn} - zaver alebo {(pl, ...,(pn} o alebo @ o

Pomerne jednoduchymi prostriedkami mézeme dokézat, ze relacia ,logického dokazu —
vyplyvania) je ekvivalentny logickym zakonom

FoAAQ =0 =0, :>((p2 = (= (9, = (p)))
V oboch tychto formulach pouzivame symbol F s prazdnou mnozinou predpokladov, ® =,
¢o znamena, ze formula @, A...A@, = ¢ (alebo ¢, = ((p2 = (: (0, = (p)))) je zdkonom

vyrokovej logiky, ku ktorého konsStrukcii nepotrebujeme Ziadne predpoklady. Podla lavej
formuly, konjunkcia predpokladov implikuje zaver.
Nase uvahy zformalizujeme pomocou nasledujiceho sledu definicii:

(1) Formula ¢ sa nazyva bezprostrednym logickym dosledkom mnoziny formul
O ={¢,,9,,...¢,} vtedy a len vtedy, ak vznikne aplikaciou jedného z pravidiel logického

dokazu na formuly z .

(2) Formula ¢ sa nazyva logicky désledok mnoziny formial ®@ (o oznaime @ F ¢ vtedy
alen vtedy, ak @ € ® alebo je bezprostrednym dosledkom @ alebo je bezprostrednym
dosledkom @ rozsSirenej o niektoré jej bezprostredné dosledky.

(3) Kone¢na postupnost’ formuil o,,9,,...,p, sa nazyva dokaz formuly ¢ z mnoziny @ vtedy

n

alen vtedy, ak ¢=¢, akazda formula @; ztejto postupnosti je bud’ bezprostrednym
logickym dosledkom niektorych formtl z ® alebo formtl ¢,,9,,...,¢, .

Tabul’ka 3. Pravidla usudzovania prirodzenej dedukcie

" Schéma Ekvivalentny zakon ,
) ) ) . Nazov
usudzovania vyrokovej logiky
P
1 ’7 p=(rvq) adicia
pvq
A A
2 1; 1, }% (prg)=p, (Prg)=q simplifikacia
p
3 14 p= (q =(pn q)) introdukcia konjunkcie
pArg
p
4 P=4 Pj((l?:N]):N]) modus ponens
q
—q
5 pP=49 —q = ((P =q)= —'P) modus tollens
—p
6 }qi q= ( p= q) introdukcia implikdcie
P=49




P=4
7 qg=r (p = q) = ((q = r) = (p = r)) hypoteticky sylogizmus

P =

r
pPvyqg |PVY pPVg)A—p)=q

8 ‘l }l (( ) ) eliminacia disjunkcie
q p

((pva)r—g)=p

9 fpj\/i]] > I ;p:\:;] (p = q) = (—|p \ q) disjunktivny sylogizmus
10 % (p = 6]) = (—|q = —|p) inverzia implikacie
p=9q .
11 P=—q (p=4q)=((p=>—q)=-p) |reductioad absurdum
4
’117 P _ o
12 ) ——p=p dvojita negacia
p ——p

Priklad 3. Majme dva jednoduché vyroky

(1) Ked’ bude prsat,, potom pojdem do kina

(2) Ked bude prsat, potom p6jdem do kaviarne
Aky zaver z nich vyplyva?

V prvom kroku vykoname formalizaciu tychto vyrokov, zavedieme tri atomické vyrokové
premenné

p = 'nude prsat’, ¢ = 'poéjdem do kina’, » = "pdjdem do kaviarne”
Potom mnozina predpokladov mé tvar @ = { pP=>q,p= r} , zaujima nds, aky netrividlny
dosledok vyplyva ztychto predpokladov, @ = { p=>q9,p=> r} F? Mnozinu predpoklad

rozSirime o pomocny predpoklad (hovorime, Ze je aktivovany).

.| p=g¢q (1. predpoklad o)

2.| p=>r (2. predpoklad ¢,)

3. p (aktivacia pomocného predpokladu o)

4.1 g (pouzitie pravidla 4 modus ponens na predpoklady 1 a 3)

51 r (pouzitie pravidla 4 modus ponens na predpoklady 2 a 3)

6.1 gnr (introdukcia konjunkcie na dosledky 4 a 5)

6.| p=>gnr (deaktivacia pomocného predpokladu 3 pomocou dosledku 6)

Zaver, ktory vyplyva zpredpokladov je p=>gAr = ’ak bude prsat pdjdem do kina
a kaviarne’.

Na zaver tejto kapitoly zosumarizujeme hlavné zavery syntaktického pristupu pre
logicky dokaz formul vyrokovej logiky:
(1) Povodny Hilbertov formalny systéem logického dokazu je pre kognitivhu vedu
bezcenny, je velmi zlozity na to, aby sa dal pouZzit ako mentalny model
usudzovania.



(2) Gentzenov system prirodzenej dedukcie (ktory je formalne rovnocenny
Hilbertovmu systému) nesie vSetky znaky jednoduchosti a intuitivnosti, preto je
vhodny ako mentdlny model logiky pre tych, o uz absolvovali zakladné
vzdelanie v logike.

V predchéadzajucich dvoch kapitolach 2.2 a 2.3 boli formulované dva nezavislé pojmy:
(1) V syntaktickom pristupe pojem logického dosledku formuly y zmnoziny
predpokladov @, o formalne zapisujeme @ -y .

(2) V sémantickom pristupe pojem tautologického dosledku formuly y z tedrie @,
¢o formalne zapisujeme @ Fy .

Aj ked st tieto pojmy definované nezavislym sposobom (syntaktickym a sémantickym),
existuje medzi nimi tesna vézba, Podl'a Postovej vety vyrokovej logiky (Jirka, Vejnarova,
2000; Kvasnic¢ka, Pospichal, 2006; Peregrin, 2004; Sochor, 2001; Svejdar, 2002) plati
tvrdenie:

Pre 'ubovolnu formulu ¢ vztah @ -y plati prave vtedy, ak @ F y

(CD F \|1) = (CD F \|I)
Z tejto vety vyplyva ekvivalentnost’ syntaktického a sémantického pristupu, je uplne jedno, ¢i
pouzijeme syntaktickii metédu na stanovenie relacie @y alebo sémantickii metédu na
stanovenie relacie @ F vy . Hlavnym kritériom vyberu metédy bude jej vhodnost’ a efektivnost’
k rieSeniu dané¢ho problému.

Model vyrokovej logiky — sémantické tabla (sémanticky pristup)

V kapitole 2.2 boli formulované zakladné principy sémantického pristupu k vyrokovej logiky,
Ciel'om tejto kapitoly bude ukazat’ realizdciu sémantického pristupu pomocou diagramaticke;j
techniky nazyvanej sémantické tabla (Smullyan, 1968). V ramci tejto metody rieSime relaciu

O = {(pl,...,(pn} Fy tak, Ze formuly predpokladov ¢,,...,¢, azaveru y rozkladame postupne

na podformuly, priCom tento rekurentny proces konc¢ime vtedy, ked’ podformuly obsahuji len
atomické premenné alebo in negécie (tzv. literaly), pozri obr. 3.

vy PAY o=y

|
¢ v ® ﬁ/\
o ¢ "
A (disjunkcia ) B (konjunkcia ) C (implikacia)

Obrazok 3. Tri zékladné rozklady pre tvorbu sémantického tabla. V pripade, Ze vznikla podformula ma tvar
—(@Ay) alebo —(¢v ), pouZijeme De Morganove vztahy na ich ekvivalentny prepis na (=@ v —y) resp. na

(—¢ A=), pre ktoré uz existujii diagramtické rozklady.

Pomocou metody sémantickych tabiel budeme riesit’ tlohu, ¢i dané vyrokova formula
v ma model, t. j. €1 existuje asponl jedna interpretacia W taka, ze val, (\|/) =1. Tato uloha je vo
vSeobecnosti rieSitelnd pomocou tabulkovej metddy (pozri tab. 3), avSak metoda
sémantickych tabiel predstavuje velmi efektivnu alternativu k tabulkovej metody, kde



musime vySetrovat’ 2" riadkov, ked’ formula y ma n atomickych vyrokovych premennych.
Metoda sémantickych tabiel je zaloZend na postupnej diagramatickej transformacii formuly y
do ekvivalentného DNF (Kvasni¢ka, Pospichal, 2006) tvaru vy ,,. (disjunktivna normalna

forma, ktora obsahuje disjunkcie konjunkecii literdlov)

Priklad S. PrepiSeme formulu y = ( p= q) A (r \% —.(r v —|p)) do ekvivalentného DNF tvaru
V' =V =(pA=gAr)V(—pApar)vV(gr—gar)v(gapar)v

(@] x x @]
(o A=gA=rADP)V(=pADPA=FAP)V(GA—=GA—F A D)V
(gApA—rAap)
(@]
=(—pA—=gnrr)v(grpAar)v(gapAa—rnap)
w,=(0,0,1) w,=(1,1,1) w;=(1,1,0)

Vidime, ze v takto upravenej DNF formule existuji klauzuly, ktoré su a-prori nepravdivé
(obsahuju konjunkciu premennej ajej negacie), ktoré st oznafené symbolom "O°. Pre
zostavajuce klauzule, ktoré su oznacené symbolom "x “ existuje vzdy interpretacia, pre ktoru
st pravdivé. Tento algebraicky rozklad formuly y je zndzorneny pomocou sémantického tabla
na obr. 4.

QAN Qono AN QAY

|
ol

(2

.(b n
U

/\

|/\

Obrazok 4. Tvorba sémantického tabla pre verifikdciu relacie {(pl,...,(pn} Fwv. Jednotlivé komponenty

konjunkcie sa rozkladaju na podgrafy pomocou grafickej interpretacie znazornenej na obr. 3. Vetvy tabla, ktoré
obsahujii atomicky symbol ajeho negaciu sa nazyvaju uzavreté a si oznaCené symbolom X . V opacnom
pripade, ak vetva neobsahuje tuto dvojicu atomického symbolu a jeho negacie, sa nazyva otvorena a je oznacena
symbolom O .

Pre ilustraciu sa vratime k poslednému prikladu, kde bola formula v prepisana do
DNF tvaru (Disjunktivna Normalna Forma, ktora obsahuje disjunkcie konjuktivnych klauzul),
pozri obr. 5. Jednotlivé klauzule z DNF tvaru formuly su jednoznacne identifikovatelné
pomocou vetvi sémantického tabla. Poznamenajme, ze v pripade, Ze nejakd vetva uz na
pociatku obsahuje dvojicu atomickej premennej a jej negacie, moze byt pred¢asne uzavreté,
pretoze d’alSie predlZzovanie tejto vizby uz neméze zmenit’ pravdivostni hodnotu.
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Obrizok 5. Konstrukcia sémantického tabla pre formulu y=(p=g)A (r v—(rv —\p)) . Vetvy tabla, ktoré su

oznacené symbolom X sa neuvazuju, pretoze reprezentuju nepravdivé klauzule. Vetvy ozna¢ené symbolom O
maju reprezentuju klauzuly s pravdivou interpretaciou. Poznamenajme, Ze vetve oznacené symbolom O .

Vyznam sémantického tabla je zalozena na nasledujicej vete:

Formula y je tautologickym désledkom formul (D={(p1,(p2,...,(pn}, OFvy, vtedy alen

vtedy, ak sémantické tablo zostrojené pre formuly {(pl,(pz,...,(pn,—‘w} obsahuje len uzavreté

vetvy.

Tato veta nam umoznuje verifikovat' ¢i formula y je tautologickym ddsledkom teodrie
s modelom CD={(pl,(p2,...,(pn}. Podstatne zaujimav$i problém je rieSenie reldcie

{(pl,...,(pn} F?, t. j. hl'adame taky zaver v, ktory je tautologickym dosledkom tedrie .

RieSenie y zostrojime pomocou nasledujiiceho postupu:

Zostrojime sémantické tablo pre formuly z tedrie CD:{(pl,(pz,...,(pn}, predpokladajme, Ze

existuje asponl jedna otvorena vetva tabla (t. j. teoria je konzistentna). Potom rieSenie
zostrojime ako disjunkciu konjunkcii vrcholov otvorenych vetvi, ktoré su interpretované
atomickym symbolom alebo jeho negéciou.

Priklad 6. Pomocou sémantického tabla budeme verifikovat’ relaciu tautologického dosledku
{ p=>q,9= r} = ( p= r). Pomocou sémantického tabla budeme Studovat’ konjunkciu

(p=4q)~r(¢=r)r—(p=r), ak sa nam podari ukazat’, Ze prislusné sémantické tablo ma

vietky vetve uzavreté, potom plati relacia {p = ¢, = r} = (p = r), pozri obr. 6.



(= g9 =-pvq
(g=>r=—gvr
—(p=r)=pr—r

AAL
—q r —q r
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Obrazok 6. Sémantické tablo pre (p=>q)A(g=r)ar—(p=r), kazda vetva je uzavretd, to znamena, Ze

relacia tautologického dosledku { p=>4q9q9=> r} E ( p= r) je platna.

Priklad 7. Pomocou sémantického tabla budeme riesit’ priklad 2, kde je potrebné zistit’ zaver
ztedrie ® ={p =g, p=r}, t. j. budeme riesit relaciu ® ={p=>q,p = r}+?. Vysledky su
znazornené na obr. 7

Z obr. 6 vyplyva, Ze tedria @ = { p=>qp= r} ma Styri rozne interpretacie — modely,

pre ktoré su predpoklady teorie pravdivé

(p/0,q/2,7/?)
(p/0.q/%7/1)
(p/0.q/1,7/?)
w,=(p/?.q/1,r/1)
kde symbol "?” znamen4, Ze pravdivostna hodnota danej premennej nie je Specifikovana (Cize
moze byt 'ubovol'nd). Kazdému modelu mézeme pripisat’ rieSenie, ktoré je pravdivé
Y, =—p
Y, =—pATF
Y;=—PAg
Yy =gnr

To =znamend, Zze mame Styri rieSenia relacie @ = { p=>q,p= r} F?  vtvare

w
w,
W3

k119

O={p=q.p=rity,, pre i =1, 2, 3, 4. Tieto rieSenia mbzeme ,,skladat™ pomocou
disjunkcie do nového rieSenia, disjunkciou vSetkych y, dostaneme rieSenie, ktoré je pravdivé
pre vSetky modely teorie @ = { pP=>q,p=> r}
y'=—pv(-par)v(-prg)v(gnr)
E—|p/\(1vrvq)v(q/\r)
1

=—pv(gar)=p=(qnr)

ktoré je totozné s rieSenim z prikladu 2 zostrojené¢ pomocou prirodzenej dedukecie.
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Obriazok 7. Sémantické tablo pre teoriu @ ={p =g, p = r}

Priklad 8. Pomocou sémantického tabla budeme riesit’ priklad 3, kde je potrebné zistit’ zaver
z tedrie © = {p =>rq= r} , t. J. budeme riesit relaciu @ = {p =q,r= q} F?. Vysledky st
znazornené na obr. 7
Z obr. 7 vyplyva, 7e teoria ® ={ p = r,q = r} ma Styri rozne interpretacie — modely,
pre ktoré su predpoklady teorie pravdivé
w; =(p/0,4/0,7/?)
(p/0.q9/2%7/1)
=(p/?.9/0,1/1)
w, =(p/?.q/2%7/1)
Kazdému modelu moZeme pripisat’ rieSenie, ktoré je pravdivé
Y, =—PAq
Y, =—PAF
WS = _|q NF
Vy=r
To znamena, Ze mame Styri rieSenia relicie ®={p=r,g=r}-? vtvare
O={p=q.p=>rity,, pre i =1, 2, 3, 4. Ak tieto rieSenia ,,poskladdme* pomocou
disjunkcie do nového rieSenia, tak dostaneme nové rieSenie

w,
W3

\.Il’:(—|p/\—|Q)V(—|p/\V)V(—|CI/\I")VI"
=—(pvq)v(-pv—gvl)ar=(pvqg)=r
%/—/
1
ktoré je totozné s rieSenim z prikladu 3 zostrojené pomocou prirodzenej dedukecie.

Na zaver mézeme konstatovat’, Ze sémantické tabla poskytuju jednoduchy a efektivny
prostriedok pre kontrolu vztahu ,tautologického vyplyvania®“, ®Fy, pricom nemusim
poznat' relativne zlozita syntakticku teoriu dokazu ,logického vyplyvania®“ . Taktiez,
sémantické tablo je vhodnou technikou na rieSenie relacie tautologického vyplyvania



{(pl,...,(pn} F?, pomocou ,,partikularnych® rieSeni pre jednotlivé otvorené vetvy dostaneme

rieSenie, ktoré je tautologickym dosledkom teorie @ = {(pl,...,(pn} .

Wasonove experimenty (loha vyberu)

Vr. 1968 Peter Wason (Johnson — Laird, 1983; Stenning, van Lambalgen, 2007; Wason,
1968) navrhol klasicky experiment v ktorom je kombinované uvazovanie s vykonavanou
¢innost'ou, pri ktorej sa vyberie jedna alebo niekol’ko kariet z mnoZiny $tyroch kariet (z tychto
dovodov sa tato uloha nazyva iloha vyberu — selection task).

Specifikacia: Pred vami lezia $tyri karty, z ktorych mozete vidiet' len jednu stranu, av$ak nie
odvratent stranu. Na jednej strane kazdej karty je pismeno, zatial ¢o na druhej strane je
Cislica, toto oznacenie je v sthlase s nejakym pravidlom.

Pravidlo: Ak je pismeno samohlaska, potom ¢islica je parna.

Uloha: Rozhodnut’, ktoré z tychto 4 kariet je potrebné obratit, aby sme verifikovalo, &i
pravidlo je splnené, alebo nie je splnené. Neoznacujte tie karty, ktoré nepovazujete za
potrebné obratit’.

Karty:

Tabulka 4. Wasonove vysledky tlohy vyberu (Wason, 1968)
oznacen¢ karty | vyskyt (%)

[7].[d] 46%
33%
[pLfal fa] | 7%
[2] 4%

ostatné 10%

Aké je korektné rieSenie tejto tlohy. Pre jednoduchost’ naSich ivah ozna¢me pravidlo
pomocou implikdcie p = ¢, kde premenna p je priradena vyroku ,,pismeno je samohlaska®

a premenna ¢ je priradena vyroku ,,¢islica je parna®“. V ramci tohto formalizmu, mézeme karty
reprezentovat’ takto: E[ . Cize ak chceme verifikovat’ pravidlo, ¢&i je splnené
pre dané karty, musime oznacit’ dve karty a . Prva karta odpoveda zakonu modus

ponens (t.j. ak je pravidlo splnené, potom na opacnej strane musi byt El). Druha karta
odpoveda zékonu modus tollens (t.j. na druhej strane musi byt ). Oznacit’ in¢ dve karty je

irelevantné pre verifikdciu pravidla, tak napr. oznaenie karty nérn ni¢ neposkytuje pre
verifikaciu pravidla (ale ak niekto veri, ze pravidlo R1 je platné, potom ocakava, Ze na
opacnej strane vyskyt verifikuje pravidlo hry). Pévodné vysledky Wasona su zhrnuté
v tab. 4.



Ako interpretovat’ tieto a in¢ podobné vysledky (Johnson — Laird, 1983; Stenning, van
Lambalgen, 2007)? Jedno z najddlezitejSich pozorovani je, ze vysledky su silne jazykovo
zavislé, iné formulacie tej istej ulohy mozu podstatne ovplyvnit’ vysledky. Druhé doélezité
pozorovanie je, ze rieSitelia obvykle nechdapu implikdciu v stihlase sjej postulovanou
tabul’kou pravdivostnych hodnét. Uvazujme nasledujiucu vyrok reklamy ,,ak si u nds zakupite
auto, dostanete zadarmo HIFI vez*. Kazdy predsa vie, Ze z tejto reklamy plynie, Ze ,,ak si
nezakapim auto, tak potom nedostaneme HIFI vez“. Alebo, Ze taktiez plati ,,ak som dostal
HIFI vez, tak som si zakupil auto®. Tieto dva vyroky, odvodené pomocou schém usudzovania

pravidlo zdoraznenia dosledku |P=q

i

pravidlo poprenia predpokladu | pp:> q

—q

(ktoré nie su zdkony — tautologie) pochybnej platnosti, si vSeobecne akceptovatelné napriek
tomu, ze nevyplyvaju priamo z povodného reklamného implikativneho sI'ubu. Ako prirodzené
vysvetlenie nas hned’ napadne, ze vysSie uvedeny reklamny sl'ub, aj ked ma formu
implikacie, je potrebné skor chapat’ ako konjunkciu. Tym sa dostavame do oblasti pouzivanie
netautologického pravidla

lp=4q , |pra

lbrg — lp=4q
podla ktorého implikacia je ekvivalentna konjunkcii. V evolucnej psychologii sa tato uloha
Siroko diskutuje, napr. Ledou Cosmidesovou a jej manzelom Johnym Toobym (Cosmides,
Tooby, 1992). Ich argumentécia vychadza z predpokladu, Ze podobné ulohy sa rieSia o mnoho
lahSie vtedy, ak st formulované ako ulohy Specifikujuce socialnu interakciu (napriklad
pravidlo: ak splnis podmienku A, potom ziskas vyhodu B). Tato skutoCnost je odrazom
zékladnej idey evolucnej psycholégie, ze urcité crty l'udskej psycholdgie su vrodené
mechanizmy, ktoré sa vyvinuli pomocou prirodzeného vyberu (Baldwinov efekt, (Turney,
Whitley, Anderson, (eds.), 1996)) tak, aby rychlo riesili dané problémy socialnej interakcie
a nie s vyjadrenim vSeobecnej inteligencie l'udi.

Tieto a podobné skutoc¢nosti nasli svoj odraz v kognitivnej vede, kde sa venuje vel'ka
pozornost’ tak experimentalnym metdédam vyskumu pouzivania jednoduchych pravidiel, ako
aj tvorbe teoretickych modelov pre vysvetlenie tychto experimentalnych skuto¢nosti prave
diskusii jednotlivych pripadov pravdivostnych hodnot argumentov implikacie. Tieto
pochybnosti maji svoje vyjadrenie vo vzniku tzv. neklasickych logik, ktoré viac odpovedaju
beznému jazyku, alebo Specialnemu jazyku vedy. Pred nedavnom, Stenning a van Lambalgen
(Stenning, van Lambalgen, 2007) navrhuju riesit’ tieto problémy s chybnym pouZzivanim
netautologickych pravidiel pomocou Specialneho ,logického programu® vyuzivajiceho
nemonotonnu logiku so sémantikou Specifikovanou pomocou Kleenovej 3-hodnotovej logiky.

Zaver

Tvorba mentalneho modelu (mentdlne modelovanie) patri v kognitivnej vede medzi
elementarne aktivity pri modelovani kognitivnych aktivit. Koncepcia mentalneho
modelovanie poskytuje kognitivnej vede Crty experimentdlnej prirodovedy. Pomocou
teoreticky argumenta¢ného aparatu (vdcSinou prevzatého z umelej inteligencie) interpretuje
experimentdlne merania kognitivnej vedy (kognitivnej psychologie) spdsobom, ktory silne
pripomina vztah medzi experimentom a tedériou v prirodovede. Mentalny model pre dant



kognitivnu aktivitu vystupuje v tlohe jej teorie, pricom kritériom platnosti a efektivnosti
danej teérie — mentadlneho modelu, je suhlas jeho predikcii s experimentalnymi
pozorovaniami, vysledkami pozorovani kognitivnej psychologie. Pozaduje sa, aby mentéalne
modely boli schopné postihnit’ nielen sprdvne rieSenia ale aj interpretovat’ chyby pri
konstrukcii rieSenia. Tieto modely maju urcita zlozitost, ktora je premenliva pri aplikovani na
rézne problémy (napr. na rozne kategorické sylogizmy) (Johnson — Laird, 1983), pricom
ocakavame, ze tato zlozitost’ modelu koreluje s vyskytom chyb.

V tomto ¢lanku sme venovali pozornost’ konstrukcii mentalnych modelov jednoduche;j
vyrokovej logiky. K ich konstrukcii boli pouzité dva rdzne pristupy:
(1) Syntakticky pristup, kde mentalny model je totozny s Gentzenovym systémom
prirodzenej dedukcie, ktory obsahuje okolo tuctu elementarnych pravidiel usudzovania, ktoré
s totozné so znamymi zdkonmi logikmi (modus ponens a modus tollens, hypoteticky
sylogizmus, pravidlo inverzie implikdcie apd.). Tento mentalny model sa aplikuje
uzivateI'mi, ktori st trénovany vo formalnej logike, ktori absolvovali zékladné logické
vzdelanie na Grovni ivodu do vyrokovej logiky.
(2) Sémanticky pristup, krory poskytuje mentalny model zalozeny na sémantickych tablach.
Tento pristup pozaduje od uzivatela len schopnost korektne pravdivostne (sémanticky)
interpretovat’ elementdrne logické spojky, k comu dochadza podla Inheldera a Piageta u deti
vo veku okolo 10 rokov. Mdzeme teda konStatovat, ze tento sémanticky pristup ku
konStrukeii mentalneho modelu logiky je aplikovany uZivatel'mi, ktori neabsolvovali tréning
vo vyrokovej logike, ktorych jedinou kognitivnou schopnostou je korektne pravdivostne
(sémanticky) interpretovat’ elementdrne logické spojky. Samozrejme, v tomto pristupe
neustale pretrvavaji problémy s korektnou interpretaciou implikacie, ktoré mozu byt zdrojom
chyb (experimentalne pozorovanych) v usudzovani.
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